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Expansion Procedures and Similarity Laws for Transonic Flow 


Part I. Slender Bodies at Zero Incidence 


By JuLian D. Cote and ARTHUR F. MESSITER, Pasadena, California!) 
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1. Introduction?) 


The purpose of this report is to provide a detailed and comprehensive 
account of a transonic approximation as applied to flows past wings and 
bodies. It is mainly concerned with the derivation of approximate equations, 
boundary conditions, etc., rather than with the more difficult problem of the 
solution of transonic flow problems. Thus the report contains for the most part 
a re-examination of the basic ideas, as presented for example in [1]?). The 
essential new point of view introduced here is to regard the approximate 
transonic equations as part of a systematic expansion procedure. Thus, it 
becomes possible, in principle, to compute the higher terms of this approxi- 
mation or at least to estimate errors. 

In the next section the form of the expansion and the reasons for it are 
explained. In the succeeding sections the equations of motion, shock relations, 
and boundary conditions for the flow problem are presented and then the 
expansion procedure is applied systematically. 

The resulting system of equations for the first, second, and higher approxi- 
mations is presented in section 5. The main results of interest for practical 
applications concern similarity laws and the pressure coefficient on the surface 


1) Guggenheim Aeronautical Laboratory, California Institute of Technology. 


2) This research was carried out under ARDC Contract AF-18(600)-383. 
3) Numbers in brackets refer to References, page 25. 
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of slender bodies and these appear in section 6. The remaining section treats 
bodies of non-circular cross-section. 

The authors wish to acknowledge the assistance of S. SHEN in the prepa- 
ration of this report. 


2. Motivation 


Linearized theory (for a complete account see the book by Warp [2]) is 
useful for estimating the pressure on slender bodies and wings in the subsonic 
and supersonic regimes. However, the results of the theory [2] predict an infinite 
pressure for bodies flying at the sonic velocity, Mach number M, = 1. This 
result, so far removed from reality, indicates a failure in basic assumptions 
underlying the linearized theory. It also indicates that the linearized theory is 
a poor approximation for some range of Mach numbers about 1, the transonic 
regime. It is the aim of transonic theory to provide the proper mathematical 
description of the flow in this range and hence to allow calculation of pressures 
and over-all forces. 

From the point of view of mathematical expansion procedures the “break- 
down’ of linearized theory corresponds to a non-uniformity in the expansion 
procedure. The successive terms in the expansion, which are implicitly assumed 
to be small, become comparable with the first term (which is given by linearized 
theory). 

In more detail, in a typical case there exists a velocity potential ® which 
for steady flow past a given body depends on the dimensionless space coor- 
dinates (x, 7) and the physical parameters 6, M, y: 

0 thickness ratio = 1, 

! maximum thickness of body, 

L characteristic length, e. g., over-all length of body, 
M, free stream Mach number = U/a,, , 

U flight speed, 

ax, speed of sound at infinity, 

y ratio of specific heats. 


® is determined as satisfying a non-linear partial differential equation in 
(x, 7) embodying conservation of mass, momentum, and energy, and certain 
boundary conditions. The body causing the disturbance to uniform flow is 


assumed to be thin so that the potential may be represented by the following 
type of expansion 


P(x, 7; Ma, 6) = UL {x + 80) le, 75 B) +80) pax, 75 B) ++} (2.1) 


where ß = 1 — M2]. The &;(6) > 0 as 6 + 0 and 8, 1/6, > 0 as 6 > 0. The 
first term in the expansion represents a uniform flow toward the body and the 
second term &, y, represents the potential of linearized theory. The remaining 
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terms €, Ps, € 9, etc. represent second-order and third-order corrections etc. 
In any given case the e, are known functions of 6 determined from the equation 
and boundary conditions. By requiring the non-linear equation for ® to be 
satisfied identically for all orders of magnitude in 6, the linearized equation for 
® is found. Typically it is of the form 


CM Pings ame re LE (2.2) 


In order for the expansion (2.1) to be a good approximation it is implicit that 
the velocity perturbations due to successive terms in the expansion are of 
successively smaller size over most of the flow field. Unfortunately this is not 
possible when 6 + 0, M, > 1 because Pi, > ©; thus the expansion is said to 


be non-uniform with respect to ß. That is, for any given B, a sufficiently small 
N(ß) can be found so that for 6 < N(ß) the approximation is good‘). But as 
BP +0, N +0 also. 

That such a non-uniformity might exist is evident from the mathematical 
structure of (2.2). For M, < 1, y, satisfies an elliptic differential equation simi- 
lar to LAPLACE’S equation, and for M, > 1, o, satisfies a hyperbolic equation 
similar to the wave equation. Due to the completely different dependence of 
solutions to these equations on the boundary conditions a non-uniformity 
might be expected. It is well known [3] that according to the exact equations 
a flow which is locally supersonic is described by a hyperbolic equation (has a 
wave structure) and flow which is locally subsonic is described by an elliptic 
equation. In the transonic range the velocity may change from subsonic to 
supersonic in the flow field. Linearized theory is too crude to describe this 
feature of the flow but one will require it of a transonic theory. This implies 
that the basic equation of the transonic approximation is one of changing type 
(elliptic to hyperbolic). This also implies that the equation is non-linear as the 
line across which the change of type takes place, the sonic line, may not be 
fixed in advance. Thus the transonic expansion must have a substantially differ- 
ent form from the ‘linearized’ expansion (2.1) and in particular must involve 
different combinations of parameters M, 0. 

Before outlining the proposed expansion some physical aspects of the 
approximation will be discussed. Linearized theory is identical in content with 
acoustics; squares of disturbances are neglected (for a complete discussion 
see [2]). In a system of coordinates fixed in the air at rest at infinity the flow 
is described as a system of acoustic waves produced by the motion of the body. 
These acoustic waves travel with a constant speed a,, and each wave carries 
a small disturbance. When a body flies with a speed U close to a, some of the 
waves emitted by the body are always close to the body and a build-up of 


4) Of course, good has to be defined more precisely. For example, it might be demanded that 
the first omitted term €, 9, amount to less than 10% of & qu. 
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pressure on the body may result. This result depends on the linearized descrip- 
tion of the flow and causes the failure of approximations near M,,= U/a,=1. 
Actually, as these waves build up their interaction becomes important. The 
result is the famous steepening of the wave front described by RIEMANN ([3], 
p. 45) in his theory of plane waves. In RIEMANN'S theory it is shown that non- 
linear terms like u u, are responsible for the steepening of a plane wave travel- 
ing in the x-direction (w = flow velocity component in x-direction). From this 
point of view such a non-linearity is to be required in the basic equation of the 
transonic approximations. It is, in fact, the same non-linearity discussed in the 
last paragraph. 

Another physically significant point concerns the relative orders of magni- 
tude or perturbations from the uniform stream. It is implicit in the linearized 
theory that the (dimensionless) velocity perturbations in the x- and r-directions 
& Pry 1 Pi, are of the same order of magnitude, namely ¢,. On the other hand 


an examination of the exact solution of a simple supersonic flow [3], the 
expansion around a corner, shows that the perturbations in the x- and r-direc- 
tions (u,v) from a uniform sonic stream in the x-direction are related as 
v ~ vu, A similar result holds for shock waves in the transonic range. This 
sort of order of magnitude relation will be required, in the large, for the per- 
turbations of the basic transonic approximation. If it is known that a potential 
exists (as will later be shown to be the case) this last requirement has the 
interesting consequence that the expansion must be carried out in a distorted 
set of coordinates. For example, represent the potential by &,(0) (x, 7) where 
r =e}? y so that the actual velocity perturbations d/dx (e, q1), d/dr (e; gy) are 
of the correct order of magnitude. A more vague interpretation of this coordi- 
nate 7 is given by saying that in the transonic range perturbations caused by 
a body in the flow extend much farther in the direction transverse to the flow 
(large 7) than in the flow direction and that a shrunken coordinate 7 must be 
used to bring these disturbances back in view. 

All of these physical considerations are keys to the more general form of 
expansion which must be used in the transonic case. The idea of the expansion 
is again that small disturbances in a uniform stream are caused by the intro- 
duction of a body of small thickness ratio 6 and the expansion procedure is 
based on 6 + 0. However now a more general form of expansion, allowing for 
different parameters and distorted coordinates must be used. Assuming a 
potential, a sufficiently general form is 


ONG MEF Op =P ORL {x + &(0) 91% 7; Py, Py) + Ea(0) Paix, 7; P,, Py) +: 1 
(2.3) 


where P,, P, are functions of (y, M, ö) which are independent of 8 and 7 = Ar 
where A = A(6, M, y) 
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The expansion parameters &,, P,, P, and the coordinate distortion A must 
be determined in the course of finding the equations for 9;- The main require- 
ment to be imposed is that y, satisfy a typical transonic equation. The choice of 
parameters in such an expansion is of course not unique but it will be shown 
that all such transonic expansions retain some typical features in common. 

In the next section the basic equations of motion are presented and in the 
sections following that a general type of expansion procedure corresponding to 
(2.3) is applied. 


3. Basic Equations of Motion and Boundary Conditions 


The basic equations of motion consist in statements of the conservation 
of mass, momentum, and energy in the form of differential equations and jump 
conditions across shock waves. To these must be added an equation of state 
and the Second Law of Thermodynamics. The medium is assumed to be a 
perfect, inviscid gas. The region under consideration always extends to infinity. 
The boundary conditions prescribe the flow at infinity and require the flow to 
be tangent to the body surface. 

Assume that a characteristic length L exists, say, the body length and make 
the space coordinates dimensionless with L. Then the differential equations of 
motion can be written in terms of dimensionless coordinates as: 


continuity diveg=0, (3.14) 
u bs ee Sse De 1 

Euler 7-Ve= v(t) ad VP (3.1b) 
= Ie} 

entropy g: r(-,) =): (3.1c) 


System (3.1) together with the shock relations, which will not be written out 
([3], p. 51) comprise the basic system. An expansion procedure could be applied 
to the basic systems; however here a modified system will be derived which 
contains some integrals of the basic system. 

First note that (3.1c) implies that P/o” is constant along streamlines, 
although of course the constant jumps across a shock wave. For all problems 
considered here, there will be a uniform state at infinity, so that (3.1c) implies 


et = Droles = > (say) is constant along a streamline. (3.2) 
er ee 
The basic integral invariant is formed by taking the inner product of g and 
the Euler equation and integrating along a streamline. The result is 


2 . 
is we % - i = as 7 = const along streamlines. (22) 
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Furthermore, the shock wave relations show that the constant in (3.3) is 
conserved across shock waves. Since a uniform state is assumed at upstream 
infinity the constant for each streamline is the same. Thus, the following 
invariant is obtained for the entire flow field 


q? a? U? Ao = 5 + 2 
Lh, ee are à Edle (3.4) 


By forming the gradient of the invariant (3.4) the vorticity laws are derived. 
Replacing 7(g?) from the Euler equation (3.1b) and using (3.2) gives the vortex 


law. 4 
+ ee 
© been 


Vk. (3.5) 


Finally, the density may be eliminated from the continuity equation (3.1a) 
by evaluating g x Vp using (3.2) and (3.1b). The result is 


a? div G=7- v(%) (3.6) 


Summarizing, the original system of differential equations can be replaced 
by (3.4), (3:5), and (3.0). 


continuity a?divg=q- v() ; (3.6) 

: ; q? Bo D UE ae 1 /y+1 

invariant TE + = = a + aa Susy be a*2, (2.4) (3.7) 
Re RE ae DRE 

vorticity ow:g= aor Vk, (S52) 


and ¢- Vk = 0. 

In certain applications, for example in flow which is subsonic everywhere, 
the entropy and À are constant throughout. The vorticity law (3.5) then implies 
# = 0 and a velocity potential exists. Then (3.6) becomes the single equation 
for the potential. It will be shown later that for the transonic flows considered 
this statement is true (to a certain order) even if shock waves are present. 

It is convenient later to use certain relations deduced from the basic shock 
relation. These are the shock polar equation which relates the velocity compo- 


nents, and equations for the pressure jump, wave angle, and density jump. 
The shock polar can be written 


2 9 0 1 
Polar yt) = (u = um)“ u‘ ) u‘ es ar? 


(3. 8a) 


25,10 
il, mA 


where superscript (0) denotes conditions upstream of the shock wave and 
superscript (1) denotes conditions downstream. u) is the magnitude of the 
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velocity upstream. u is the component of the velocity downstream in the 
direction of u) and v®) is the component normal. u,v are related to the 
Cartesian components as follows 


(02 __ (0)? (0)? 
u si qx q, ’ | 
(0) (0) 
qy ope | 
rt!) aes x 1 r 
x qx / er = Di q / 9 == 2 
{0} | (0)< / (0) 0)2 
Va + a Veo + | (3.8b) 
(0) (0) 

vu) _ (i) 9, eh) gx | 

. | = 


[go 4g Vag? 4 go? 
paie Vrethentaln | 


A special case of interest occurs when the shock is in the free stream so that 
u) = U and is in the x-direction. For this case the following relations hold 


i/o 
wave angle tan 6,, = Gig (3:9) 
pressure PAP SE oUt = a)", (3.10) 
(1) (1) 
; 0 EB 4; q, 
density 0 rn an” 8.11) 


In case the flow does not have axial-symmetry these formulas still hold if 
g, is replaced by the resultant transverse component behind the shock. 

The boundary condition to be applied at the body surface is one of tangent 
flow at the surface 


g:Vs=0O where s(x,7,0)=0=7— 6F(x, 6) (6217) 


is the equation of the body surface. Written out (3.12) is 


q,(%, OF, 6) gx, 6F,6) , OF , do(x, OF, 6) (1\ (OF 
U we, he U (x) (55) (3.13a) 


and for the special case of axial symmetry 


it = ia 6F'(x) where on the body r= 0F(x). (3.13b) 


The other boundary condition is a statement that all flow disturbances die 
out at upstream infinity. 


4. Deduction of the Form of the Expansion; Body of Revolution 


In this section it is shown how with the aid of certain general requirements 
the form of a transonic expansion can be deduced. The requirements are stated 
for a free stream Mach number of one (M,, = 1). These requirements are: 
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(i) The shock wave relations should not degenerate in the expansion. 
Rather the shock waves should approximate real ones with jumps of velocity 
and pressure etc. 

(ii) The differential equations of motion should be able to describe the 
flow satisfying boundary conditions on the body and at infinity. These two 
requirements define the expansion in terms of à uniquely at M, = 1. However 
the extension of the expansion for M, + 1 is not unique, in a way which is 
shown in detail below. It is important to note that these requirements yield a 
transonic approximation which has all the qualitative features described in 
section 2. 

The shape of the body of revolution and the boundary condition on it are 
given by equation (3.13b). The expansion procedure is based on 6 > 0 and it is 
assumed here that (M, 6) are the parameters defining the flow. In accordance 
with the remarks made in section 2 the following form of the expansion is 
assumed for the velocity components 


IX, ¥; Moo, 9) 


= 1+ ¢,(6) u,(x, 7; P,) + & (0) u(x, 7; P,) +---, | 


ei (4.12) 
À la 
nr Moo DL let. | 
where the eg, and v, each form a decreasing sequence as 6 > 0 and 
= 027,2  parameterindependent’olo. (4.1b) 


In accordance with requirement (7) the assumed form of the expansion (4.1a) 
is substituted into the shock polar relation as given by (3.8). Thus 


(0) 1) 


us 


U 
aoe 1s ibn ts nb N Se 
(4.2a) 
w (1) (0) 
D temas Or ae 
and the shock polar, for M, = 1, a* = U, becomes 
: (0) (1) boty 
CAC dE D ST Ve pe en En 
era 1+..+1 
or 
2 /.,(1) (0)\2 à 1 
vy (vy) — vf)? + = — wu 2 (uO + wl) ee +... (4.2b) 


In order to avoid a degenerate polar it is necessary that »?~¢? as 6>0. 
Hence we take 


DER (4.3) 
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The assumed form of the expansion is now used in the modified continuity 
| equation (3.6) and use is made of the invariant (3.4). Thus 


Lee 


U2 S14 2b Hy + 2 be Uy + eut +28 by ty My + Eu +. Heu.) 

2 A / 2 
2 1 SE 1 oa 1 (1 q 
D Mi," 2 U2 

1 \ Do 

T ME (y — 1) & % — (y— 1) eu, Doe ag , 
q ' 0 a2 ag, 0 
oa + €y Uy + & Uy + ei N ee 
and equation (3.6) becomes 

1 El Cea 
aa —(y-Nam=y-lNew—--{- #2 …| 

2 2 


3/9 1 / 1 
X [a u =e E> Ha HUGG ae a zZ ot (vx. = = v4) te Vo Oe (2 Sr A v2) Sn | 


row 


A 
Uy € 2 
+p €y Eg Uy Wr ocd Up == 20° 


x [ai Us + & Uy + EŸ 


& UF 


| 

Dee 0 
= [A + amt emt) 5 +e Pur +] = 
+ 5 + et? oy my +o] | 


The form of equation (4.4) when M, = 1 is now studied: 


H-G-Dam-(G-1et = ef u2 | | 
2 1 ; ; ‘ll 
x [es Da > ee ef ga (4, na F %) + 9, 64 (a+ rn va) le 4 


d Ae 0 
= [(L + &1 1 te.) re az +... 


2 
1 ” 


2 
u u3 
2 2 


2 
+ Ey Eg Uy Ug + E 
& v7 


277 


als galt Va Uy Vo + || 
and the requirement is made that the largest terms in equation (4. 5) yield an 
equation which contains the possibility of describing the flow field in the large. 


It is easily seen that the largest terms are 


1 
A 60 
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If either 9 = o(e!?) or el? = 0(ö*) this contains only one of the unknowns 
and yields unreasonable relations. Therefore choose 


HET (4.7a) 
and obtain the first approximation equation for M, = 1. 
il 
Die PE PL) a (4. 7b) 


JL 


The extension of this form of expansion to M, + 1 can be performed in 
various ways by requiring the term e, [(1/M%) — 1] u,, in equation (4.4) to be 


of order &7; that is 


(m — 1) & =0le) as Sal. (4.8) 
Note that if 

= or = 1] ei) as €, >0 
then a degenerate form of equation is obtained while if [(1/M2,) — 1] e, = o(e;) 
a more restricted approximation scheme is obtained. The requirement of 
equation (4.8) can be satisfied in a variety of ways, of which the following 
simple one will be used in this section 
ms 
= 


= P, = similarity parameter independent of 6 = K (say). (4.9) 


As €,(6) > 0, M@.(6) is taken to be such a function that P, is independent of 
6; or 
M,=1-a(ö)K. (4.10) 


The use of this parameter also extends the shock polar (4.2b) away from 


M, = 1. Thus, the largest terms in equation (4.4) yield the first approximation 
equation 


r 1 
Ku, + y+ = y= (yt+1) um . (4.11) 


Next, another relation between (e,, 6) is found from the boundary condition 


of tangent flow equation (3.13b). Using the assumed form of expansion (4.1a), 
equation (3.13b) becomes 


eq fx, TU) + yg u(x, PTE) + = [1+ 2, a(x, HR) +--+] OF (x). 
| (4. 12) 

Equation (4.12), which holds on the boundary gives another expansion as 

Ô 0, the ‘expansion on the boundary’. If we assume a > —1, then the 


behavior of Vis Ve etc. as 7 +0 is decisive in fixing the form of this expansion. 
If the physically reasonable assumption is made that w, is not too singular, 


Vol. VIII, 1957 Expansion Procedures and Similarity Laws Jul 


Ollogr) as 7 + 0, then from equation (4.6) it is seen that v, may be ~ 1/7. On 
physical grounds this type of behavior is to be expected as it is recognized as 
the fluid source line on the axis often used to represent a body. Thus we write, 
near the body, 


> Sale = 
vy (x,r) > nn as, r>0 (S, = source strength) . (4.13) 


Our later considerations will show that the case a = — 1 can not lead to any 
transonic approximation, while a < — 1 is no good for obvious reasons. 

By using the limiting behavior expressed by equation (4.13) the expansion 
on the boundary (4.12) becomes 


3/2 S (x) | | 2 
& (=e | +) a (4.14) 
Equating the largest terms in (4.14) as 6 — 0 shows that 
eg (4.15) 
and 
Se) Ei) Re. (4.16) 


Equation (4.16) is the conventional result for source strength in slender body 
theory, namely the source strength varies as the rate of change of the body 
cross-section area [4]. 

Thus the parameters for the first approximation are determined from 
equation (4.3), (4.7a), and (4.15) to be 


HIS SE 0, me (4.17a) 
and 
1— Mz, 
ne (4.17b) 


K is practically the similarity parameter introduced by KARMAN in [1]. 

To complete the specification of the problem for the first approximation 
the vorticity laws which depend on the entropy gradient must be considered. 
An estimate of the entropy changes can be obtained from the shock relations. 
It is sufficient for our purposes to consider the shock in the undisturbed stream. 
Similar results will hold in the general case. The expansion (4.1a) now reads 


je = 1 + 6? 4,(x, 7; K) + &(6) u(x, PK) 


at = 63 v,(x, 7; K) + v,(0) vx, 7; K) + -- | 


and using this in the expression (3.10) for the pressure ratio across the shock 
wave shows pu 


A ee ea: (4.19) 


OO 
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Similarly expansions for the wave angle and density ratio can be obtained 
from equations (3.9) and (3.11) respectively 


il (1) 
tant, a RER (4. 20a) 
Vy 


Consistent with (4.20a) the shock shape can be written 
PURE 0%, (4. 20b) 
the density ratio is 


seo 1 C2 ee (4.21) 


= 
& 


Superscript (1) means evaluation of the functions on the shock as given by 
(4.20b). Now 


, m, 
2 — = = 6? yan ee u eee | 

0 co » (4.22 
AU) | | 
eg 


That is, at the shock there is no entropy change of order ö?, and since the 
entropy is constant on streamlines in the flow downstream of the shock a 
relation similar to (4.22) can be assumed to hold everywhere in the field. If 
there is more than one shock including some in a non-uniform stream the order 
relation specified by (4.22) still holds. Hence, in the entire flow 


À 14 0(8%). (4.23) 


Using this result in the vorticity law (3.5), the flow can be seen to be irrotational 
in the first approximation 


U oy ~~ UL ox, 


_ Ja (1 Ge _ 1 dy 1 a 
U | CE =U or 


— (1+6u + +) [6% — 2, ) — +. 


1 os} ht sro 
er 5 Lo] 


so that 

We Oe (224) 
This completes the specification of the problem for My, v, and the first approxi- 
mation. 


To determine the further course of the expansion certain steps must be 
repeated for the next order terms. Returning to the modified continuity 
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equation the second order of terms in (4.5) might be 


1 = 
Vo (vs, Fe vs) = (y + 1) 6? 8; (uw), + 6% v, (43. SE v1) | 
(4.25) 


yates À 
+ 66 Hee u? u, a oe (y — 1) Uy (a, ale = vi) . 


Reasoning as before equations capable of satisfying the boundary condition 
at the body and infinity will be found if 
enor (4.26) 


The extension of the equation for M, + 1 follows automatically now by 
MS, = 1 — K 62. We have, as a possibility, 
52 ah 1 
eb 6? Km + va 0 (02. + > vs) = (y + 1) 02e, (m mM), + O(5%) . (4.27) 
The second relation between &, and », can be found from the expansion of 
the boundary condition on the boundary. To carry this out it is necessary to 
know the first few terms of the expansions for #,, v,. Introducing a potential 
gi(x, 7; K) to satisfy equation (4. 24) the equation (4.11) determines 9, 


xX 


1 Fi 
Pret ote = lt my, — Klp. (4.28) 


The beginning of the expansion of y, near 7 = 0 and near the body has already 
been determined in equation (4.13). The first two terms 


Pa = S1(x) log7 + gi(x) +. 


of the expansion are solutions to equation (4.28) with the right hand side equal 

to zero. S,(x) is known but g,(x) is an unknown function of x. The successive 

terms in the expansion can be obtained by iteration using the first terms in 

the right hand side. The result is the following asymptotic expansion near 

the axis. 

qu(x, 7: K) = Sı(x) log? + gy(x; K) + (7? log??) I ei Si) + O(7? log?) | 
} (4.29) 


S;(x) 
Va 


B67 AS) = + O(7 log?7) . | 


Now two possibilities with respect to equation (4.27) need to be investi- 
gated, & = 64 or 64= (es). In the latter case the terms O(6°) drop out of 
equation (4.27) to give 


Ku + Uap + Ye = (9 + 1) (ty Me (4.30) 
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Then, applying the same reasoning as before 
ee aa ee 0 (4.31) 


and », can be found from the expansion of the boundary condition (4.12): 


PE eo + 0(8° log?6)] | a | = | 


(4.32) 
= (1-42 6? Sj logé + ---) 6F’(x) . | 


The second order terms in this expansion are thus O(63 logo) and the boundary 
condition can be satisfied if 


Vo = 0° logo (4. 33a) 
and, from (4.26), 
& = Ot logo. (4.33b) 


This result is consistent with the assumption made that 64 = o(e,). If on the 
other hand the assumption is made that 


il = = 
& = 04, Ur log? as 7 +0 


instead of as shown in (4.31). This follows from the behavior as 7 > 0 of the 
terms of O(6%) in (4.27). No consistent expansion can be found this way so 
that the possibility & = 6* is ruled out. As the procedure continues the terms 
which were left out appear in the equation for (#3, vs). In fact S, can not be 
found until they are considered. 

The form of the expansion up to the second step is thus determined and 
the vorticity laws provide the second equation as before. The shock relations 
and the entropy jump across the shock must be considered first. A consistent 
way to treat the shock waves is by satisfying the shock conditions on the shock 
front 7 = o,(x) as found in the first approximation. In all transonic problems 
involving a shock wave the position of the shock cannot be fixed in advance 
and the determination of o,(x) is part of the solution of the first approximation. 
Some details will now be given. 

The wave angle equation (3.9) indicates 


il yu) 
ao are) + O(6 log ö) | (4.34) 


fand, > 


in view of the second terms in the expansion. This implies a shock shape of 
the form 


¥ = o1(x) + ö2logöoy,(a) + +... (4.35) 
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The velocity components behind the shock can be expanded as 


(1) 
Vx | 2 - 

= 1 + 6° (x, 0, + 67 logd a, + +++) + 641086 u, (x, Op ters) tee, 
gm R 

B = 1 + 6? u,(x, 01) + ötlogö [u,(x, 01) + © M (%, 01)] +++, (4.36a) 
gm 
IF = 09 (41, 01) + logö[u(x,0,) + 02 Vi (x, 1] +++. (4.36b) 


Now, the pressure and density relations (3.10) and (3.11) become to the second 
order 


pi R 
ae 1 — 6? y u,(%, 01) — log à y [ u(x, 04) + ©; ui, (x, 0)]+--., (4.37) 
Der = 1 + 6? u(x, 61) + 04 log [u(x, 01) + ©, U-(x, a)]+-- (4.38) 


Thus the entropy change across the shock is specified by 


RA) 
== 1 + 0(64 log6) . (4.39) 


Again, consideration of the vorticity law (3.5) shows that the flow is irrota- 


tional to the second order 
U. — Va, = OF (4.40) 


The formula for the shock polar to the second order can also be worked out. 
The procedure just outlined is thus complete and can be carried out to any 
order. The results about the entropy jump across shock waves which were 
used in this section were derived for points off the boundary. Similar reasoning 
can be applied to shocks on the boundary to show that the flow is effectively 


isentropic there. 


5. Summary of Equations Derived in the Expansion 


Continuing the procedure started in the previous section leads to the 


following expansion 


Ian _ yp: à 
ar = 1+ 070 (x, 7: K) + 64 log te (x, 7; K) | (5.1a) 
+ 54 x (x, 7; K) + O(6% log?s) , | 
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a = 0 Uy (ae Ÿ; K) + 6? log ö Ug eo 7: K) | (5.1b) 

+ 65 v, (x, 7; K) + O (67 log?) , | 

2 2 
Fax 8) 
Ku ++ = (y+1) M 4 , (5.2a) 
Dis VU, — 0, (5. 2b) 
2 1 
Ku, + Ve Tr Va (y + 1) (u Mo), » (5. 3a) 
Was — Va, =0, (5.3b) 
3 1 

RK LEE ua ate (y + 1) (m %s), | 
, ; (5.4a) 

+2 (1, + V1.) —2yK uy M4 ok ies ! Au Uy Uy, | 
Uz.— V3, = 0, (5.4b) 

Ca, 125.189) 

rin 1 + O(68 log? 5) . (33) 


That is, the flow is irrotational in the first three orders. Potentials 91, Pa, P 
can be introduced: ot 


K+ Ope t Pre (+ D, m, (5.6) 
Ko, + Papp + > Pas = (9 +1) (1, Pas, (5.7) 

K ps, + Pare + = Ps; = (y + 1) (Pi, Pade + 2 Pry Pr, > | 
= 27 Egg Gy FEZ NUD og goo | ad 


The boundary conditions on the body for these @’s are replaced by the 
re near the axis as carried out in equation (4.29). Further terms in 
e asymptotic expansions can be found as outlined in the previous section 
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and the results are 


PR 73 K) = Sy(x) log? + g(x; K) + Flog’?) (24 si sr) |] 
TA NOT a 
OPA ee 2 4-1); s¥— KS | 
72 3 ‘els CH / \r r 
+7 [z Ut SN-O+D (Sie +K SE | 69 


+ (vy +1) (ga) — ef K] + O(log?) 


as 7 >0 near the body 0<x<1, 


qalx, 7; K) = S,(x) log? + (8; K) + VE (Si Si)’ 72 10g27 + O(F? log?) , 
(5.10) 
pa(x, 7; K) = S, Si log?r + O(log?) (Sr) 
where the source strengths S,, S, are known from the body shape 
SFr >= FH PIE), (5.12a) 
Sz(x) = —2 5,5) = —2. FF'(FF’)’ (5.12b) 


and the gj, g, are unknown functions. In general, to find g,, g, the differential 
equations must be solved and as will be seen in more detail later these functions 
are important for the pressure distribution. It is to be noted that in the expan- 
sion on the boundary the largest terms due to y, and , are of the same order. 
However it can be shown that the largest term due to w,, v, in the expansion on 
the boundary is of higher order than those due to @,, y, so that the expansion 
can be broken off. 

The differential equation (5.6) for y, is the classical transonic equation. It 
is non-linear and of changing type. The equation for y, is however linear with 
variable coefficients depending on y.. The equation for y, and all the succeeding 
equations are also linear with variable coefficients and they may have various 
known forcing terms on the right hand side. 


6. Surface Pressures, Drag and Similarity 
The calculation of surface pressures depends on the velocity components 
on the boundary 7 = ö?F. Using the expansions (5.9), (5.10), and (5.11), 


together with the expressions for the source strengths (5.12) an expansion for 
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the velocity components on the boundary can be written 


gu, OF) _ 1 4 621086 (2 Si) + 62 (Si logF + gi) + O(ö*log?6), (6.la) 


U 
nn dF’ + 0(83 log 6) (6.1b) 
Next, the relation 
en 62 6.2 
nel nee) (6.2) 
which holds throughout is solved for P/P%: 
URE as > view) 5 6.3 
5 es M2,) [1 + 0(62)]. (6.3) 


An expansion of a?/U? on the boundary can be found from the invariant (3.4) 
by using (6.1): 


2 / 
4 = 1 8% logô[2 (y — 1) Si] | 
(6.4) 
/ i 2 S 
Oa <0 5 logF + gi + re) + 0(64 log?6) . | 
Thus, on the boundary 
P à 2 Cf ls. fae cl Si | 
By = 1— Glogs (2y Si) — 6? y(Si logF + gi 4 rhe | O(ö410g26) (6.5) 
and 
ner 
Ge == = = _ = —6? log6 (4 S') | 
spat ae ae (6.6) 
LA ! SE 
— 622 (5 logF + gl + si) + 0(54 log?6) . 


Equation (6.6) expresses the pressure on the body in terms of the body 
shape function F(x), a source strength S, = FF’, and an unknown function 
g1(x). g1(x) has to be found from the solution of a boundary value problem for 
1. Thus g, depends on K, g, = g,(x; K). The dominant term O(62 log) in 
(6.6) is part of the contribution of the sources along the axis (the other part is 
6? S; logF). A corresponding term due to sources exists in linearized supersonic 
theory where the expansion starts ([4], p. 89) 


Cp = — 0? log 6 (2 S;) + O(62) (linearized subsonic or supersonic). (6.7) 


Thus, the sources contribute a dominant term in transonic flow which is twice 
as large as that in supersonic or subsonic flow. From a practical point of view, 
however, the term O(?) is appreciable in comparison with the first term. 
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The term g,(x; K) represents the effect of the non-linear interaction be- 
tween sources and is the essential transonic part of the problem. The result is 
emphasized by a first-order similarity rule for the pressure coefficient. Define 


a quantity Cp by 
St 


Cp= Seer ee S; log (02 Py + pe = —2 g(x; K) + O(6? log?6). (6.8) 
The first order similarity rule is 
Cp=Cp(x;K) with an error 0O(6?log?6) . (6.9) 


The rule states that for bodies with similar shapes, the effect of the sources 
can be subtracted out so that there is a transonic similarity for the non-linear 
interaction effects. The rule in a form equivalent to (6.8) was given by OswA- 
TITSCH and BERNDT [5]. An equivalent form of the rule can be written as 
7 (© Ii 7 9 
C= Sa + 4S, logö = f,(x; K) + O(6? log?6) . (6.10) 
Corresponding to the similarity law for Cp given by equation (6.9) a simi- 
larity law for the drag coefficient can be given. Defining 


226? f 
Cys ae / C,FF' dx (6.11) 
M & 
where 
| . Oe 
A, = dimensionless maximum cross-sectional area = = 


it is found that for a body with a pointed nose and blunt base 


1 
Cy= ey + 8 F?(1) F’2(1) log[6? F(1)] = -16 [ FF’ g, dx = f,(K) + O(6? log? 6) 
0 


(6.12a) 


OT 


1 
Eye EFF art (6.12b) 


0 


The pressure on the base has arbitrarily been put equal to P,, in this derivation. 


7. Drag of Bodies of Nearly Circular Cross-Section 


The calculation of drag may be carried out in an analogous manner for a 
body whose cross-section is not quite circular. The surface of such a body will 
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be represented by 
S(x, 7, 0) = 0 = » — 6F(x) V1 + TG(x, 6) (7.1) 


where t <1 and 6 is again the thickness ratio of the body of revolution 
y = ÔF(x). If G(x, 0) is chosen so that 


25 


[ G(x, 0) 40 =0 (7.2) 


then the distribution of cross-sectional area is the same as for the body of 
revolution. In particular, the maximum cross-section area Ay = x 0?/4, and 
this relation might be used as the definition of 6. The parameter r is considered 
to be independent of 6, and no assumption is made concerning the relative 
magnitudes of the two quantities. 

Since it has been shown that the flow over a body of revolution is approxi- 
mately irrotational [equation (5.5)], it would be expected that the initial 
terms of the velocity expansions for the present case may also be represented 
by means of potential functions. A new radial coordinate 7* = 7/0 is introduced, 
and the following form of expansion is assumed: 


PEL 6 Moor DD + 88 yy (x, 75K) + 041080 gy (x, 73K) + +> 


aS tg Mt, Ol OR (X,7* VEUX) (7.3) 


. 
ne 


+ fle (t, 0) pe (x, r*, 0; K) + 


where the functions @,(x, 7; K) are the solutions, assumed known, for t = 0. 
The boundary condition at the surface is obtained from equation (3.13a) if 


F(x, 6) is replaced by F(x s) V1 - + G(x, 6). 0). Substituting the expansion (7.3), 


63 ft 6°FV1+4 7G) + 65 log ö pa. (x, ®FV1+76G) rons | 
+ ot. (= FV1 +76, 0) + 4 of (x, FV1 +76, 0) + 


0 [FP + zer G),| 


FY1+7tG 


[1+ dq, (x, OFVI4+7G) +--+ a, ot (x, FV1 + TG, 0)+ 


t Gg 


rh 26F (1+ 7G)3R In vt, (x, FV1476, 0) + vee]. 
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Replacing the functions ,(x,7) by their known expansions near the axis, and 
performing Taylor expansions about »* = F 


I 


= (1 - = ir. = tT? G2+ +) + Slog 1° (1 - 0 +) see 
u fa lot, Pies ES ok (x F, 6) + | a 2. Los. (x, F, 6) +] 
a [FF + (rt G),] (1-3 rE + 5 2024 ) [ (7.5) 
x (1+ 02logô2S; +...) 
ren: | 


Terms independent of t cancel because of the definition of ,(x, 7). The largest 
remaining terms determine yw, and the boundary condition for p*(x, r*, 6): 


hard, (7.6a) 
of. (x, F, 0) = a= (F2). (7.6b) 


The expansion has been chosen so that boundary conditions are applied 
on the mean surface F. Now, depending on the magnitude of +, u, will be either 
t 64 log 6 or +? 02. In the discussion of equation (7.16) it will be pointed out that 
terms linear in t cannot contribute to the drag, so we will take 


My = 1? 8, (7. 7a) 
G JEG: G = 
gt (x, F, 0) = — 2 (F*G), — pt (x F 8) + Fh oh le F, 8) (7.76) 


without necessarily requiring that O(r 64 log 0) < O(r? 6). 
The differential equation to be satisfied is essentially the same as equa- 
tion (4.4): 


[it K +... -(y-1) 8g +—(y—1)T0pf +] | 
x [Ken + (Pipe to Py) tT KOO, 
+2 (9h + Ge Ot gar pi) +] (7.8) 
= [A+ mt ++) 
+ (git +789.) * fe 1 a Bent) 25] 
(02 Ge tak ro) | 
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The equations for p*(x, r*, 0) are obtained by requiring that (7. 8) be satisfied 
to every order of magnitude in the neighborhood of the body. It can be seen 
that the choice of y, and u, is not influenced by the differential equation, and 
that m* and p% must satisfy 

ee ee. (7.9) 


PT 
Expanding G(x, 0) in a Fourier series, 


= Ay G(x) e*® (7.10) 


n= —CO 


where G(x) = 0 and G_,(x) = complex conjugate of G,(x). Substitution of 
this expression in the boundary condition (7.6b) allows solution for *(x,r7*, 6). 


PRO say) (FPG ee | 
; Wiad om (7.11) 
gt (x, r*, 0) = — a v2) Tapper (HEC Neer ae, | 
The boundary condition (7.7b) becomes 
m 
ot, (x, F, 0) = el, Su er Sr EG) ce) 
a - ind . GER, 
‚Zr ith DRM "a 
and the solution for p&(x, r*, 0) is 
. de 1 Heil. 
Bo De to (7.12) 
where C;(x) is defined by 
D: C,(a) eike 
k=—oo 
= > (6, | m| ( DEC) 1 pi(n+m) ae in a (F2G,, le on 


with Co(x) taken equal to zero so that the solution dies out as r* 100! 
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The pressure is obtained by expanding equation (6.3), with the use of the 
invariant (3.4). At the body surface the result is 


Cp = —2[02 g(x, bh FYl+rG)+... +762 gt (x FV1+rG,0) 


+ 7262 PE. (x, F Vice 0) a: +] | 
— [8° 9,.(%, GFV1+7G)+...+r0p}, (x, File Te 6) Dt (7.13) 


+ 7202 oF (x,FV147G, 0) +---}? 


Doris 
= Sepa peop [ott (s FVT EEG 0) 4p + 


1, 1s obtained by differentiating (5.9), and the terms representing the radial 
velocity component are replaced by the right-hand side of the boundary 


condition, in the form given by equation (7.5). After all terms have been 
expanded in Taylor series about »* = F, 
Benni GC. cr Bee 
Fa a ( ı [log ae ie & + 
il 
+ + [et (%F,0)+ZTFGpr , (x, F, 6) + 
+72 82[p£ (x, F, 6) ++] + =) 
ù L 1 2 ER +2 (C2 
- (5 [FF + T(F 6),] [1 ST EGHS TG. 
x [1 + 67 logd 2S, + ---] 


2 | 
tox Gh lt [eg +) 


| 
= (7.14) 
| 


1 
x [1+-.][r +). 


A considerable simplification occurs in the expression for drag. The drag 
coefficient is defined by a generalization of equation (6.11): 


1 27 
+ he ae 0 EEE: 
Cy = gr [ar [ Cp OF V1+76 (SF V1 +76) 40, 
Née) (7.15) 


1 27 
4 ee 
= + fax fc [FF + Zr (F G),| 40. 
0 0 
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Substituting for a and combining terms when possible, 


— 


CC: IL CT (F? 6), 


1 Zn 


sis | dx [(F° (F2G), + F'F’F2G+2FF' px (x, F, 6)] 40 
IT : 
0 


& nier we ! AUDE) Ce 
2 zn > EF 3.F° + REN) Br 


Se a ares Mere 

- 4 FF’ @- (F0), g# (x F, 8) 

— F?F'G ot (x F, 0) — 2FF’ gf (x, F, 6) 
Fo Cie AC VU Dee Ga 0)] «0 

FS Gy ot SE, = vx | 


where Cp, and Cp, are the results obtained for the body of revolution 7 = 6F (x). 

It can now be argued that all terms linear in +, including those neglected 
above which are of order t 64 logé and smaller, will drop out upon integration 
over 6. A more elaborate discussion is possible, but it seems sufficient to note 
that throughout the preceding development the Fourier expansions of terms 
linear in t never contain a term which is independent of 6. It follows that there 
is no term in Cp which is linear in t, and no generality has been lost by taking 
fs = 7? 02 in equation (7. 7a). 

The last integral can be simplified by using relations of the form 


Joan 36, G_, 


Nn=-—-& 


Each integral of a double sum may therefore be replaced by a single summation 
to be integrated over x. After rearranging terms, it is found that the remaining 
integration can be carried out explicitly to give 


n= —00 


Gris 27807 3) | 
N Geeky 
Liny m REN FPG, BF'G_,+2FG,)| + ofc 6%) | 


where it has been assumed that the body has a pointed nose. It can be seen 
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that the summation reduces to zero in three cases. For a body with a pointed 
base, F(1) = 0 and consequently all terms in the sum disappear. If instead the 
base is blunt, but the rate of change of shape with x is zero, then 


F°() = G,(1,:6) = 0, 
and the sum again vanishes. Lastly, the sum can be zero if 
GM) = 0; 


1. e., if the base is blunt and circular and if the derivative of the shape pertur- 
bation G(x, 6) is zero at the base. 

For the three types of bodies described, therefore, the change in drag due 
to small deviations from a circular cross-section is of smaller order than +? 62: 


Cy = Cp, + o(r? 6%) (7.18) 


where 6 represents the order of magnitude of the body thickness ratio, and + 
the order of the perturbations in cross-section shape. This statement is actually 
a type of ‘area rule’, since the non-circular body is compared to a body of 
revolution having everywhere the same cross-sectional area. 

It is felt however that the analysis is not sufficiently general to allow 
application of the results to wing-body combinations. A separate expansion 
procedure is probably needed to give a good representation of a wing. 
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Zusammenfassung 


Die schallnahe Näherungslösung für die Umströmung eines schlanken Dreh- 
körpers wird mit Hilfe einer mathematischen Entwicklung beschrieben. Die 
Entwicklung wird durch eine abnehmende Folge von Funktionen des Dicken- 
verhältnisses dargestellt, und ein Ähnlichkeitsparameter, der Machsche Zahl und 
Dickenverhältnis enthält, wird eingeführt. Die ersten Glieder der Entwicklung 
der Geschwindigkeiten nahe der Achse werden erhalten, und die Ähnlichkeits- 
sätze für Druckkoeffizient und Widerstandsbeiwert eines nichtangestellten Kör- 
pers werden abgeleitet. Mit Hilfe einer anderen Entwicklung wird eine angenä- 
herte «area rule» (Flächenregel) für einen Körper, dessen Querschnittsfläche 
nicht kreisförmig ist, erhalten. 


(Received: June 25, 1956.) 
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Herstellung von Zufallszahlen auf Rechenautomaten 


Zusammenfassender Bericht 


Von SEBASTIAN VON HOERNER, Göttingen!) 


Zusammenfassung 


Zur Durchführung von Monte-Carlo-Methoden auf schnellen Maschinen ist 
die laufende Erzeugung langer Folgen von Zufallszahlen während der Rech- 
nung nötig. Es kommen rechnerische und physikalische Herstellung in Frage. 


I. Rechnerische Herstellung. Einige vorhandene Methoden der Herstellung 
werden diskutiert. Die Begriffe: Durchmischung, feste Zyklen, stabile Zyklen 
und Degeneration werden definiert und untersucht. 

Es wird eine neue Methode (Quadrieren und Ergänzen) vorgeschlagen, die 
stabile Zyklen und Degeneration vermeidet und bei der die (stets unvermeid- 
lichen) festen Zyklen der Theorie folgen. Sie kann auch bei Maschinen geringer 
Stellenzahl allen praktischen Anforderungen genügen. Ein ausführlicher Test 
soll in Kürze folgen. 


IT. Physikalische Herstellung. Als Beispiel wird die Abzählung von Gamma- 
Quanten diskutiert. Jeder Zählrohrimpuls lässt einen Flipflop kippen, dessen 
Stellung als Zufallsduale über ein Gate abgefragt wird. — Zur Herstellung einer 
Folge von 10% Zufallsdualen genügen im Mittel 5 Teilchen/Abfrage. 

Der Einfluss der Länge « der Abfrageimpulse und der Kippdauer y des 
Flipflop wird abgeschätzt. Um eine brauchbare Folge von rund 106 Zufalls- 
dualen mit einer Geschwindigkeit von 800 Dualen/s erzeugen zu können, muss 
Oa aps US sein, 


Eine einfache Versuchsanordnung bestätigte die Erwartungen und könnte 
den Anforderungen der G2 genügen. 


Einleitung 


1. Unter der Bezeichnung «Monte-Carlo-Methode» werden seit einigen 
Jahren eine Reihe verschiedener Verfahren zusammengefasst, die in vielen 
Fällen eine näherungsweise Behandlung sonst schwer zugänglicher Differen- 
tialgleichungen und Integro-Differentialgleichungen erlauben: Das mathema- 
tische Problem wird auf einen Zufallsprozess abgebildet und dieser mit Hilfe 


1) Max-Planck-Institut für Physik. 
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von Zufallszahlen (in Art eines Würfelspieles) durchgeführt. Zur Einführung 
empfehlen wir die zusammenfassenden Arbeiten [1] und 1212) 

Die benötigten Zufallszahlen kann man durch Würfeln erhalten oder vor- 
handenen Tabellen («random numbers») entnehmen [3]. — Diese Möglichkeiten 
entfallen jedoch, wenn auf schnellen Maschinen gerechnet werden soll. Die Ein- 
gabe vieler Zufallszahlen würde meist weit länger dauern als die eigentliche 
Rechnung. Es ist also nötig, die Zahlen durch die Maschine selbst während der 
Rechnung herstellen zu lassen. — Ganz allgemein bieten sich hierzu zwei Mög- 
lichkeiten an: rechnerische und physikalische Herstellung. 


2. Zur rechnerischen Herstellung müssen wir zunächst den Begriff der « Zu- 
fallszahl» näher betrachten. Denn jede Rechenvorschrift liefert festgelegte, 
determinierte Zahlenfolgen und nicht zufällige. Für die praktische Benutzung 
jedoch ist es ganz gleichgültig, ob diese Zahlen auf determinierte Weise ent- 
standen sind oder nicht. Wichtig ist nur, dass sie statistisch die gleichen Ergeb- 
nisse liefern wie ideale Zufallszahlen. Und da dieseVerwendbarkeit sich testen 
lässt, so wollen wir einfach sagen: eine Folge von Zahlen nennen wir dann 
brauchbare Zufallszahlen, wenn sie eine Reihe bestimmter Tests erfüllt. Das 
bedeutet so etwa, dass die Folge keine groben Gesetzmässigkeiten erkennen 
lassen darf. Die Determiniertheit ihrer Herstellung darf man ihr nicht «an- 
sehen » können. 

Wir werden zeigen, dass man in der Praxis keine beliebig langen Folgen 
herstellen kann. Die sich notwendig einstellenden Zyklen können jedoch so 
gross gemacht werden, dass sie die Anwendung noch nicht stören. 


3. Als Physikalische Herstellung werden wir in Abschnitt II die Abzählung 
physikalischer Elementarprozesse benutzen. Wegen deren statistischer Natur 
sieht dies zunächst unproblematischer aus; es zeigt sich aber, dass man auch 
hierbei keine idealen Zufallsfolgen erhalten kann. Man kann jedoch Bedin- 
gungen angeben, unter denen die Folgen genügend gut sind. 

Der Vorteil der physikalischen Herstellung liegt erstens in der grösseren 
Geschwindigkeit: die Herstellung einer Zufallszahl ist nur ein Maschinenbefehl, 
während für die rechnerische Herstellung je nach Verfahren 10-20 Befehle 
nötig sind. Und zweitens ist die Problematik der so erzeugten Zahlen zweifellos 
geringer und besser zu überblicken als bei rechnerischer Herstellung. Dagegen 
hat die rechnerische Herstellung den Vorteil, keine zusätzliche Apparatur zu 
benötigen. Und zweitens liefert sie reproduzierbare Folgen, was für die Fehler- 
suche und die Möglichkeit der Wiederholung ganz wesentlich ist (vgl. NEU- 


MANN [1)). 
4. Weiterhin ist zu überlegen, ob man getestete Folgen benutzen will oder 
nicht. Wir wollen hierunter Folgen verstehen, die auf Grund bestimmter Tests 


2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 52. 
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aus einer grösseren Anzahl von Folgen ausgewählt worden sind, während der 
Rest verworfen wurde. 

Bei ungetesteten Folgen ist das Ergebnis einer Rechnung in vollem Umfang 
dem Zufall ausgesetzt. Man erhält eine «natürliche Streuung», die im allge- 
meinen ebenso gross sein wird wie bei Ausführung des entsprechenden Expe- 
rimentes (zum Beispiel Messung einer Diffusionskonstanten durch Abzählung 
von Teilchen). 

Die Benutzung getesteter Folgen dagegen kann die Streuung je nach Zu- 
sammenpassen von Tests und Anwendung unter Umständen stark reduzieren. 
Andererseits ist zu bedenken, dass der Erwartungswert E einer Funktion f 
einer Zufallsvariablen x nicht gleich der Funktion des Erwartungswertes von 
x ist, sondern angenähert: 


zero} = HER +) 


Kommen in der Rechnung nichtlineare Funktionen der Zufallszahlen vor, so 
wird eine reduzierte Streuung o im allgemeinen das Ergebnis verfälschen. 


5. Schliesslich ist noch zu fragen, wie der Test einer Methode durchzuführen 
ist. Die meisten in der Literatur vorhandenen Beispiele gehen dabei so vor: die 
zu testende Methode wird so angewandt, dass sie bei einer längeren Folge von 
Zahlen noch keine Fehler zeigen sollte. Und dies wird durch eine Reihe spe- 
zieller Tests ( (Häufigkeiten von Ziffern, Ziffernkombinationen, Lücken zwi- 
schen Ziffern usw.) geprüft. Mit Hilfe der y?-Methode entscheidet man dann, 
ob die Hypothese « Zufallszahl» anzunehmen oder zu verwerfen ist. 

Eine andere Möglichkeit ist folgende. Die Methode wird so angewandt, dass 
sie bei einer nicht zu langen Folge bereits ihre Fehler zeigt. Ausserdem wird 
die Art und Grösse der Fehler theoretisch abgeschätzt. Der Vergleich zwischen 
Theorie und Beobachtung zeigt dann, ob die Fehler der Methode durch die 
Theorie richtig erfasst worden sind. Ist das der Fall, so lassen sich die Bedin- 
gungen angeben, unter denen die Methode brauchbare Ergebnisse liefern wird. 

Zweifellos wird die erste Art der Prüfung stets angewandt werden müssen. — 
Wir möchten aber hiermit einigen Nachdruck auf die zweite Art der Prüfung 
legen. Wir meinen, dass die direkte Berechnung und Messung von Fehlern 
mehr Vertrauen gibt als die blosse Feststellung, dass die Fehler bei einer 
Beobachtung «unter der Messgenauigkeit » gelegen haben. 


I. Rechnerische Herstellung 
A. Vorbemerkung 


IR Zunächst könnte man daran denken, zum Beispiel die Folge der Dezimal- 
ziffern einer transzendenten Zahl als Zufallsfolge zu benutzen. Bei dieser und 
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allen ähnlichen Methoden ist jedoch klar, dass mit vernünftigem Rechenauf- 
wand sich keine längeren Folgen herstellen lassen. 

Deshalb wird man praktisch wohl ganz allgemein so vorgehen müssen, dass 
man durch Anwendung einer speziellen (kurzen) Rechenoperation R auf die 
letzten u Zufallszahlen die nächste Zufallszahl erhält. Zur Verminderung des 
Aufwandes sollte u klein sein, als einfachsten Fall wird man, falls möglich, 
u = 1 wählen: 

= B(3)- (1) 


2. Dabei wird es (je nach der Wahl von R) oft so sein, dass eine bestimmte 
Ziffer (Nummer k) von x;,, nur von einem Teil (Anzahl d) der Ziffern von x, 
abhängt, 


Kirl,k = R'(x;, ’ Nir 4 AMOR ed) , (2) 


wahrend die übrigen Ziffern von x; zur betrachteten Ziffer von x;,, keinen 
Beitrag liefern. Wir wollen d den Grad der Durchmischung nennen, der im all- 
gemeinen von k abhängen wird: d(k), und der höchstens gleich der Anzahl s der 
benutzten Ziffern sein kann: d Ss. 

Je kleiner die Durchmischung ist, um so eher wird man der Folge x; grobe 
Gesetzmässigkeiten ansehen können. Ein Beispiel liefert Abschnitt C. 


3. Wir wollen nun der Reihe nach einige Möglichkeiten für die Wahl von R 
durchgehen. Eine der einfachsten Operationen wäre die Addition einer festen 
oder laufenden Zahl. Dabei ist aber die Durchmischung sehr klein, zum Beispiel 
für die letzte Ziffer, k = 1, ist d(1)=1, und im Mittel ist (wegen Übertragung 
aus den rückwärtigen Ziffern) etwa d = 1,5. Die Addition entfällt also wegen 
zu geringer Durchmischung. 


4, Als nächste Möglichkeit könnte man an die Multiplikation mit einer 
festen Zahl denken, unter Weiterbenutzung nur der letzten s Ziffern. Dies 
führt zu den Methoden von Topp, MosHMAN und JUNCOSA von Abschnitt C. 

Beginnen wir die Zählung von k mit der letzten Stelle, so ist hierbei 
d(k) = k. Die Durchmischung ist also gut bis auf eine Anzahl der letzten 
Ziffern. 


5. Bei der Multiplikation zweier gleichlanger Zahlen können wir eine noch 
höhere Durchmischung erreichen, wenn wir nicht die letzten s Ziffern benutzen, 
sondern die mittleren s Ziffern. Dann ist 


Ss — 35 
7 (Sess und ¢@=—-. (3) 


Das einfachste Beispiel hierfür ist das « Quadrieren und Abschneiden» nach 
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von NEUMANN (Abschnitt D). Dies hat jedoch den Nachteil, dass die Folgen 
«degenerieren» können, das heisst in eine Folge von Nullen ausarten. 


6. Eine Methode, welche dies vermeidet, wird in Abschnitt E vorgeschlagen 
und diskutiert. 


B. Allgemeine Fehlerquellen 
a) Feste Zyklen 


1. Da jede Maschine nur mit einer endlichen Stellenzahl s rechnet, muss 
jede Rechenvorschrift der Art von (1) notwendig zu Zyklen führen — ganz 
gleich, welche spezielle Form man für (1) wählt. Denn bei s Ziffern ist der 
Wertevorrat N (Anzahl der überhaupt möglichen Zahlen): 


N =10° dezimal bzw N =2” dual” (4) 


Nach spätestens N Zahlen muss ich somit eine Zahl erhalten, die schon einmal 
da war. Dann müssen aber wegen der Eindeutigkeit von (1) sich auch die 
folgenden Zahlen alle gleichen; ich erhalte somit einen Zyklus der Länge 
P <N. Diese (allein durch die endliche Stellenzahl s der Maschine bedingten) 
Zyklen wollen wir feste Zyklen nennen. 


2. Im folgenden setzen wir eine Rechenvorschrift (1) voraus, die ausser 
diesen unvermeidlichen festen Zyklen sonst keinerlei Gesetzmässigkeiten er- 
kennen lässt. (Zum Beispiel könnte für jede der N Zahlen x; ein Nachfolger 
x; 1 durch Würfeln festgelegt worden sein.) Dies wollen wir eine ideale Methode 
nennen. 

Als erstes stellen wir die Frage: wie gross ist (bei einer idealen Methode) 
die Wahrscheinlichkeit /(n), dass man (von einer beliebigen Zahl ausgehend) 
genau n Zahlen erzeugt, bevor man erstmalig zu einer Zahl kommt, die schon 
einmal da war? Denn nur diese Folge von n Zahlen wäre als Zufallsfolge 
brauchbar. — Diese Wahrscheinlichkeit /(7) ist das Produkt der Wahrschein- 
lichkeiten dafür, dass ich die n ersten Zahlen ohne Wiederholung erhalte, und 
dafür, dass die Zahl Nummer n + 1 eine schon vorhandene ist: 


fo) (a) (mer) ex (Léa) nes 5 


Indem wir (5) logarithmieren, unter der Voraussetzung N >n entwickeln 
und nach Potenzen von 1/N sortieren, erhalten wir 


fin) = Ze" DEN (43 <6 N°). (6) 
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Setzen wir noch ) N > 1 voraus, so liefert die Verteilung (6): 


: Fe 
Maximum = »,=\N, 


NSN. 


| 
Gee 

— (7) 
| 


ie 
| T 
2 


Mittelwert = m = | 


/ 


Streuung = o = | (2 


= ; 
=| N=0,655VN. 


mittlere Periodenlänge = P = —. 


Die Formeln (6) und (7) können wir benutzen, um eine gegebene Rechenvor- 
schrift (1) darauf zu prüfen, wie gut sie in bezug auf die festen Zyklen einer 
idealen Methode entspricht. Man nimmt mit kleiner Stellenzahl s alle N mög- 
lichen Zahlen als Ausgang einer Folge und notiert jeweils die Anzahl # der 
ohne Wiederholung erzeugten Zahlen. Abschnitt E zeigt ein Beispiel. 


3. Weiterhin fragen wir nach der Wahrscheinlichkeit F(n) dafür, dass wir 
uns bei einer Folge von n Zahlen bereits in einem Zyklus befinden: 


F(n) = (im) dn= 2 (EK). (3) 


Formel (8) benutzen wir, um zu entscheiden, wieviel Zahlen wir mit einer 
gegebenen Maschine (bei idealer Methode) erzeugen können, ohne mit Zyklen 
rechnen zu müssen. Dabei muss für F eine geeignete Sicherheitsgrenze will- 
kürlich festgelegt werden: wir halten F = 10-3 für ausreichend (jede tausendste 
Rechnung könnte Fehler durch Zyklen aufweisen). 

Hat zum Beispiel eine Maschine nur sechs Dezimalen, so erhalten wir mit 


| ir = 10 * aus (8) 


n= V 2000 ~ 45 


als Grenze für die Länge brauchbarer Folgen. Das heisst aber, dass Maschinen 
geringer Stellenzahl zur Herstellung von Zufallszahlen nicht geeignet sind. — 
Eine Möglichkeit der Verbesserung besteht in der Benutzung nicht nur der 
letzten Zahl zur Erzeugung der nächsten, also zum Beispiel u =2 oder 3 


(siehe Abschnitt E unter f). 
Als weiteres Beispiel diene die Göttinger Maschine G2. Mit rund 30 Be- 


fehlen /s, einem Programm von 10 h und rund 20 Befehlen für Herstellung und 
Verarbeitung einer Zufallszahl würde eine Folge von n = 5 : 10* Zufallszahlen 
benötigt. Mit s = 15 Dezimalen ist dann 


F=10-°, 


was eine völlig ausreichende Sicherheit bedeutet. 
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b) Nicht herstellbare Zahlen 


Bei einer idealen Rechenvorschrift ist nicht jede Zahl aus einer anderen 
herstellbar. Veranschaulichen wir wieder die ideale Methode durch Auswürfeln 
eines Nachfolgers für jede der N Zahlen, so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, 
dass eine herausgegriffene Zahl nicht als Nachfolger einer der N Zahlen ge- 


würfelt worden ist: er 
i —1 
(1 — +) wert. (9) 
Für die mittlere Anzahl w der nicht herstellbaren Zahlen ergab eine längere 


Rechnung a 
z u = 0,413 N + 0,338 N. (10) 


Die knappe Hälfte aller Zahlen sind also nicht herstellbar. Der ganzen Zahl 
darf man bei der Verwendung somit nie eine spezielle Bedeutung zulegen, 
sondern stets nur einer kleineren Anzahl von Ziffern. Im übrigen kann auch 
(10) bei kleiner Stellenzahl zum Testen einer Methode benutzt werden. 


c) Stabile Zyklen 


Auch bei beliebig grosser Stellenzahl der Maschine ist das Auftreten von 
Zyklen prinzipiell möglich. Zum Beispiel ergibt jede Zahl x, die der Gleichung 


Rai (11) 


genügt, einen Zyklus der Periodenlänge P = 1. 
Wir stellen nun die Frage: Kann ein solcher Zyklus «sich einspielen »? Wir 
beginnen eine Folge in der Nähe eines Zyklus 


R(x + &) =%+e (&<1). 


Ist nun e, kleiner als e,, so wollen wir die Lösung von (11) einen stabilen Zyklus 
nennen. In gleicher Weise definiert 


Map % (12) 
einen Zyklus der Länge P, der dann stabil ist, wenn aus der Form von R 
folgt, dass 

Sy pin (13) 


ist. Im allgemeinen wird dies nur dann der Fall sein, wenn wir uns schon 
genügend nahe an dem Zyklus befinden: 


ê; = Em: (14) 


Diese obere Grenze &,, wollen wir den Stabilitätsbereich des Zyklus nennen. 
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Bei einer idealen Methode sollte es keine stabilen Zyklen geben. Brauchbar 
ist eine Methode nur dann, wenn die Summe ihrer Stabilitätsbereiche hin- 
reichend klein ist. 


d) Degeneration 


Unter Degeneration wollen wir, in Übereinstimmung mit [1], den Fall ver- 
stehen, dass in bestimmten Positionen einer Zahlenfolge sich die Ziffern repro- 
duzieren, während der Rest weiter variiert. Ein bekanntes Beispiel liefert die 
v. Neumannsche Methode, wenn die zweite Hälfte einer Zahl aus Nullen 
besteht. Der Grund hierfür ist, dass die Null bei der Multiplikation eine aus- 
gezeichnete Rolle spielt. Das Produkt ist unabhängig vom zweiten Faktor, die 
Durchmischung ist reduziert. 


C. Multiplikation mit fester Zahl 


1. Die Herstellung der nächsten Zufallszahl aus der vorherigen durch Mul- 
tiplikation mit einer festen Zahl A, unter Benutzung der jeweils letzten s 
Ziffern des Produktes, schreiben wir 
x = K(x) = À x, (mod 10°). (15) 
Der von der Position k abhängige Grad der Durchmischung wurde in A 4. mit 
d(k) =k angegeben. Dies hat zur Folge, dass die Periodenlänge der festen 
Zyklen von k abhängt. 

Betrachten wir zunächst die letzte Ziffer (k = 1) von x,,,. Sie steht allein 
unter dem Einfluss der letzten Ziffer von x; und der (festen) letzten Ziffer von A. 
Wir können sie somit unabhängig von den anderen Ziffern betrachten. Ihr 
Wertevorrat ist N = 10, wir müssen also feste Zyklen erhalten mit P, < 10. 
In gleicher Weise kann man dann zeigen, dass die Ziffern der Position k 


periodisch sein müssen mit 
a al (16) 


Dies gilt für beliebige, aber feste Zahlen A. Stabile Zyklen können mit A > 1 
nicht auftreten, da &,,, = A g, ist. 


2. Will man die Länge der Zyklen direkt wissen an Stelle der Unglei- 
chung (16), so muss A in spezieller Weise gewählt werden. Dies führt zu den 
Methoden [4] von J. MosHMAN und M.L. Juncosa für dezimale Maschinen 
und von O. Taussxky für duale Maschinen. Ausführliche Tests ergaben eine gute 
Brauchbarkeit der vorderen Ziffern, während die (sechs) letzten Dezimalen 
wegen zu geringer Periodenlänge entfielen. Betreffs Einzelheiten verweisen Wir 


auf die Originalarbeit. 


ZAMP VIII/3 
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3. Vielleicht sollten zwei Dinge noch untersucht werden. 

a) Angenommen, die Maschine macht einen Rechenfehler. Was geschieht 
von da ab? 

b) Es sollten auch Ziffernkombinationen getestet werden («serial tests»). 
In [1] berichtet FORSYTHE, dass eine der v. Neumannschen verwandte Methode 
wegen dieses Testes verworfen werden musste, obwohl alle anderen Tests gute 
Resultate gaben. 

Im übrigen soll nochmals darauf hingewiesen werden, dass die von MosH- 
MAN angegebenen Periodenlängen sich nur auf die vorderste Ziffer beziehen. 
Für die folgenden Ziffern ist in seinen Formeln der Wert von s um je 1 pro 
Stelle zu erniedrigen. 


D. Quadrieren und Abschneiden (v. NEUMANN{1]) 
a) Methode 


Die letzte s-ziffrige Zahl wird quadriert, und die mittleren s Ziffern des 
Produktes werden als neue Zahl benutzt. Ist zum Beispiel s — 4 und die letzte 
Zahl x, = 2573, so ist x? = 6617756 und %;.4 = 6177. 

b) Stabile Zyklen und Degeneration 


1. Wir nehmen an, es gäbe einen Zyklus der Länge P nach (12). Stabil 
kann er nur sein, wenn (13) erfüllt ist. Durch P-malige Anwendung unserer 
Operation R lautet (13) bis auf Glieder höherer Ordnung jetzt: 


TE TES tiled eo u (17) 


Dies Produkt der P Faktoren kann aber nur dann < 1 sein, wenn mindestens 
ein Faktor < 1 ist. Er habe den Index 7. Es muss also gelten 


x; 0540" 
Ist dies der Fall, dann ist aber laut Herstellungsvorschrift 
ee = 0,25 . 10°" usw. 


Das heisst, die Folge läuft nach Null, ohne sich vorher wiederholen zu können. 
Die Voraussetzung des Zyklus war also falsch, falls nicht alle x — 0 sind. 
Somit ist x — 0 der einzige stabile Zyklus der Methode. 

Der Stabilitätsbereich dieses Zyklus ergibt sich aus 


Rio e10 Ze 
zu 


8, = 10%. + (18) 
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Besteht die vordere Hälfte einer Zahl aus Nullen, so läuft die Folge von da ab 
in den Null-Zyklus ein. 


2. Besteht die hintere Hälfte einer Zahl aus Nullen, so hat jede folgende 
Zahl die gleiche Eigenschaft, während die vordere Hälfte weiter variiert. Die 
Folge ist degeneriert. 


3. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass eine herausgegriffene Zahl der Folge 
in der ersten oder der zweiten Hälfte (oder überhaupt) nur Nullen hat, beträgt 
für grosse N 

2.109 = —_, 
VN 
Damit beträgt die Wahrscheinlichkeit F(n) dafür, dass man während einer 
Folge der Länge n bereits in eine solche Nullenfolge eingelaufen ist 


NE 2n 
ee 2e } 
M4 5 VN | VN RS Gi 
Vergleichen wir dies mit der entsprechenden Wahrscheinlichkeit F für feste 


Zyklen (8) F = n?/2 N, so ist 
Fi 


F=, (20) 


und das bedeutet, dass bei dieser Methode die festen Zyklen gegenüber den 
Nullenfolgen keine Rolle spielen. 


4. Schliesslich wurde noch die Wahrscheinlichkeit g(n) berechnet, genau 
beim (n + 1)-ten Schritt eine solche Nullenfolge zu beginnen, 


en) = (1-7) —— (21) 


mo = D} n g(n) = = VN (mo > 1) . (22) 


5. Nehmen wir als Beispiel wieder die G2 mit N = 104, so gibt (19) für 
eine Folge der Lange n = 5 : 104 eine Sicherheit von F, = 0,003; die Wahr- 
scheinlichkeit, durch Nullenfolgen Fehler zu erhalten, ist also eigentlich 


bereits zu gross. 
Dagegen hätten wir nach (22) im Mittel erst nach m, = 1,5 : 10° Zahlen 


den Beginn einer Nullenfolge zu erwarten. 
c) Ziffernhäufigkeit 


1. In [1] weist P. C. HAMMER darauf hin, dass die so erzeugten Zahlen nicht 
genau einer Gleichverteilung entsprechen, denn falls x gleichverteilt ist, so 
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gehorcht y — x? der Verteilung y 12/2, Dies gibt eine Bevorzugung kleiner 
Zahlen, die sich in den herausgeschnittenen s mittleren Dezimalen allerdings 
nur noch so wenig auswirkt, dass eine Folge von über 3000 zehnziffrigen 
Zahlen in [1] eine Reihe verschiedener Tests gut bestanden hat. 


2. Wir wollen nun den hieraus entstehenden Fehler theoretisch abschätzen. 
Die Zahlen x und y denken wir uns als Dezimalbruch mit s bzw. 2 s Ziffern 
geschrieben in den Grenzen 0... 1. Dann ist, wie gesagt, 


I (23) 


ie 
2Vy. 
Wir fragen nun nach der Verteilung g,(D), wobei D die k-te Dezimale hinter 
dem Komma sein soll. Zum Beispiel ist für die erste Dezimale 
1/10 D 
Dee eee | ee a5 
(D) 2 5 +2) d= ae P+} VD), (24) 


und ähnlich gilt allgemein 


0-11 10-8 
De / fpr 10:2 D 1022 ar (25) 
v=0 0 


Eine Bevorzugung kleiner Ziffern wird sich am stärksten bei der Null zeigen. 
Wir fragen deshalb nur nach der Häufigkeit der Null in der k-ten Ziffer hinter 
dem Komma. Durch (23) ist / gegeben, wir integrieren und erhalten 


je 


g,(0) = 10-2 37 (Y10»+1-Y10»). (26) 


0 


Zur Berechnung der Summe rechneten wir die ersten drei Glieder direkt aus 
und ersetzten den Rest durch ein Integral. Nach einiger Zwischenrechnung 
ergibt sich 
1 e761 10582 

Te : (27) 


Bei Gleichverteilung wiirden wir 1/10 erhalten. Als relativen Fehler A wollen 
wir bezeichnen 


g,(0) = 


jess (1/10) 


h NE ct 7,61-10 À. (28) 


3. Um zu entscheiden, ob dieser Fehler zulässig ist oder nicht, vergleichen 
wir ihn mit der Streuung. Bei Gleichverteilung würden wir bei Herstellung von 
n Zahlen in jeder Position im Mittel m — n/10 Nullen zu erwarten haben, mit 


einer Streuung von o = (3/10) Vx. Wir wollen den Fehler der Methode dann 
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wieder als zulässig betrachten, wenn er kleiner als 1/3 der relativen Streuung ist : 


de u (29) 


Ist s wieder die Anzahl der benutzten Ziffern, so hat die erste Ziffer die Position 
k = 1 + s/2, und Forderung (29) lautet 


n < 0,17VN (30) 
als höchste Länge einer brauchbaren Folge. 


d) Diskussion 


Betrachten wir zu einem Vergleich die Formeln (19), (20) und (30), so sehen 
wir, dass die praktische Begrenzung der Methode allein durch die Wahrschein- 
lichkeit F, der Nullenfolgen gegeben ist. Fordern wir wieder F, < 10”? als 
ausreichende Sicherheit, so ist die maximale Länge einer brauchbaren Folge 
von s-ziffrigen Zahlen 

ne 5.10 VAN 5.1062), (31) 


Das bedeutet aber, dass zur Erzeugung längerer Folgen nur Maschinen sehr 
hoher Stellenzahl in Frage kommen. Auch bei 14 Dezimalziffern dürften nur 
Folgen von höchstens n = 5000 Zahlen benutzt werden. 

In Abschnitt Ba3. wiesen wir darauf hin, dass die Wahrscheinlichkeit fester 
Zyklen sich verringern lässt, wenn zur Erzeugung der nächsten Zahl mehrere 
der letzten Zahlen benutzt werden. Das gleiche gilt auch für die Nullenfolgen. 
Zwei Beispiele einer Änderung der Methode gibt FORSYTHE [1] an, zum Beispiel 
statt des Quadrates der letzten Zahl wird das Produkt der beiden letzten 
Zahlen genommen. 

Wir möchten aber lieber so vorgehen, dass wir zunächst eine Methode suchen, 
die auch bei Benutzung nur der letzten Zahl den Anforderungen schon genügt. 
Die Benutzung mehrerer Zahlen wird dann erst bei Maschinen extrem geringer 


Stellenzahl nötig. 


E. Quadrieren und Ergänzen 


a) Methode 


Wir suchen also eine Methode, die 
1. nur die letzte Zahl benutzt, das heisst Form (1) hat, 
2. möglichst einfach ist, 
3. keine stabilen Zyklen hat, 
4. keine Degeneration aufweist, 
5. relativ gut zu überblicken ist, 
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und möchten dafür vorschlagen: 


ne (24240) | 
Hea = R(x) =< | (32) 
Bra (®<. | 
Alle x sollen in b < x < 1 liegen. — Von dieser Folge wird die erste Ziffer 


sicher keine brauchbare Zufallsreihe sein, die beiden nächsten wohl auch noch 
nicht. Wir werden aber abschätzen, von welcher Ziffer ab der Einfluss der 
Herstellung zu vernachlässigen ist. 


b) Allgemeine Bedingungen 


Damit das Verfahren vernünftig läuft, müssen wir zwei Bedingungen für 
die Konstanten stellen. Die erzeugten Zahlen sollen erstens unterhalb von 1 
bleiben: 

a+b<1, (33) 
und zweitens oberhalb von 0: 
b+a>b. (34) 


In Figur 1 darf der Arbeitspunkt (a, b) also nur zwischen der Geraden (33) und 
der Parabel (34) liegen, am besten möglichst weit von beiden Linien entfernt. 
Die so erzeugten Zahlen liegen dann in 


En: (35) 


Degeneration oder ähnliches sind bei dieser Methode nicht möglich. 


c) Stabile Zyklen 


Wir setzen nach (12) einen Zyklus der Länge P voraus und beginnen in 
seiner Nähe eine Zahlenfolge nach (32); nach P-maliger Anwendung von (32) 
lautet Bedingung (13) dann bis auf Glieder höherer Ordnung 


E. 
22.20.1000: 2 typ = Oa (36) 


ı 


Der Zyklus kann nur stabil sein, wenn (36) erfüllt ist. Dies lässt sich nun ganz 
leicht vermeiden, indem wir durch 


1 5 
D = (37) 


dafür sorgen, dass nach (35) alle x grésser als 1 /2 sind. Dann ist kein stabiler 
Zyklus méglich. 
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In Figur 1 muss also unser Arbeitspunkt (a, b) oberhalb der gestrichelten 
Linie liegen, am besten in der Nähe des eingetragenen Punktes. (Würden wir 
dagegen zum Beispiel a = 0,6 und b = 0,1 wählen, so würde jede Folge nach 
kurzer Zeit in einen stabilen Zyklus der Länge 3 einlaufen.) 


10 


1 


Figur 1 
Wahl des Arbeitspunktes (a, b) für die Herstellungsvorschrift (32). Oberhalb von b = 1/2 ist kein 
stabiler Zyklus möglich. Bester Arbeitspunkt etwa bei ®. 


Figur 2 
Häufigkeit des Auftretens fester Zyklen nach genau n Schritten. | 
— theoretische Verteilung nach (6); s Stellenzahl (dezimal); N = a: 10$ = Wertevorrat; m empi- 
rischer Mittelwert von f(x); m, theoretischer Mittelwert nach (7); P empirische mittlere Perioden- 
länge (theor. = my/2). 
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d) Feste Zyklen 


Wir wollen prüfen, ob diese Methode bezüglich ihrer festen Zyklen sich wie 
eine «ideale Methode» von Abschnitt Ba) verhält. Nennen wir n wieder die 
Länge einer Folge bis zur ersten Wiederholung einer bereits vorhandenen 
Zahl, so können wir für geringe Stellenzahl s jede der N möglichen Zahlen als 
Anfangszahl einer Folge wählen und n bestimmen. Da alle Zahlen zwischen 
b...b+ a liegen, ist N=a:10°. 

Dieser Test der Methode wurde durchgeführt mit s = 2 und s = 3. Die er- 
haltenen Verteilungen von n zeigt Figur 2, die durchgezogenen Linien sind 
die theoretischen Verteilungen nach (6). Wir sehen, dass sowohl m als auch P 
wie auch die Form der Verteilung in beiden Fällen sehr schön mit der Theorie 
übereinstimmen. Bezüglich ihrer festen Zyklen scheint also unsere Methode den 
Anforderungen der idealen Methode zu entsprechen. 


e) Ziffernhäufigkeit 


1. Ähnlich wie bei der v. Neumannschen Methode sind auch hier die er- 
zeugten Zahlen nicht gleich verteilt. Um abzuschätzen, von welcher Dezimale 
(oder Duale) an wir den Fehler vernachlässigen können, müssten wir die Ver- 
teilung f(x) kennen, die sich bei langen Folgen einspielt. Analytisch ist sie 
dadurch definiert, dass sie durch Anwendung der Operation (32) auf das 
Argument ihre Gestalt nicht ändert. 

Die Funktion f(x) ist nicht differenzierbar. Da f(x) an den Rändern x = b 
und *=b+ a Sprünge (der ungefähren Grösse 1/a) hat, und da f(x) sich 
durch Anwendung von (32) auf x nicht ändern soll, so muss f(x) auch an den 
Stellen R(b) = b?+ a und R(b + a) = (b + a)? Sprünge besitzen. Und von 
diesen beiden Unstetigkeiten kônnen wir auf gleiche Weise auf zwei weitere 
Unstetigkeiten schliessen usw. Dabei vermindert sich die Sprungstärke jeweils 
um einen Faktor 7 = dx/dR = 1/2 x, wobei x hier der Ort der vorigen Unstetig- 
keit ist. Im Mittel ist (in Umgebung des vorgeschlagenen Arbeitspunktes) 


> al 
nr 


x 0,69. (38) 

Wegen (35) und (37) ist stets 7 < 1, wir erhalten somit eine abzählbar 
unendliche Folge von Unstetigkeiten abnehmender Stärke. Dabei gehorcht 
die Dichte der Unstetigkeiten der gleichen Verteilung f wie die Zahlen x. Für 


die folgende Abschätzung köunen wir jedoch die Verteilung der Unstetigkeiten 
Isa Gleichverteilung ansetzen. 


2: Wir fragen nun nach der Abweichung der Verteilung der k-ten Dezimale 
von einer Gleichverteilung. Da (x) nicht differenzierbar ist, berechnen wir als 
erstes die quadratisch gemittelte Differenz h der Funktion f(x) an zwei benach- 
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barten Orten x und x + ¢, als Funktion von e. — Im Intervall e liegt ein Sprung 
der ersten Sorte (Stärke n/a) mit der Wahrscheinlichkeit 2e/a. Mit gleicher 
Wahrscheinlichkeit und davon unabhängig liegt im Intervall noch ein Sprung 
der zweiten Sorte (Stärke n°la), desgleichen der dritten Sorte, und so fort. 
Daraus folgt 


<=) — fa + = EA) HN HE + | 


Normieren wir noch durch die mittlere Höhe 1/a der Verteilung f(x), so erhalten 
wir für die relative Differenz d(e) benachbarter f-Werte: 


h 22 
TEEN 40) 


(Wäre / differenzierbar, so müsste de sein.) Um (40) zu prüfen, wurde d 
für einige e empirisch bestimmt aus einer nach (32) hergestellten Folge von 
1300 Zahlen®). Die Übereinstimmung mit (40) ist gut: 


| € | d nach (40) | d empirisch 
0,01 | 0,254 0,29 
0,02 0,360 0,40 
0,05 0,567 | 0,56 


3. Die mittlere Differenz zweier Ziffern ist 5. Mit e= 5:10” und a = 0,3 


erhalten wir 2 
d=5,7.10 92, (41) 


Innerhalb des Bereiches b ... b + a kommt nun eine bestimmte Ziffer der k-ten 
Dezimale a - 10°! mal vor. Die relative Häufigkeitsdifferenz À zweier Ziffern 
ist also die Summe über die a: 10*-! einzelnen d-Werte, die bei statistischer 
Verteilung der Unstetigkeiten voneinander unabhängig sind. Wir erhalten 
somit im Mittel 


i _k 
A= er: 100 42) 
Get > 
Nennen wir g,(D) die Verteilung der Ziffern D in der k-ten Dezimale hinter dem 
Komma und ist |D, — D,| = 5, so ist A dabei wie folgt definiert: 
1 = ViErD) = (Da)? (43) 
vi 1/10 : 


3) Für die Durchführung danke ich Herrn FIssER. 
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4. Zur Kontrolle zeigt Figur 3 die Verteilung der zweiten Dezimale bei einer 
Folge von 1270 Zahlen. Daraus erhalten wir empirisch A = 0,41, was mit dem 
aus (42) folgenden Wert 0,33 im Einklang ist. Für die dritte Dezimale sollte aus 
(42) A — 0,033 sein. Figur 3 zeigt, dass der Effekt hier bereits in der Streuung 
untergeht, die bei Gleichverteilung 3/Vn — 0,084 (das Zweieinhalbfache) 
betrüge. 


(0) A ey Tah ish 8 OTe Gy Tel 7 te) 
= SS D — oo 
Figur 3 
Die Häufigkeitsverteilung der 2. und 3. Dezimale bei einer Folge von n = 1270 Zahlen. 


Die gestrichelten Geraden sind Mittelwert + Streuung bei Gleichverteilung. 


Nun fordern wir wieder, dass dieser Methodenfehler höchstens 1/3 der 
Streuung betragen soll. Für die maximale Länge einer Folge, bezüglich ihrer 
k-ten Dezimale hinter dem Komma, erhalten wir damit: 


ns. (44) 


5. Nun war aber die Länge einer Folge bereits durch die Wahrscheinlichkeit 
F begrenzt (8), in einen festen Zyklus einzulaufen. Wir wollen deshalb die 
Frage stellen: von der wievielten Dezimale ab sind die Ziffern einer Folge 
brauchbar, deren Länge durch (8) gegeben ist ? (44) ist also jetzt eine Gleichung 
für k, wobei n durch (8) gegeben ist. 

Setzen wir wieder F = 1073, a = 0,3, N = a : 10°, so erhalten wir schliesslich 
ungefähr 


k= ae al | (45) 
als Position der ersten brauchbaren Ziffer. Das heisst: stellen wir nach der 
Methode (32) eine Zahlenfolge maximaler Länge (8) her, so ist von jeder dieser 


Zahlen das erste Viertel der Ziffern zu streichen, der Rest ist als Zufallszahl 
benutzbar. 


f) Mittelung 


ie Normalerweise wird die durch (8) dargestellte Grenze # durchaus genügen. 
Anders jedoch bei einer Maschine geringer Stellenzahl. Die Grenze läge so 
etwa bei 10 Dezimalstellen; dann ist n — 4000, und da wir nach (45) sieben 
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Ziffern benutzen dürfen, so gibt das rund 3 - 104 Ziffern insgesamt. Und dies 
dürfte für die meisten Probleme für ein «Spiel» genügen. 
Bei einer Maschine kleinerer Stellenzahl gehen wir so vor, dass wir statt der 
Form (1) die w letzten Zahlen zur Herstellung der nächsten Zahl benutzen. — 
Der einfachste Fall ist die Mitteilung. Zunächst zeigen wir, dass wir a auch 
wieder nicht zu gross wählen dürfen. Denn der Mittelwert m; der letzten u 
Zahlen unterscheidet sich für grosse # nur wenig von #;,,, und folglich würden 
auch die hieraus erzeugten Zahlen x;., und x,,, dicht beieinander liegen. — 
Wir meinen aber, dass dieser Effekt zum Beispiel bei u = 3 oder 4 noch keine 
Rolle spielen dürfte, da wir ja ohnehin die ersten Ziffern nicht als Zufallszahlen 
benutzen. Unsere Methode lautet also jetzt, mit zum Beispiel u = 3: 
m} (m? =D), 

GH Rin) = (46) 
m+a (m2 < b) 

mit 


1 , r z 
De, De er 


Die drei Bedingungen (33), (34) und (37) bezüglich des Arbeitspunktes (a, b) 
bleiben unverändert, desgleichen der Zusammenhang (44) zwischen der Länge 
einer Folge und der Anzahl benutzbarer Dezimalen. 


2. Neu zu berechnen ist die Wahrscheinlichkeit fester Zyklen. Um in einen 
festen Zyklus einzulaufen, ist jetzt nötig, dass die letzten drei Zahlen gleich 
einem schon vorhandenen Zahlentripel sind. Die Anzahl vorhandener Tripel 
ist etwa gleich der Anzahl vorhandener Zahlen; und die Anzahl überhaupt 
möglicher Tripel (Wertevorrat) ist gleich der dritten Potenz des Wertevorrates 
a: 10° der einzelnen Zahlen. Beides zusammen heisst, dass wir die Formeln 
des Abschnittes Ba) übernehmen können, wenn wir 


NT (47) 


einsetzen. Fordern wir wieder F = 10”3, so ergibt sich die maximale Länge 


einer Folge jetzt aus (8) zu 
= (8) n=0,8-10°?. (48) 


Und für eine Folge dieser Länge gibt (44) dann 


5 
k= Zstl (49) 


als Position der ersten brauchbaren Dezimale. Wegen der grösseren Lange der 
Folgen ist also nur noch das letzte Viertel der Ziffern als Zufallszahl zu be- 
nutzen. Aus (49) sehen wir auch, dass es keinen Sinn hätte, u grösser als 4 zu 
wählen. Denn von da an ist die maximale Länge einer Folge unabhängig von u 
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und allein durch (44) mit k— s gegeben, da k nicht grösser als s gewählt 
werden kann. 


3. Die endgültige Grenze der Methode liegt also bei u = 4 und alleiniger 
Benutzung der letzten Dezimalen als Zufallszahl. Die maximale Länge ist 


dann nach (44 | 
a n = 10°°°?, (50) 


was selbst bei extrem geringer Stellenzahl noch ausreichen dürfte (zum Beispiel 
selbst s = 4 gibt noch n = 10°). 


g) Diskussion 


Die Ergebnisse der letzten Abschnitte zeigen, dass die durch (32) vorge- 
schlagene Methode alle zu Beginn gestellten Forderungen gut erfüllt. Bei 
richtig gewähltem Arbeitspunkt sind weder stabile Zyklen noch Degeneration 
möglich. Und die stets vorhandenen festen Zyklen entsprechen in ihrer Zahl 
und Länge denen einer «idealen » Methode. 

Der Einfluss der Nicht-Gleichverteilung wurde berechnet: mit Ausnahme 
des ersten Viertels der Ziffern ist er zu vernachlässigen. 

Für Maschinen mit mehr als 10 Dezimalen genügt die Herstellung der näch- 
sten Zufallszahl aus der letzten allein. Für Maschinen mit geringerer Stellenzahl 
wird die Methode durch Mittelung über die letzten drei bis vier Zahlen nach 
(46) erweitert und genügt dann allen praktisch vorkommenden Ansprüchen. 

Ein ausführliches Testprogramm für längere Zahlenfolgen ist für die G2 
in Vorbereitung. Eine Arbeit von FISSER wird darüber berichten. 


II. Physikalische Herstellung 
A. Vorbemerkung 


1. Auf eine allgemeine Behandlung der physikalischen Herstellung wollen 
wir hier verzichten. Wir möchten eine, anscheinend brauchbare, Methode vor- 
schlagen, deren Eigenschaften wir in Abschnitt B theoretisch abschätzen. In 
Abschnitt C beschreiben wir dann eine einfache Versuchsanordnung und die 
mit ihr erzielten Ergebnisse. 


2. Eine handliche Möglichkeit zur schnellen physikalischen Erzeugung von 
Zufallsdualen besteht in der Abzählung von Teilchen eines radioaktiven Zer- 
falles mit Hilfe eines Zählrohres (zur Durchführung wurden die Gammaquanten 
eines Radiumpräparates benutzt). Figur 4 zeigt das Schema einer solchen 
Anordnung. Jeder Impuls des Zählrohres lässt einen Flipflop kippen, dessen 
einer Anodenausgang zu dem einen Steuergitter eines Gate führt. Auf das 
zweite Steuergitter kommen aus der Rechenmaschine die Abfrageimpulse, die 
das Gate nur dann passieren können, wenn der Flipflop-Ausgang positiv ist. 
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Es wird also registriert, ob im Augenblick der Abfrage die bisherige Gesamt- 
zahl der Teilchen gerade oder ungerade ist. Und je nach dem wird eine Eins 
oder Null in den Akkumulator eingeschrieben. 


Zusatz-Apparatur Maschine 


Zufallsdualen 


Fe] [ere 


Abfrage-I 


mpulse 


Figur 4 


Allgemeines Schaltschema für Abzählung von Gammaquanten. 


3. Bezüglich der zu stellenden Anforderungen haben wir uns nach der Göt- 
tinger Maschine G2 gerichtet. Alle Abschätzungen sind jedoch ganz allgemein 
gehalten und können auch anderweitig verwendet werden. 

Es soll ein Maschinenbefehl genügen, um während einer Trommeldrehung 
den Akkumulator mit einer genügenden Anzahl von Zufallsdualen zu füllen. — 
Eine Trommeldrehung der G2 dauert 20 ms, und während dieser Zeit finden 
16 Umläufe des Akkumulators statt. Bei jedem Umlauf soll der Inhalt des 
Akkumulators mit 2 multipliziert werden, und eine Zufallsduale soll nach- 
gefüllt werden. Es müssen also 16 Dualen in 20 ms erzeugt werden, oder 
800 Dualen/s. 


B. Theoretische Abschätzung 
a) Anzahl der Teilchen/ Abfrage 


1. Wären zum Beispiel die Abfragen häufiger als die Teilchen, so würden 
immer mehrere aufeinanderfolgende Abfragen das gleiche Ergebnis liefern ; 
wir bekämen somit eine starke positive Korrelation benachbarter Dualen. 
Lassen wir nun die Frequenz der Abfragen fest und erhöhen die Teilchenzahl, 
so wird diese Korrelation kleiner. Unsere Frage lautet: Von wann ab ist sie zu 
vernachlässigen ? — Zunächst einige Definitionen: 


u = Anzahl der Abfragen/s, 

t = 1/u = Zeitintervall zwischen zwei Abfragen, 

y — mittlere Teilchenzahl/s, (51) 
y = Teilchenzahl in herausgegriffenem Intervall 7 , 

m = y/u = mittlere Teilchenzahl in 7, 

n — Länge einer Folge von Zufallsdualen. 
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Die Wahrscheinlichkeit f(y) dafür, dass in einem herausgegriffenen Intervall 
der Länge + sich y Teilchen befinden, genügt einer Poisson-Verteilung 


m! mn 


1) = eo: (52) 


y 


Damit ist die Wahrscheinlichkeit G (bzw. U) dafür, dass y gerade (ungerade) ist 


pe m* e im m? m° 
ci} + a +] RENTE = (7 f 31 57 E.)e Ms (O35 


Wir definieren als relativen Methodenfehler der Korrelation 


EN RR 
en aU) (54) 
und erhalten 
A, =D em ’ (55) 


2. Die Forderung, dass die Korrelation benachbarter Zahlen zu vernach- 
lässigen sei, heisst nun: der Methodenfehler A; soll einen bestimmten Bruchteil 
der bei Gleichverteilung vorhandenen Streuung nicht überschreiten, wobei wir 
1/3 für ausreichend halten wollen. 

Bei statistischer Gleichverteilung von geraden und ungeraden y ware die 
Streuung der durch (54) definierten Grosse, bei einer Folge von n Abfragen, 
1/Vn. Unsere Forderung lautet somit 


i 
1 3 Vn ; (56) 


und unter Benutzung dekadischer Logarithmen mit (55): 


n m m > 0,895 + 0,576 logn ‘ (57) 
tas 3,2 Die nebenstehende Tabelle zeigt einige Mindestwerte von m 
hi a für vorgegebene n. Wir sehen daraus, dass mit m = 5 Teil- 
5 er es chen/Abfrage bereits allen praktischen Anforderungen ge- 
108 55 nügt ist. (Auch wenn m um 10%, schwanken sollte, so ist 


n — 106 noch zulässig.) 


b) Endliche Impulslänge 


1. Eine weitere Fehlerquelle besteht darin, dass sowohl die Länge der Ab- 
frageimpulse als auch die Kippzeit des Flipflop nicht beliebig klein gemacht 
werden können. Wir müssen also untersuchen, welchen Einfluss auf die Zif- 
fernhäufigkeit diejenigen Teilchen ergeben, die während einer Abfrage erschei- 
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nen. Dabei hängt es vom Kathodenpotential des Gate ab, welcher Bruchteil 
der «abgeschnittenen » Abfrageimpulse noch als Eins gezählt wird. 

Das Kathodenpotential V kann innerhalb eines Bereiches von b Volt 
gewählt werden, dessen untere (linke) Grenze / dadurch gegeben ist, dass bei 
noch kleinerem Potential alle Abfrageimpulse das Gate passieren können, 
ganz gleich, ob der Flipflop auf Eins oder Null steht. Und jenseits der oberen 
(rechten) Grenze r—=1-+ 5 ist das Potential so hoch, dass überhaupt keine 
Abfrageimpulse durch das Gate gelangen. 


ne 


Figur 5 
Häufigkeit der Eins. 
V Kathodenpotential der Gate-Röhre; p Prozentsatz der erzeugten Einsen; — - -—- verschwindende 
Impulslänge; endliche Impulslänge. 


Tragen wir die relative Anzahl p der Einsen in Prozent über V auf, so 
hätten wir im Idealfalle verschwindender Impulslängen und Kippzeiten: 
OO tar Vo) p= 50%, tir? — Par ond p = 0% für ry < V. Dies 
entspricht der gestrichelten Linie in Figur 5. 

Statt dessen haben wir bei endlichen Zeiten einen Verlauf nach Art der 
ausgezogenen Linie zu erwarten. Ihre Form hangt ab von der Form der Impulse 
und des Kippens sowie von der Charakteristik der Gate-Röhre. Wir wollen 
dies nicht näher untersuchen, sondern den Verlauf #(V) in erster Näherung als 
Gerade betrachten mit den Grenzwerten p, und #,. Ihre negative Steigung ist 
n = (Pi — p,)/b. Vo ist der zu wählende Arbeitspunkt der Kathodenspannung, 


der aber nur für #, < 50% existiert. 


2. In Figur 6 schematisieren wir die Impulsformen zur Abschätzung von 
p, und p,. — Befinden wir uns an der linken Grenze /, so genügt bereits eine 
verschwindend kleine Erhöhung des Flipflop-Ausganges, um eine Eins zu er- 
zeugen. Damit die Abfrage eine Null ergibt, muss erstens ¢, < ¢, sein, das heisst, 
zu einer Zeit < 4, — y muss ein Teilchen begonnen haben, den Flipflop zu 
schliessen. Und zweitens darf ein Öffnen des Flipflop nur mit 4, > 4, geschehen, 
das heisst, erst zu einer Zeit > t, darf ein Teilchen beginnen, den Flipflop zu 
öffnen. Das bedeutet aber, dass jedes in das Intervall ,—- (4 -y)=a+y 
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t 
t Teilchen } 
Figur 6 
Schematisierte Impulsformen. 
a) Abfrage-Impulse; b) Flipflop-Ausgang. (Die auslôsenden Teilchen liegen bei £, und 7,.) 


fallende Teilchen eine Eins erzeugt, gleichgiiltig, ob das Teilchen den Flipflop 
geöffnet oder geschlossen hat. 

Die Anzahl der auf diese Weise erzeugten Einsen/s beträgt vu (x + y). 
Ohne diesen Effekt sollten die Hälfte davon Nullen sein. Es werden somit 


il 
zru(&@+y) 
zusätzliche Einsen/s erzeugt. Drücken wir nun noch das Verhältnis dieser 
Grösse gegenüber der Anzahl « der Abfragen/s in Prozent aus, so erhalten wir 
die Abweichung g, an der linken Grenze 
q = Pi — 50% = v (a + y) - 50% - (58) 
Durch eine ähnliche Ableitung erhalten wir an der rechten Grenze 
qd, = À, — 50% = v (B — y) - 50%. (59) 


Und schliesslich folgt hieraus für die (negative) Steigung 7 


ee on en 
DENT ie ; b pu sree (60) 


3. Aus (59) ersehen wir, dass y > ß sein muss. Nur wenn dies erfüllt ist, 
gibt es einen Arbeitspunkt V,, an dem die Einsen ebenso häufig sind wie die 
Nullen. Die Abfrageimpulse müssen also möglichst spitz sein, zumindest muss 
ihr konstanter Teil kürzer sein als die Kippzeit des Flipflop. 


4. Nun kann aber die Spannung V, nicht beliebig genau eingestellt und 
konstant gehalten werden. Die Abweichung 


a, = (61) 


mag etwa + 1 Volt betragen, um die Apparatur nicht unnötig zu komplizieren. 
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Der relative Methodenfehler der Zitfernhäufigkeit ist damit 


OU y V À > 
Ay = y= @-B+2n. (62) 
Wir fordern nun wieder, dass dieser Methodenfehler kleiner sein soll als 
ein Drittel der relativen Streuung bei Gleichverteilung, ähnlich wie in (56). Da 
B < y sein muss, wollen wir ß gegenüber « + 2y vernachlässigen: 
FE U D 1 
He E (a = Zy) < ze (63) 
3\/n 
und somit 


HA - Sr ZEN (64) 


Oder umgekehrt erhalten wir mit: b= 50 Volt, v — +1 Volt, » = 4000/s, n = 108: 


a+2y<4,2-10-§s. (65) 


C. Versuchsanordnung 
a) Aufbau 


1. Zur Prüfung der Ergebnisse des vorigen Abschnittes wurde eine einfache 
Apparatur gebaut*). Gegenüber der prinzipiellen Schaltung der Figur 4 sind 
einige Zusätze nötig. Erstens liegt zwischen Zählrohr und Flipflop ein Verstär- 
ker. Zweitens zeigte sich, dass die lange Abfallszeit (100 us) der Zählrohrimpulse 
durch Differenzieren auf knapp 3 us verkürzt werden konnte. Drittens verhin- 
dert ein Diskriminator (Normierung der Impulshöhen), dass der Flipflop, auf 
Grund innerer Unsymmetrie, durch zu kleine Impulse nur noch in einer Rich- 
tung gekippt werden kann, was eine ungleiche Häufigkeit von Eins und Null 
ergeben würde. 

Das Präparat war nicht zu stark: in 1 m Entfernung konnte man sich noch 
dauernd aufhalten. Das Zählrohr wurde mit 1,3 kV betrieben, und der Verstär- 
ker hatte einen Faktor von 104 Die Schaltung des Flipflop wurde einer Arbeit 
von PILOTY jr. [5] entnommen, wobei der Eingang über eine Duodiode an beide 


Gitter gelegt wurde. 


2. Es standen zwei Zähler zur Verfügung mit jeweils hintereinandergeschal- 
teten zwei dekadischen Zählröhren und mechanischem Zählwerk. Die Zähler 
waren bis etwa 1500 Impulsen/s brauchbar, und bei Hintereinanderschaltung 


aller 4 Zählröhren bis etwa 25000/s. 


4) Für die Benutzung der benötigten Apparaturen möchte ich Herrn Prof. Wirtz danken, 
sowie Herrn BERNHARD MEYER für viele praktische Ratschläge. 


ZAMP VIII/4 
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Die Kippzeit des Flipflop (einschliesslich etwas langsamerem Einschwingen) 
betrug y — 1,5 us. Eine Zählung der Impulse vor und hinter dem Flipflop 
ergab, dass er auch bei 15000 Teilchen/s noch bei jedem Teilchen kippte. 

Zur Abfrage wurden die Impulse des Oszillographen benutzt, deren kleinste 
Länge « — 4 us betrug. Die beiden Zähler waren zur Messung gleichzeitig an 
Abfrageimpulse und Gate-Ausgang gelegt. 


b) Ergebnis 


1. Es wurden fünf Messreihen durchgeführt, eine davon (Nr. 2) zeigt Figur 7. 
Das gesamte Ergebnis ist dargestellt in der folgenden Tabelle: 


a ß h v u q 4; qi | qr 


50000 0 | 25 | 4700 | 800 | 1,3 | — 0,35 | 0,8 
10000 | 12 62) 75470078002) 3,2 1 = 1,1 3,6 


1 
2 
3 230005 1287252 17.6521.47.002|7800)10:6,97 2275,52 176,612 3,5 Hay | (OSS) 
4 
5 


12000 | 12 6 For 4700) | 2102 53,2 77153 3,4 | — 057 26 | 0,160 
250000 | 12 620758210002 AO) 0472 = 207 0,8| — 0,2 Zon OL035 


—— 


berechnet gemessen 
(58) und (59) 


A Anzahl der Abfragen/Messpunkt; a, ß, h nach Figur 6; » Teilchen/s; 
4 Abfragen/s; g, 6, n nach Figur 5. 


Figur 7 
Messreihe q(V) Nr. 2, entsprechend Figur 5 
| a ty 2 gur 5. 
Mita = 12s, u = 800 Abfragen/s, y = 4700 Teilchen/s. Jeder Messpunkt stellt 10000 Abfragen dar. 
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2. Die Ubereinstimmung der berechneten und der gemessenen g,-Werte 
ist recht gut. Dagegen zeigen die gemessenen g,-Werte zwar allgemein den 
gleichen Gang wie die berechneten, liegen aber zumeist niedriger. Der Grund 
dafür ist, dass die Abfrageimpulse nicht die idealisierte Form der Figur 6 be- 
sitzen, sondern auch in ihrem waagerechten Teil 8 etwas gekrümmt sind, was 
durch Verzerrung innerhalb der Apparatur noch verstärkt wurde. Somit ist die 
konstante Lange f effektiv kleiner als in der Tabelle angegeben. 

Eine weitere Bestätigung unserer Abschätzung zeigt sich darin, dass die 
Steigung 7 durch Herabsetzen der Abfragefrequenz u (Messreihe Nr. 4) nicht 
vermindert wurde, sondern erst durch Herabsetzen der Teilchenfrequenz » 
(Messreihe Nr. 5). 


c) Verwendbarkeit 


1. Nachdem unsere Abschätzungen durch die Versuchsapparatur bestätigt 
wurden, fragen wir nach dem Nutzeffekt, der sich mit unveränderter Apparatur 
bei einem Anschluss an die G2 ergeben wiirde. 

Die Anzahl der Abfragen muss, wie gesagt, u = 800/s betragen, und die 
Teilchenzahl muss somit etwa v = 4000/s sein. — Die Abfrageimpulse können 
der G2 entnommen werden mit einer Länge « = 2 us (6 & 0) und einer Höhe 
h — 140 V, wodurch sich der Bereich b auf etwa 50 V vergrössern dürfte. 

Damit ist dann die maximale Länge n einer Folge von Zufallsdualen nach 
(64) : 

RETRO (66) 


was für alle praktischen Zwecke stets ausreichen dürfte. Das heisst also, dass 
unsere Versuchsapparatur ohne prinzipielle Änderungen den Anforderungen 
der G2 bereits genügen würde. 


2. Zum Abschluss fassen wir nochmals einige Bedingungen zusammen, die 
bei Verwendung der Methode an anderen Maschinen erfüllt sein müssen. Wir 
gehen davon aus, dass eine spezielle Maschine y Abfragen/s benötigt. Dagegen 
wollen wir b = 50V und v= + 1 V als feste Zahlen in die Rechnung setzen. 
Die Apparatur soll brauchbare Folgen bis zu einer Länge von n = 10° Zufalls- 
dualen erzeugen. Mit diesen Werten erhalten wir aus (57) 


VEZ OM (67) 


fiir die mittlere Teilchenzahl/s. Und beziiglich der Lange « der Abfrageimpulse 
und der Kippdauer y des Flipflop erhalten wir mit (64) 


(68) 


1 
Cay = non: 
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Die konstante Länge ß der Abfrageimpulse muss kleiner sein als die Kippzeit 


des Flipflop 
ln (69) 


Sind diese drei Bedingungen erfüllt, so betragen die Methodenfehler höch- 
stens ein Drittel der Streuung, liegen also noch «unterhalb der Messgenauigkeit ». 


LITBRATURVERZEICHNIS 


[1] J. v. Neumann, G.E. ForsyTHE und P.C. HAMMER, Monte Carlo Method 
(National Bureau of Standards, Washington 1951). 

] IRENE CRONE, Einige Anwendungsmöglichkeiten der Monte-Carlo-Methode, 
Hontschr Bhysik29,. 97. (1955)% 

[3] M. G. KENDALL und B. B. Situ, Tables of Random Sampling Numbers 
(Cambridge University Press, 1951). 

[4] J. Mosuman, J. Ass. Computing Mach. 7, 88 (1954). 

R. PıLory jr., Arch. elektr. Ubertr. 7, 537 (1953). 


= 
LS) 


it 
On 
re 


Summary 


I. Some of the available methods for the arithmetical generation of random 
numbers on electronical computers are discussed. The basic notions (mixing of 
digits, fixed and stable cycles and degeneration) and different ways of testing are 
introduced and investigated. 

A new method is developed [see formula (32)] avoiding stable cycles and de- 
generation. Theoretical estimates and several tests gave full agreement. 


IT. As an example of the physical generation of random numbers, the counting 
of Gammaquanta is treated theoretically. The estimates have been confirmed 
using a simple physical generator, built in the computer G2 of the Max-Planck- 
Institut für Physik, Göttingen. 


(Eingegangen: 23. Februar 1956.) 
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Circular Cylinder Under Periodic Fluctuations of Temperature 


By VAcLav VopiCKA, Plzen, Czechoslovakia?) 


Summary 


This paper brings general results about heat waves in homogeneous isotropic 
cylindrical bodies in periodic temperature fields. The following deductions are 
of technical significance and imply as simple special cases the results presented 
usually in literature”). With the purpose of giving to engineers and physicists 
reliable formulae, we take pains of detailed calculations. 


§ 1. Statement of the Problem 


The boundaries of the cylinder 0 <9 <y7, | z | < s are subjected to periodic 
changes of temperature, namely: the curved surface o = 7 to the fluctuations 
Ho, z) ef, the upper base z=s to g{o, gy) e’”' and z= —s to hig, o) e’®*; 
f(g, 2), g(o, p), h(o, y) are given functions, &,, 1, w, constants, ¢ denotes the 
time and i = //—1. On separate parts of the surface we take into account the 
convection of heat, respectively with the coefficients Ay, A), , and have to 
determine the resulting steady temperature distribution u — u(o, @, 2; t) in the 
solid. 

The case in question is expressed mathematically (with usual notation) by 


the following equations: 


Ou en ( One ie Ou 2 en | vat sar) | 

Ot \ do? o 00 0 Op 02 (1) 

ai, U2 27 Ne er be 0) 
nr + Alu — fg, 2 ef") =0, o=r. (2) 
<= + hy[u— gle, 9) 4] =0, IS | | 
: (3) 
Cu 


eh (oho, oye = 05. 2==8. 


CZ 
The whole problem can evidently be reduced to three simple cases by putting 
U =U + Uy + Mo; Up = Uno, 9,254), &=1, 2, 3. (4) 


1) Technische Hochschule. | | 
2) V. VopréKa, Schweiz. Arch. angew. Wiss. 6 (1948); Appl. sci. Res. [A] 5 (1955). 
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Each of the functions #,, #, u, has to satisfy the equation (1), but the other 


conditions are 


ou : 
de + Mao Hp DO, pr Gethm=0, z=; | 
¢ (5) 
_0Uo m, 2-5 | 
} = Ou io, De 5 
— thyt,=0, e=r; a Shy; — 210, Oe | = 0 5 25; 
Q (6) 
Ou 
= SUN ONE | 
u ="; Pr in Z=S; | 
[0] 2 
; à Bee 
<2 — halite — ho. pe] =0, 2= 5. | 


The well-known Bernoulli method gives the following normal form of 
particular integrals v, = v,(0, y, 2; t) of (1), suitable for solving our three 
partial problems: 

UAO, Qnze t) = Ro), Op) Z(2) ZW =O, dy Zr (8.1) 
Herein 


R,,(@) = 1,(= 0), D, (y) = Ag COSH Pp + ae sinn P ; | (8 2) 


AE: = 1 C sin aa Tj =e; e= — Va s? + 03; | 
6 real, A are free parameters. A"), A” and C constants of integration. 


§ 2. Determination of Uy 


We assume #, to be linearly composed from our normal integrals (8.1). 
Substituting v, in the two last conditions (5) gives 


C (6 cosô + h, s sind) — 6 sind + h, scosd = 0, | 
C (d cosé + hy s sind) + Ô sinô — hy scosô — 0, 
and from this we obtain on the one hand the equation 


(hy ho s? — 6?) sin2 6+ (h, + h,) sd cos26=0, (10) 
on the other 
_ Ô sind — h, s cosod 
Ô cos Ô + hs sind ‘ 
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Therefore, we easily get by (8.2) 


EK a Zee 
R,,,(0) = A o) > D, (D) = AS COS YP ci An: Sin 7 YP 2 


+ 
© 
ETC) 
a ae 


| : 12 
dy COS 0}, ip — SF RSS), (1 — — ) Mes (12) 
7 = — N — 2 02 
i Ôz COS 6, + hy s sind, i a 
and (8.1) yields a doubly infinite sequence 
ROME ct) OS CO PAC ASP et, Fe ke Dn, (13) 


of particular solutions with the period 2x in @ and satisfying for all n, k the 
two last conditions (5). The values 6, entering in (12) and (13) are positive 
roots of (10). 

Thus, all remaining calculations reduce to determining the parameter À and 


the coefficients A/), A‘) in the expression 


Uy (0, 9, 2; #) = 3S Hale t= he? YY Rule „r(®) 2, (2) (14) 


n=0 k= n=0 k= 


according to the first condition (5), 1.e. when primes mean derivatives 


oe 220 [R,,(r) + ho Re (2 )] D,,(P) ZB} = hy f(o, 2) et 


n=0 k= 
This gives firstl 
= ; EL (15) 
a 
and secondly 
DENT. Ann, Bar) 20 4, LOS 0, 120 Qei) 
N AO (RE) + Ru Zu) = ho sale); = 1,2, -.. (16.2) 
k=1 
where 
nd) = ag [ttn 4 2) a. =} fre Danilo 


But we have, according to the two last relations (5), for each pair of values 
ml 1,2020), successively 


ge 5 Ti N 
[4 Z (2) dz = OR OF | (Z, Z; — 2, 2) de 


—$ 


Ë / 1 Ss 
= [A Z — 2, Zi, = Ux 


ae =—s 
Op 


—& 
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Consequently, any function g(z) satisfying the well-known conditions can be 
expressed in the form : 


Be) = 3) CP 2a a eee eae (17) 


Thus, the ou (16.1)-(16.3) lead to 


(R) 
AU) rs ho Fi A A u ee ho Fra "7 | 
ii Re À) As hy Ru) AE Rin”) + hy Rig”) (18.1) 
jos iL, 2 = LS m 1,2, | 
where 
[z,(0 ac f(a, 0) da | 
TR 1 =$ 0 
En er. = ; 
| Z2(¢) ae 
TAG ya fa ne na (18.2) 
Fe 5 œ à) sinn x 
N. _ h 
De WET 


[aw dé 


Using (12), (14), (15), (18.1) and (18.2) gives finally the required solution 
Ug = Uo(0, 9, 2; t) of our first partial problem in the form 


/ io = Zn; de = Py 
Ug = a e bee = (2) = l 2,16) dt | f(a, G) da 
aan Ô he 
Rox(@) S R,x(e) 


5 ae P 
Moni”) + hy Ron) Real) + hy Rage) 8S" Y a 


w= 1 


The expressions R,,;(@) and Z,(2) are defined in (12). 


It is easy to accomplish the indicated calculations. Before all, we have 
from (12) and (15) at once 


Rat) ho R,zlr) = > LA 7 + n) I,(e;) + €, TAN, | 


Se 4 Sau 3 | 


and so it remains to evaluate the integral in the denominator of (19). 


(19.1) 
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On the one hand we find by means of (5) 


Se Ss —s 
‘ad > 


OF 719 1 Wf 7! / | 
/ ( ; Zi — ze) dz = / (—2, 2, — 23?) di = 2,2, | = hy Z2(s) + hy Zi(—S) 


, 


on the other we obtain from (8.2) and (11) for 6 = 6, 
f Of 2 19 - Oj 9 


Adding these two results together gives 


Ss 


| Zi) dz = s (1 + Cj) + ra [h, Z2(s) + ho Z2(—s)] , 
or again, by (11) and (12) 
> ARE S {2 Of (0; + his?) + s [hy 6g + hy (6, cos2 6, + hy s sin2 Op)? ]} 
i A u wane OF (0, cos 6, + A, s sin bp)? ; 


§ 3. Finding of u, 


We again assume #, in form of a linear combination of particular integrals 
v,(0, p, 2; t), as given by (8.1) and (8.2). 
Substituting v, in the first and the last equations (6) gives 


elie) + (ort n) Lie) =0, C(dcosd + hy s sind) + dsind — h,scosd = 0 


n+1 


and we obtain a doubly infinite set of particular integrals 


(0, 9,250) = K,,, (0) D,.(0) Z,2(2) Da mel, 12.6, Bel, Spee ee) 


with 
R, x (0) — 1,28 0) f D,.(P) == An cosn Pp a As sinn YP, | 
On x COS On % (1 + =| + hy 5 Sind, y (1 Ar = ) | 
ARE ce, DT COS AN) 


e,, are the roots of the first equation (20), 6,4 and A are connected by the 
relation (8.2). The integrals (21.1) satisfy not only the basic equation (1), but 
also the first and the last relation (6). 


(19. 2) 


(20) 


58 VACLAV VODICKA ZAMP 
Putting 


u,(9, 92; t) = Diode v„,(0, YP, 2, = He D R,,#(0) D,.(P P) Znx(2) (22) 


we find from the second condition (6) 


00 00 


fet ST STZ, (s) + Ar Zul] Runle) Drap) = 1 g(a, p) €". 


n=0k=1 


This leads to 


en (23) 
a? 
and 
| AN PA) Er hy Zha(s)] R, (0) ay hy ,1(0) ; Wie 0; is 2, Re (24.1) 
Beil 
D Ay [Z,,(8) Tin hy Zur(s)] R, (0) = hy Bn 2(@)> Ses 1, 2, TS (24.2) 
=a 
with 


1 na En1(0 1 f cosn & À 
ol) = >= | g(e, «) du, = / gle, ane da; | 


Sin N a 


0 0 
Vial Oe eae 


Now, we have for each pair of indices k +1 (k, 1 = 1, 2,...) by the theory 
of cylindrical functions (primes denote the o-derivatives) 


1! / En k me 
Q Rx (@) =e kR,r(0) u | Te 0 à 0 ) R,,,(@) 


and from this in the well-known way — see also the first equation (20) — 


ie it. Rik 0) R,,,(0 0) do = = { 0 [Real (0) R,,;(0) = R (0) R,,(0)] len un 
Hence, we have obtained the following relations of orthogonality 


fe R,,(@) R,,,(0 0) do = 0; 


CS Rica: Lip tan Lil 


(25) 


————— 


Lu, PUIG (Dee 
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and each function g(o) of the well-known wide class can be represented by the 
Series 


| o g(o) R,,,(0) do 


g(o) = La GR (ay, EM ee - Te N Le 0020) 
= [o R2,(0) do 
0 
Thus, the equations (24.1)-(24.3) lead to 
(k) 
41) = a Ay Ge) 7: Ai) ree 6, FAR | 
u Zu) + Ay Zop(s) ? "À Zus) + hi Zus) ? (27.2) 
al, 2 2, ; | 
wherein 
| o Rio) do [e(o, a) da 
(k 1 0 0 
Go = re er 2 
/ o Re (a) do 
0 
4 er T. COS A (27,2) 
Gt) lo n k(0) do | g(o, oc) sinn & 
ni + 1 0 = 0 4 
Gy si DA i k 
= fo Ry ,(e) do 
0 
Red ay nel, 2. | 


Using (21.2), (22), (23), (27.1) and (27.2) gives the wanted solution 
U] = U,(0, p, 2; t) of our second partial problem 


vie 27 


a | fe Rx (6) do | g(o, x) dx 
En Ry) Zune) 
Tu | [Zials) + ha Zonts)/ 0 R3 (0) do 
| (28) 
+ R, ,(6) do | g(o, «) cos n (p — a) dx | 
Pas SE Rule) Zune) 
DZ, MZ Aie led | 
0 


The expressions R,„;(o) and Z„,(z) are defined in AIR ZN: 
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We now proceed to accomplish the operations indicated in (28). Before all, 
we have by (21.2) 


Fa Dee acre (y+ hy) s 6, , 6032 0,7 4 (hy hy Ss? = Of ,) sin 2 6,5 | 
nk 1 “nk > 


s (6,, cosd,, + ha S sind,,) 


(28.1) 
Bl Sn ema.) lee eee | 
Now, many technicians will perhaps find useful the following consideration 


making possible to calculate the other integrals entering in (28). li y= y@) 
is a solution of the equation (x + 0, p > —1) 


ey Lay eat, 


then we have to determine M UE 
Multiplying the above equation by 2 y’ gives 


a ay? 
ae 


and from this we obtain (X is a constant of integration) 


Me ly? ; 
— [x2 y'? — p2y2— 2 x? B [x x2 * =: De) 2 dx 
er p x? K] = jp = ay — 2 x y? dx. 


Thus, the wanted integral is 
at. il SL. ER, ; a 
| xydx = — Sr Merz paye gay CK, 
Applying these results and taking into account the facts 


RA) +h, R07) = 0, R,,(0) = 1,(=8 0); bl ae 


we find successively 


Y 


SUR 2 Eh r 
15 Rixlo) do— ue ( Pk: n2) R25{o)— 0? Ruß) 


ù o=0 


= gle [da + 9) RE) — REG) 


ere Pie ?) Re”) 


7? 


= za (tnt hor) Les), 
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or finally 


Y 


| o R2,(c) do = 7 (2, + n° Hr) Bes | 


N 


= ~ “WR 
k= mar ae 11 — 0 Dee | 


Recapitulating our results the solution #, of the second partial problem (1), 
(6) is determined by (28)-(28.2). Herein R,;(0) and Z,,,(z) are defined in (21.2), 
the values &,; denote the roots of the first equation (20) and 6,4 are given by 
the formulas 


mo Ve DR NE RAR Ben I au 


§ 4. Determination of us 


Here we can proceed in two different ways. Firstly, it is obviously possible 
to repeat almost without change the procedure applied at determining the 
partial solution w, and secondly we can obtain the wanted function u,(9, @, z; t) 
without any calculations directly from (0, @, z;¢), i.e. from the expression (28), 
writing h(0,@), ©», —h, —h, and —s in place of g(0,9), w,, 4, h, and s. 
This is evident by comparison of the relations (6) and (7). 

Applying the second way gives at once 


r 27 


as fo Ro, (9) do | ho, x) da | 
Pee ge hae Rosle) Zon) 
5 | [hs Zu,(= 5) — Zul] o Ri ,(0) do 
ba I (29) 
u Se Rune) do | ho, a oar ade | | 
+2 3) ——————;—— RB, 0) Zi) |, 
"Che 2,105) — Zin(-9)/ 0 R,(0) do | 
where ; 
Sn 4 COS, p (1 2 . + Mssinô,s (1 = 4 | 
Runle) = 4 = 0); Zur) On COS On, + Aıs sind, Ne) 
ey al een a es D EME | 


and from this 


3 


ha Z,4(—S) — Zul 3) 5 (Sng COS dpx + My S sinn) | (29.2) 


(Ay + ho) s 6,4, COS 2 0,7 + (hi hrs’ — Onn) Sin 2 6,4 | 


PRINT EN a Zt 
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The integrals entering in the denominators of (29) are again given by (28:2), 
e,, denote the roots of the first equation (20) and the values 6,,, are defined 
by the formulas 


Eur = Vor + I ie el eo, 


§ 5. An Important Special Case 


Our solution implies most problems of this kind treated occasionally in 
literature. We expressely notice the case where the surrounding temperature 
fluctuations have constant amplitudes, say Ap, A}, 4. 

Here the resulting heat waves in the solid are given by u = u% + u, + Up, 
wherein 


x | Z,(C) dé 
Uy = ho? Ag €" a 5 — = al z e)Zx(e) , (30) 
=] lad 
[ho r Ioler) + Ex Ten) | ZU) al 
pm fe R,,(0) do 
u = M Aye" D = a. Fr m 1 0) Zox() ; (31) 
k=1 : \ 
[Zoe(s) + fy Zorts)] | o Rôx(o) do 
0 
sia fa R,,(0) do 
iS h Al ei wat _— "0 à MI mt =. De ST 
2 2 9 2 > D 5; e) Zoe). (32) 


[ty Zyx(—s) — Z4,(—)] | o RG, (0) do 
0 


The expressions Z,(z) from (30) are defined in (12), 10 dd is given by 
(19.2) and for [Z,(£) dt one obtains readily ry 


2 (hy 04 + he Ô cos 2 Ô + Aıh,ssin2ö 
iG We === i Vk k k x) 
[2 wl) de OF, (0, COS dy + hy s sin d,) j > 


N 


The values ö, are positive roots of the equation (10), &, are defined in (19.1). 
As for the expressions entering in QUE Zox2) are determined in (21.2), 


Zon(s) + hy Zox(s) in (28.1), the integrals fo Rôx(o) do are given by (28.2) and 
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Jo Rox(o) do is found, by means of the relations 


Eur 


12 Rj ;(0) a Ro ,(0) nsc K5x(0) —.0,, Ro, (7) =e ho Ro, (? r)=0, 


to be equal to 


: v3 
| o Rulo) do = —— Ile); R=1,2,...- (34) 
0 
The roots &), of the equation 
él(e) + hor Ile) = 0 


and the values 6); are connected together by (28. 3). 

And finally, 2 ,(z) in (32) are defined by (29.1), hy Zox(—s) — Zo,(—s) by 
(29.2) and 69; can be found from (29. 3). All the other expressions and quantities 
entering in (32) are the same as in (31). 

Although no substantial difficulties arise in the effective evaluation of each 
concrete case, belonging calculations are nevertheless very toilsome, on account 
of a comparatively general conception of our beginning problem (1)-(3). 
Fortunately, it often can be assumed in technical practice that the surrounding 
temperature fluctuations have the same constant amplitudes and frequencies 
and that also the heat transfer is the same at all the boundaries of the body in 
question. Denoting those quantities by A, w and h respectively, the above 
general theory leads easily to the following expressions for the resulting 
temperature distribution u — u, + u, within the solid: 


®,; en) On 2 
en) tot A k 07 4 
M0 24) =ZAhre BAR Il 7 0) cos, 
sin Ô fe 2, iws? 2 
D, = D,,(hs) = = ake - - Mie V- (0; ap | ; | 
(1 + prie 5) 
— 42 (0,2: 0 =2 4h get) = Bar. be I 0) COSA, 2 
a Ne 2h i h cos), s— A, sind, s Ar wg 
Jıler) We (36) 


Dix = Por (hr) = ex (Je (ex) + J(e (ei + 2? 7?) Joex) ? 


2 io 
| Es a) 
the values 6, in (35) and e, in (36) denote positive roots of the equations 


ötgö=hs, eh) —hr fle) = 0. (37) 
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The other expressions in (35) and (36) are to be computed, to the best of 
the author’s knowledge, separately for each concrete technical case. Calculations 
are made slightly easier by the fact that «, contains only even powers of &; 
and similarly #, even powers of 4. 


§ 6. Final Remarks 


1. The solution # of our problem (1)-(3) is given by-(4), (19), (28) and (29). 
It is not difficult to recognize the wave character of each component uy. 

2. Naturally, our conclusions hold only for hy > 0, h, > 0 and h, > 0. For 
all coefficients h of heat transfer may always be supposed to be positive and 
the limiting process > 0 generally does not lead to correct results for the 
case, where the respective boundary is impervious to heat. 

3. Our deductions can evidently be applied to several important industrial 
questions. 


Zusammenfassung 


Vorliegende Arbeit bringt eine vollständige theoretische Berechnung des 
Warmeregimes im endlichen Kreiszylinder, dessen Oberflache periodischen 
Temperaturschwankungen mit lokal veranderlicher Amplitude ausgesetzt ist. Die 
Ergebnisse sind auf eine Reihe technisch wichtiger Falle anwendbar. 


(Received: May 8, 1956.) 
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Knicken eines gestreckten Gelenkstabzuges 


Von Hans-H. Gasser, Lungern (Schweiz) 


Wird ein Stab zentrisch gedrückt, so knickt er unter einer bestimmten kriti- 
schen Last aus. Dabei kann die Knicklinie einen Wendepunkt haben, was bedeu- 
tet, dass an dieser Stelle wahrend des Knickens kein Biegemoment entsteht. Man 
kann sich daher fragen, ob dort ein Gelenk angeordnet werden darf, ohne dass 
dadurch die Stabilität beeinträchtigt wird. 


Die folgende Untersuchung zeigt, dass das in einem Fall tatsächlich möglich 
ist, in andern Fällen aber nicht. 

Zu diesem Zweck soll zunächst das Knicken eines Systems nach Figur 
untersucht werden. Hier sind zwei Fälle zu unterscheiden: a) Der Stab 1 knicke 
vor dem Stab 2 aus. Für 1 liegt somit der einfachste Euler-Fall vor, und da die 
Belastung von 2 auch nach dem Knicken zentrisch bleibt, wird das Gelenk 
zwischen 1 und 2 nicht verschoben. b) Der Stab 1 sei so kräftig, dass der Stab 2 


unter genügender Belastung ausknickt. Für diesen Fall soll nun die kritische 
Last berechnet werden. 
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Der Stab 1 habe die Länge a, der Stab 2 sei homogen und prismatisch, unten 
total eingespannt und habe die Länge /. Die Differentialgleichung der elastischen 
Linie kann nach der Energiemethode ermittelt werden. Diese benützt die Tat- 
sache, dass für das Gleichgewicht des Systems die Summe der potentiellen 
Energie der Belastung und der Deformationsenergie stationär ist. 

Die Verkürzung der Stäbe unter der Belastung beeinflusst das Knicken in 
der zu beobachtenden Näherung nicht. Demnach ist die potentielle Energie der 
Belastung 


L 
V=-Pla- ya? - y:l)]—-P , [yi- y’2(x) “| 


Die Deformationsenergie ist 


l 
is | si an 


0 


Die Variation 6[V + U] = 0 ergibt die Differentialgleichung 


Pate Ey. yY =; Figur 1 
: > Mechanisches System, 
sowie die dynamischen Randbedingungen 


y"(l) = 0 (M = 0 im Gelenk) 
und : 


12 [72 Ir vo] + EJy"(l) = 0 (Gleichgewicht der Querkraft im Gelenk). 
a 


Nimmt man noch die zwei kinematischen Randbedingungen 
y(0)= 0 und  # (0) = 0 (totale Einspannung unten) 


dazu, so kann die Differentialgleichung 4. Ordnung gelöst werden. Ihr allge- 
meines Integral ist 

y(x) = À cosx x + Bsinxx+Cx+ IB); 
wobei x2 = PJEJ ist. Setzt man y(¥) in die 4 Randbedingungen ein, so erhält 
man ein 4gliedriges, homogenes Gleichungssystem für die Unbekannten AB: 


@rund. D: : | | a 
Soll eine nichttriviale Knicklinie möglich sein, so muss die Determinante des 


Gleichungssystems 


1 0 0 ie) 

=i 0 x 1 0) 

Ar) = | cosxl sinx/ 0 0 | 
| 0 0 ae! 


verschwinden. A(x) = 0 führt auf die transzendente Gleichung 


x(a+l)=tgxl. 


ZAMP VIII/5 
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Mit dem Verhältnis (a + /)/1 = u folgt 


| uxt = text. (I) 
Aus Gleichung (I) kann x bestimmt werden, womit die kritische Last 


| Part, = EJ | (IT) 


berechnet werden kann. | : 
Die Gleichung (I) kann nach Figur 2 graphisch gelöst werden. 


Figur 2 


Graphische Lösung der Gleichung (1). 


rallies w= es eo) =O? ar let Val): P beliebig; 

b) a + ©; PME Euler-Fall; 
Wall 2s Ban: GE tg [A >= Og Ht se Oe 
iseilll sip j= ale = (05 xl= 4,49 (P= 20,16 BJ /l?): Euler-Fall; 
Fall 4s 12220, Va: 4,49> xl> x: Stab 1 ist Zugstab; 
Balls: = Os a = —l]; legs Euler-Fall; 
Halos OX GE = TL T2. 


Vergleiche die entsprechenden Knicklinien in Figur 3. 

In einem zweiten Schritt soll das erweiterte System von Figur 4 untersucht 
werden. Weitere Gelenke kann man nicht mehr einführen, da sonst das System 
für beliebige Werte von P unstabil wird. Auch hier bleiben die Gelenke in Ruhe, 
wenn man annimmt, der Mittelstab knicke zuerst aus, da für diesen der einfachste 
Euler-Fail vorliegt. Interessant ist wieder der zweite Fall, wo die Stäbe 1 und 2 
ausknicken. Beide seien homogen und prismatisch. Sie haben die Längen /, bzw. 
l, und die Biegesteifigkeiten (EJ), bzw. (EJ),. Es ist noch zu bemerken, dass das 
Ausknicken der Stäbe nur in einer gemeinsamen Ebene möglich sein soll, da 
sonst Torsionsmomente auftreten würden. 


Die Differentialgleichung kann analog gefunden werden. Das Variations- 
problem liefert hier die beiden Differentialgleichungen 


P yi (a) + (E Dani (4) =, 
P yg (42) + (EN: vey (%2) = 0 
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Fall: 1b 


Figur 3 Figur 4 
Zur Diskussion der verschiedenen Knickfälle. Das erweiterte System. 
und die dynamischen Randbedingungen 


yi(Z,) = 9; Valle) = 0; 


P E — 


Valle) vi (h)] + (EJı 91 (1) = 0: 


P [7 = AU vi] + (E J)292'(l) = 0. 


Dazu kommen noch die kinematischen Randbedingungen 
y,(0) = yi(0) = Y2(0) = y3(0) = 0 (totale Einspannung). 


Mit den Abkürzungen P/(E J), = x? und P/(E J), = »3 sind die allgemeinen 


Integrale 
y, = A, 608%, #1 + Bı Sin“, % + ©. be, DE 


Yo = Ay COS #9 2 + By Sin x, #2 + (Ore ae D; 
Die 3. und 4. Gleichung der dynamischen Randbedingungen lassen sich nach 
Einsetzen der Ausdrücke für y, und y, auf 
Ci = Cy (6) 
und 
Ch +h+a)ED,+D,=0 
mit den 6 noch nicht verwendeten Rand- 


umformen. Die zweite Gleichung bildet 
Gleichungssystem für die 7 Unbekannten 


bedingungen ein 7gliedriges, homogenes 
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A,, Ay, By By, C, D, und D,. Die Determinante 


1 0 0 0 0 il 
0 1 0 0 0 @ il 
i © 0 My 0 1 0.0 
ae: 0 0 %, 1 00 
COS #1 4 0 sin x, Iı 0 0 0 0 
| 0 COS Hy lo 0 State) Us 0 
0 0 0 0 (abe) it al 


gleich Null gesetzt, ergibt die Gleichung 
il 1 
u + lo 4 a= En tg x I, + Fc De 


Mit J, + 1, + a = L (Gesamtlänge), Z/l, = u, und L//, = u, folgt 


1 tea it a tg x» lo 7. (um) 
(Ha x dy Ms #3 ly 


Das Verhältnis der Winkel x, /,/, /, ist durch das System gegeben, da 


und somit 


ist. 
Für die graphische Lösung der Gleichung (III) zeichnet man am besten die 
beiden durch u, bzw. u, dividierten Funktionen tgx, /,/x, 1, und tg x, 1,/x le 
übereinander und sucht die Punkte, an denen die Ordinatensumme gleich 1 ist. 
Die Funktion tgx//x7 ist zum besseren Verständnis der folgenden Diskus- 

sion in Figur 5 dargestellt. 
tgul 


ul 
A 


+1 —— 


3 We 2T 


Figur 5 
Zur graphischen Lösung der Gleichung (III). 
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Ist a positiv, das heisst, ist der Mittelstab auf Druck beansprucht, dann ist 


und die Lösungen x, /, und x, 7, liegen beide im Intervall 0< x/< x/2 (Figur 6, 


Fall 1). 
Ip Ir I ; IP 


3 


Figur 6 


Die verschiedenen Knickfälle. 


Ist u, = u, und x, = x, (symmetrisches System), so liegt die kleinste Lösung 
xl ebenfalls im Intervall 0< x/< 2/2. Die zu ihr gehörende Knicklinie ist 
antimetrisch (Fall 2). Die nächsthöhere Lösung ist #/ = n/2. Der Mittelstab 
bleibt senkrecht, und für die Stäbe 1 und 2 liegt ein Euler-Fall vor (Fall 3). 
Brstifür @ = 0, wo 


ist, ist die kleinste nichttriviale Lösung x / = 7/2 (Fall 4). 

Liegt das nunmehr einzige Gelenk nicht in der Mitte, dann ist x/ des einen 
Stabes knapp über, jenes des andern Stabes knapp unter n/2. Die genaue Form, 
insbesondere das Auftreten eines Wendepunktes kann erst anhand der ausge- 
werteten Funktionen y, und y, ermittelt werden. 

Ebenso ist für a< 0 x, /, und x, /, grösser bzw. kleiner als r/2 und bei Sym- 
metrie gleich x/2 (Fall 5). 

Mit den Gleichungen (I) und (III) kann nun die am Anfang gestellte Frage 
beantwortet werden. 

Für den Fall, wo das eine Ende der Stütze total eingespannt und das andere 


Ende gelenkig gelagert ist, beträgt bekanntlich 


und der Momentennullpunkt ist 0,30 L vom eingespannten Ende entfernt. Ordnet 
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man dort ein Gelenk an, dann ist in Gleichung (I) 


einzusetzen. Sie ergibt als kleinste Lösung x / = 1,35. Hieraus nach (II) 


aoe 1 2 
y? nn rn 2 20.16 ER 
=xEJ Tee US dl s 


pe 
Der Knickvorgang wird hier tatsächlich durch Einführen eines Gelenkes im 
Momentennullpunkt nicht verändert. : 
Anders liegen die Verhältnisse bei der beidseitig eingespannten Stütze. Ihre 
kritische Belastung ist nach EULER 


Führt man a) nur in einem Wendepunkt (hier im Viertelspunkt) der Knicklinie 
ein Gelenk ein, dann ist J, = L/4, J, = 3 L/4 und a = 0. Somit u, = 4, us = 4/3 
und x, J,/x» l, = 1/3. Gleichung (III) lautet 


Ae A 3 tg3 Hh, 


: == il), 
4 #1 IR 4 3 #1 un 
oder 
ga, 1, te3suh = 4 x, 1,. 
Eine Lösung ist x, !, = n/2. Daraus folgt 
2 N n° Ei 
Popit. Et xi(E J), 4 ö RR 4 : (L/4)2 — ig Js; ff n 


in Übereinstimmung mit obigem Wert. Es gibt aber noch eine kleinere Lösung 
im Intervall n/3> x/> x/6. Der Knickvorgang wird in diesem Fall verändert, 
da das System schon unter der kleineren kritischen Last ausknicken wird. Bei 
Variation der Gelenklage kann die Knicklast erhöht werden und erreicht den 
Höchstwert, wenn das Gelenk an einem Ende liegt, was dem vorgängig behan- 
delten Fall entspricht und daher hier sinnlos wird. 

Wird b) in beiden Wendepunkten des beidseitig eingespannten Knickstabes 
ein Gelenk angeordnet, so ist L=1,= L/4, a= L/2 und somit u, = uw, = 4 und 
#1 l1/%9 lg = 1. Gleichung (III) lautet 

I tees estas 


| 
Ï 


4 xl 4 Hy Ly 


Die Lösung x, /, = x, l, = n/2 stellt wiederum den Euler-Fall dar. Aber auch 
sie ist nicht die kleinste Lösung. Das Verhältnis u = 4 braucht demnach nicht 
das günstigste zu sein. 

‚ Zum Schluss soll für den zuletzt beschriebenen Fall jenes u gefunden werden, 
bei dem P,,, maximal wird. In diesem Idealfall wird die kritische Last für den 
und das ganze System gleichzeitig erreicht. Der Mittelstab, der die 

änge 


Belle he 22 = L(1 a 
Lu 
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hat, knickt nach EULER unter 


ES eo JE If 
P, LÉ gr 2 Ne WANN 
SE a? L?2(1 — 2/u)? 


aus, das ganze System aber nach Gleichung (II) unter P,,, = x? EJ. Durch 
Gleichsetzung erhält man x = x/L (1 — 2/u), woraus x! = x Lu = x/(u — 2) 
oder u = (x + 2 x l)/x 1 folgt. Gleichung (III) heisst etwas umgeformt 

2 

m tgxl=xl. 


u eingesetzt ergibt 
2 


~~ —tgxl=1 
z+ 2x1 8x è 
woraus x/ = 1,23 als kleinste Lösung berechnet wird. Daraus folgt u = 4,55, 
und die Länge des Mittelstabes wird 0,561 L. 

Die kritische Belastung ist 


12; 


krit. 


| 1232 , 313 ES 
aeg ee, Je 
ET Ep Pol 


somit im günstigsten Fall noch 79% von derjenigen der durchlaufenden Stütze. 


Summary 
The buckling of a multi-pinned bar (see Figures 1 and 4) has been investigated. 


In particular, the influence of pins along the bar at the zero-moment points is 
considered. 


(Eingegangen: 30. Juli 1956.) 


The Second Fundamental Problem of Elasticity Applied 
to a Plane Circular Ring 


By WıLLıam A. Gross, Murray Hill, New Jersey, USA!) 


Introduction 


H. REISSNER?) has discussed the problem of a plane elastic ring under dif- 
ferent boundary conditions. One of the terms in his general solution appears 
to be in error. 

The general solution of the second fundamental problem, that in which 
boundary displacements are specified, for a plane circular ring is given here. 
The complex variable method of N. I. MUSKHELISHVILI?®) is used. The solution 
of a particular problem, that of a ring with fixed outer boundaries and a rigidly 
translated inner boundary, is compared with the solution of H. REISSNER. 


1) Murray Hill Laboratory, Bell Telephone Laboratories, Inc. 
2) H. REISSNER, Jb. wiss. Gesellsch. Luftfahrt 1928, 126 ff. x 
3) N. I. MUSKHELISHVILI, Some Basic Problems of the Mathematical Theory of Electricity, 


Radok translation (P. Noordhoff Ltd., 1953), p. 218ff. 
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CS 
bo 


Analysis 


It may be demonstrated [MUSKHELISHVILI’), p. 138], that, if g(z) and w(z) 
are holomorphic in a plane region G, admissible stresses and displacements in 
polar coordinates are given by 


Cyr a) 4 Re P' (1) 
6,—i0,9=2Rep — &°[zg" + y, (2) 
2u(u +iu)=e fe p— 2 — y], (3) 


in which z = re’, u is the modulus of rigidity, and x = (3 — v)/(1 + v) for plane 
stress or 3 — 4 v for plane strain, v being Poisson's ratio. 

Let the inner radius of the ring be « and the outer radius ß. Represent the 
known boundary displacements by the Fourier series, 


2 u(u, +iu,) BE A (4) 
on” =a; and ve à 
2u(u, + iu, = a Be (5) 
om = fF, Set % 
o = A logz + > ae, (6) 
and sr = 
w= x A loge pe (7) 
= 


The first terms in equations (6) and (7) imply single valued displacements 
everywhere in the ring. The coefficients are determined from equations (3), (4), 
and (5). 

4 le Ba AL ee AB PE A et) 


| mea À ne a 
22 (a2 + Bt) log À — 2 (82 — a8) 


a 


a, TZR a) (9) 
Ds =a? |x 2 GA A (10) 
% Ay — by = A_y~ 24 A loga+ 242% , (11) 


and 


OBES aa Ai cee RD al FU SB" Ps) (CR BPD 


LE 942 („In er p4—2n) (ar = Br) +n (n — 2) (p2— a2)? 


b Fr a [Ag = x a, a” == (2 > n) a a ; (13) 


2—"n 


Se all n different from 0 and 2. a, and b, do not affect stresses and enter into 
isplacements only in a combined relation like that of equation (11). 


” 
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Example 


| Let the inner boundary of a plane circular ring be rigidly displaced 6 in the 
direction. = 0. Fix the outer boundary at the unloaded position. Hence ony = ß, 


2 (4, Tr) 0, 


2u(u, + iu) = 2 ede Er 
It follows that A_, = 2 u 6 and all other 4, and B, are zero. Only the following 


real coefficients are different from zero: 


era Di Bine PO (14) 

M (at + 62) log À — (BE 02) 
a u 105 
9 x (a2 ae B?) ’ ( ) 
il ed hE A 16 
DE op eB (16) 

: A Le 
Et E log — — m3 a ; (17) 
It follows from equations (2), (3), and (4) that 

o,,=[(3+ *) Ar '4+ 2a,r+ 2b_,r”]cosd, (18) 
OF Len Kell x) A ae 6a, 7 — i eel cos 6, (19) 
6,9 =[(l1— ~) Ar l+2a,r+ 2b_,r®]sin®, (20) 


u, = (2 AE [2%A logy + (x — 2) a, y+ x ay by — Non cos (21) 
Uy = (2 pw)? [—2% A logy + (x + 2) a, er, ay + by — Ab, y ”]sind. (22) 


For the same problem (REISSNER?), p. 130), gives, in the present notation, the 
complex displacement 


u, + 1 Up = ee er 3 (23) 
log 


[04 


which obviously satisfies the boundary conditions, but not the equilibrium 
equations. 
Zusammenfassung 


Ein ebener Kreisring mit vorgegebenen Randverschiebungen wird mittels 
der komplexen Methode nach N. I. MUSKHELISHVILI behandelt. Es wird ein ein- 
faches Beispiel gelöst und die Lösung mit der fehlerhaften von H. REISSNER 


verglichen. 


(Received: July 31, 1956.) 
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A Graphical Method for Determining the Coefficient of Viscosity 
of Newtonian Liquids Using an Oscillating Cylinder Viscometer 


DE 
By Att ABDEL KERIM IBRAHIM, Alexandria, Egypt’) 


Consider a Newtonian liquid of coefficient of viscosity 7 in gem !s-! and 
density o in g cm # is placed between the two cylinders. By varying the frequency 
n in c/s of the outer cylinder, the angle y, i. e. the phase angle by which the inner 
cylinder lags the outer cylinder is changed and according to my equation [1]?). 

NE nord ER (y + do)coto, (1) 
where 
b—a eg To?—7T b+a 
Sore PTT —  — 


d 


I 


2x Las?! ae 
b is the radius in cm of the outer cylinder, a the radius in cm of the inner cylinder, 
I the moment of inertia in g cm? of the inner cylinder, t the torsion constant of 
the wire in gcm? s~? and Z in cm the depth of immersion of the suspended 
cylinder. 

If tis very small compared with J w?, we have, 


34 I 
n=2wde 24k err +d e| cot y. (2) 


If the end effect e is considered, equation (2) becomes 


F 1 
LA mil EU | 
1] ode FINE d p| cotp. (3) 


This equation represents the coefficients of viscosity n of non-elastic liquids. 
It therefore follows that if tan p be represented by Y and « be represented by 
X, then the relation between Y and X is linear and may then be written. 
K 
PORTE (4) 
where 
e i 
Kan ne LE TS | 
É ee; 


K depends on the dimensions of the apparatus used and the density of the 
liquid under test. 

It therefore follows that the slope of this line is K/n. The figure shows MAR- 
KOVITZ et al. [2] results taken with standard viscosity oil obtained from the Na- 
tional Bureau of Standards (OB-5 oil). 

The obtained graph is considered to be satisfactory. The agreement indicates 


that there is no end effect; e — 0, and therefore the effective depth of immersion 
is the actual depth. 


1 : A : ; - - 
,) Physics Depar tment, Faculty of Science, University of Alexandria. 
) Numbers in brackets refer to References, page 75. 
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The following table shows the results for the liquid examined: 


n in Poises 


| K Slope X/n 


from slope | from a paper 


0-40 0-470 x 10-2 


85-1 | 91-6 


It is seen from the figure and table that equation (3) gives a representation 
of the experimental facts. 
Also the figure shows that y approaches z/2 as the frequency is increased. 


fan © 
À 


6 


The variation of tanp ® for National Bureau of Standards oil OB-5. 


REFERENCES 

[1] Arr A. K. IBRAHIM, ZAMP (in preparation). 

[2] MarKow!7z et al., Rev. Sci. Inst. 23, No. 8 (August 1952). 
Zusammenfassung 


Es wird ein zweites graphisches Verfahren dargestellt, welches gestattet, die 
Viskosität zäher Flüssigkeiten zu ermitteln. 


(Received: June 4, 1956.) 


76 Kurze Mitteilungen — Brief Reports —- Communications brèves ZAMP 


On the Motion of a Projectile in the Atmosphere 


By Vi-CHENG Liu, Ann Arbor, Michigan, USA!) 


Abstract 


The equation of rectilinear motion of a projectile which moves in an atmos- 
phere, of which the density decreases exponentially with the altitude, is solved. 
[t is found that the velocity of the projectile can be expressed explicitly in terms 
of confluent hypergeometric functions. This theory is applied to treat two 
specific problems: (1) the flight analysis -of a sounding rocket during the free- 
flight period and (2) the calculation of ambient temperature from the trajectory 
of a spherical projectile. 


1. Introduction 


The theory of flight of a ballistic projectile in a resisting medium dates back 
to NEWTON. In the meantime, various approximations for the flight parameters 
which are involved in the equation of motion have been used [1]?). The most 
important ones are the aerodynamic-drag coefficient of the projectile and the 
ambient-air density. The former is usually considered as functions of Mach 
number, the latter as functions of the altitude. 

The theory of flight of a sounding rocket during the free-flight period deals 
essentially with the same problem as that of a ballistic projectile. The only 
difference is that the air-density factor is more critical because of the extreme 
altitude attained by the former; hence, a more realistic approximation to the 
ambient-air density is necessary. In view of the multiplicity of parameters in- 
volved, the equation of motion of the projectile (or rocket) is generally treated 
either by a laborious method of step-wise integration or by the analog computer 
technique. 

A recent experiment [2], in which a falling sphere is used as an ambient- 
temperature probe in the upper-atmosphere measurements, stimulates new 
interest to the trajectory problem. Measured trajectory data of a spherical pro- 
jectile are used to determine the ambient-air density, from which the ambient-air 
temperature can be derived. 

In this note, new approximations to the aerodynamic-drag coefficient and 
ambient-air density, which are believed to be more accurate than previous repre- 
sentations [1], are introduced. Particle drag, which is caused by the presence of 
aerosols in the atmosphere, is allowed in the present analysis. This, of course, 
warrants consideration only in some special cases. 

It is found that the projectile velocity is expressible explicitly in terms of 
confluent hypergeometric functions. The significance of this result, which is 
believed to be new, is twofold: (1) In treating ‘direct’ problems, for instance, 
like the trajectory analysis of a sounding rocket, the present theory can be used 
to save the labor of step-wise integration if tabulation of the particular confluent 
hypergeometric function is available. (2) In the case of an ‘indirect’ problem 
such as the computation of the ambient temperature from a falling-sphere 
trajectory, it can be applied with advantage because of the elimination of the 
numerical differentiation process which is involved in the original theory [2]. 


1 ; à Se : 
2) High Altitude Engineering Laboratory, University of Michigan. 
“) Numbers in brackets ref.r to References, page 81. 


ST 
ST 
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2. Significant Forces 


The word ‘projectile’ is used here referring to any axially symmetric body 
in free flight. We restrict our discussion to the case with negligible spin and yaw. 

The force system acting on a projectile includes: (1) the gravity mg; (2) the 
buoyancy gg V, where V represents the volume displaced by the projectile, and 
o the ambient-air density; (3) the aerodynamic drag D; (4) particle drag d, which 
is caused by the presence of aerosols in the atmosphere; and (5) the inertial force 
(m + Am) dv/dt, where Am, Munx’s apparent additional mass, is equal to one 
half the mass of air displaced by a spherical projectile; and dv/dt, the projectile 
acceleration. 

The buoyancy and the inertial force of the apparent additional mass are 
significant only for projectiles of the balloon type. Though, under sea-level 
conditions, the particle drag due to water droplets, for instance, may be insigni- 
ficant when compared with the aerodynamic drag, it is conceivable, however, 
that in the cumulus clouds at high altitudes, the drag due to water droplets may 
become significant. While the water-droplet content depends primarily on the 
ambient temperature, the ambient-air density decreases with the altitude expo- 
nentially. 

It is not intended here for us to become involved in detailed computation of 
the particle drag. Rather, we shall investigate its effect on the projectile motion 
since the particle-drag term in the equation of motion follows a functional 
dependence upon the altitude, which is, in general, different from that of the 
aerodynamic drag. As a first approximation, the particle drag is prescribed as 
d= C,oA v?/2, according to the Newtonian concept of drag. The particles are 
assumed to be mass points at rest; hence, C, should depend only on the position 
and shape of the projectile and be independent of its size A und velocity v. The 
particle concentration is represented by a. 


3. Approximate Representation of the Aerodynamic-Drag Coefficient 


It can be demonstrated with a dimensional analysis that the aerodynamic- 
drag coefficient, defined as Cp = D/(o V* A/2), for geometrically similar projec- 
tiles depends primarily upon the Mach number and Reynolds number. For 
projectiles moving at high speeds, the dependence of Cp on the Reynolds number 
is much less significant than that on the Mach number except in cases for which 
the Reynolds numbers are low, such as those at the high altitudes. In those 
cases, however, the aerodynamic-drag force is usually negligible as compared to 
the gravity. | 

For a specific projectile, the variation of Cp with Mach number M, in general, 
shows distinctly different characteristics in the three Mach number ranges : 
(1) subsonic, (2) transonic, and (3) supersonic. Qualitatively speaking, Cp(M) 
starts with roughly constant values (for different projectiles) then increases 
gradually as transonic range is approached. During the transonic range it in- 
creases until the supersonic range begins. Cp(M) in the supersonic range decreases 
with a gradient which is very large at first and gradually diminishes to a small 
value. 

Reliable values of Cp still rely mostly on measurements from model tests. 
Theoretical consideration may, however, serve as a guide to the choice of empiri- 


cal functions for prescribing Cp. 
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Consider separately the compressibility effect in the subsonic flow for slender 
and round bodies. In the former case, to account for the compressibility effect on 
the pressure coefficient, either the Prandtl-Glauert factor LME) Tor 
modified version of it (for instance, the Karman-Tsien formula or GOETHERT’S 
generalized Prandtl-Glauert formula) can be used. These factors, when expanded 


in a power series of M, can be expressed in the form 
On = (Cp MEET (3.1) 


after neglecting higher-order terms. In the latter case, as an index of the compressi- 
bility on the drag coefficient of a round body, the impact-pressure coefficient 
at the stagnation point can be shown to be 


M? 
Ste 


= 2 
G res (3.2) 


It has also been shown by measurements that the compressibility effect on the 
skin-friction coefficient and the coefficient of drag due to interference between 
body and fins can be considered as proportional to the powers of the Prandtl- 
Glauert factor. 

A large fraction of the drag force on a projectile in the supersonic flow are 
attributed to the frontal shock wave and the base pressure. For a typical body 
like a cylinder with a nose cone, the drag coefficient can be shown to be approxi- 


mately of the form 
Co + C, M-?. (323) 


The validity of the above expression is expected to extend to the hypersonic 
range [3]. Relatively less is known concerning the theory of drag in a transonic 
flow, which is a mixture of subsonic and supersonic flows. It is therefore sug- 
gested to use 

Gi = RC MEN CVS (3.4) 


as a general expression for approximating the drag coefficient of a projectile in 
the following analysis. Cy, C,, and C, in (3.4) are empirical constants to be 
prescribed for each Mach-number range. 


4. Equation of Rectilinear Motion of a Projectile 


Consider a nonspinning projectile which ascends at zero angle of yaw in a 
stationary atmosphere. By collecting terms of forces which have been discussed 
in Section 2, we obtain the equation governing the rectilinear motion of a 
projectile along the vertical axis y. 


it 
= (Cot C,M*+ C,M-9 A gv? | 
1 dv | 
+z Cad ovt— og V+ met (mt Amu = 0. | 


(4.1) 


For an isothermal atmosphere with temperature T in altitude interval (y — Yo), 
the ambient-air density can be expressed as © = 0, exp [— (y — y,)/H] where H, 


the scale height, is defined as kT/m, g (k = BOLTZMANN’S constant; m, = mean 
molecular mass of air) 
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To simplify equation (4.1), we introduce 
eu 


une a epee AS 
Z= M*= (ygH)1v2 x exp ae CCM pe (422) 
where y is the ratio of specific heats of air, and obtain 
az i BY : € 
de = C1229 (Coat 7) 2+ (Cya— 54 =), (4. 3) 


where 
a=AgH(m+Am)', B=C,AcH (m+ Am)-', | 


4.4 
0=2@Vy 1(m+Am)1, e=2my-1 (m+ Am) 1.) en 


Equation (4.3) is nonlinear and of the Riccati type. It can be transformed 
through use of the substitution 


A exp E / CZ ax| (4.5) 
into a linear equation À 
du f [ED he € 
nome. cols 0) 40. (4.6) 


Equation (4.6), which has a regular singularity at + = 0 and an irregular 
singularity at x = oo, can be converted into the canonical form 


20420 ra, : 
un, = a p= 0 (4.7) 
with 
2 2 ‘ 1 
a= 202%, DC, (32 2 Cu) p= wexp|Q— Fac] x, 
Haan : | (4.8) 
Le). a= > (5 5ß-aG,e-82)0-. | 


One of the fundamental solutions of (4.7) is the confluent hypergeometric 
function [4] 


ake Ora 
L ER x N = 
p(a, b, é) = 1 (a, b, &) = (b) n n! ; (4 9) 
where 
an Bari Gr I) Re, 
, (a)o = 1 
The other one is 
eb FRll+ta—-b,2-b;$) (4.10) 


provided b is not an integer. The general solution of (4.7) with nonintegral b may 
be written as 


©= BF (a, bé) + Ce Bl + a—.b,2= 6; &), (4.11) 


where B and C are arbitrary constants. Confluent hypergeometric functions have 


been fairly extensively tabulated ([5j, [6], [7]). | 
In view of (4.2), (4.5), (4.8), and (4.11), we obtain 


2e HD 5 a Co il x + (4.12) 
PACE 2 42 Du de 


v? 
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Because of the term (d®/dé)/®, one of the arbitrary constants of ® as given in 
equation (4.11) will be eliminated in equation (4.12) ior 0, Sime equation (4. 3) 
is of the first order, there is only one constant of integration. This is consistent 
with the physical aspect of the problem. The constant of integration is to be 
determined by the use of the boundary condition of the projectile trajectory. 

Consider the restriction on b in (4.11). Since b = —f, where ß is defined as 
C,AoH (m+ Am)-!, which, in general, is less than unity, the limitation on the 
values of b is not significant as far as the present analysis is concerned. The 
only notable exception is the case b = 0, which corresponds to the problem when 
the particle drag is null. 

Equation (4.7) with b = 0 has been studied by BATEMAN [8]. The solution of 
(4. 7) for this particular case is known as BATEMAN'S k-function. The general 
solution of equation (4.7), when b = 0, is bounded in the neighborhood of § = 0%). 

It is to be noted that when C, = 0, equation (4.3) becomes a linear equation 
of the first order, which can be integrated immediately in terms of elementary 
functions [9]. 

It is also to be noted that the equation of motion of a projectile with the: 
assumption Cp~ M~! (a satisfactory approximation for the wave drag of airfoil 
sections in hypersonic flows) and £ = 0 is again a linear equation of the first 
order if v and ¢ are used as a dependent and an independent variable, respec- 
tively [10]. 

It is interesting to note that the function y in equation (4.7) can be expressed 
in terms of Bessel functions provided that the condition 2 C, & = C, f is fulfilled. 
Other special cases of the confluent hypergeometric function will be obtained 
for the solution p when values of the parameters b and a in equation (4.7) fulfill 
appropriate restrictions in each individual case. 


5. Engineering Applications 
The result of the present analysis may be applied to the following problems: | 
5.1. Flight Analysis of a Sounding Rocket 


A rocket which carries sounding instruments to high altitudes for measuring | 
the upper atmosphere is called a sounding rocket. It is usually launched verti-. 
cally upward to gain the utmost peak altitude. In view of the simplicity of the 
designed trajectory, it is generally equipped with the least guidance. As a first 
approximation, it is plausible to assume that a sounding rocket with normal! 
performance moves rectilinearly at zero angle of yaw. Hence, the present analy-: 
sis can be applied in the free-flight period. 

For a solid-propellant rocket, which usually has large jet-propulsive thrust: 
of a short duration, we can estimate the burnout velocity and altitude by neg-. 
lecting the aerodynamic drag in comparison to the forward thrust. The classical! 


method is to integrate the equation of motion of a rocket with mass m as a 
function of time ?: 


dm dv 
CAP +m (s+ 2) = 0, (5.8 


where C is the constant exhaust velocity. This leads to 


ms g (4, — to), (5.2) 


3) This is pointed out to the author by Professor ROBERT C. F. BARTELS. 
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VC je (In =) dt — Ss g(t, 6): (5.3) 


Mo 


where subscripts 0 and b denote initial and burnout condition, respectively. The 
above calculations can be improved through an iterative process in regard to the 
aerodynamic-drag correction. 


5.2. Ambient Temperature Computation from Trajectory Data of a Falling Sphere 


The idea of using a free-falling sphere, of which the trajectory can be accu- 
rately measured, to probe the upper atmosphere for the purpose of measuring 
the ambient temperature was originally conceived by Jones[2]. This was 
carried out by incorporating a miniature Doppler receiver-transmitter in an 
inflated sphere, which was released from a sounding rocket near its peak altitude. 
The sphere trajectory is determined by a DOVAP system [11], which consists of 
a transmitter and an array of receivers on the ground. 

In an alternative scheme, as proposed by the author, the ground stations of 
transmitters and receivers are replaced by a mobile station which has a trans- 
mitter and a receiver just like those used in the DOVAP system except in 
miniature sizes. The mobile station is incorporated in a body, with negligible 
drag-to-weight ratio, which is to be released simultaneously with the sphere from 
the rocket. With this scheme, the velocity of the sphere, relative to an apparently 
null-drag trajectory or pseudo-vacuum trajectory, is obtained from Doppler 
cycles which are to be telemetered from the mobile station and recorded along a 
time scale. It is assumed that both the mobile station and the sphere fall verti- 
cally with no relative tumble. 

One serious drawback of the falling sphere method is the need of numerical 
differentiation of the velocity data in the process of computing ambient-air 
density according to the original theory [2]. As it is known, numerical differen- 
tiation is a notoriously inaccurate process because it exaggerates the irregulari- 
ties of the numerical function whose derivatives are to be determined. This 
process can be avoided if the present theory of projectile trajectory is applied in 
step-wise calculation of the scale height H, which is proportional to the ambient- 


air temperature 7. 
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Zusammenfassung 


Die Bewegungsgleichung eines vertikal ansteigenden Geschosses wird gelôst 
für den Fall, dass die Dichte der Atmosphäre exponentiell mit der Höhe abnimmt. 
Die Geschwindigkeit des Projektils kann dabei in konfluenten hypergeometri- 
schen Funktionen ausgedrückt werden. Die Theorie wird hierauf auf zwei spezi- 
fische Probleme angewendet: 1. Fluganalyse einer Vertikalrakete während der 
Zeit des schubfreien Fluges und 2. Berechnung der Umgebungstemperatur der 
Bahn eines sphärischen Projektils. 


(Received: July 30, 1956.) 
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Numerische Behandlung von Differentialgleichungen. VonL.CoLLATz. 
Zweite, neubearbeitete Auflage (Springer-Verlag, Berlin 1955 | Grundlehren der 
mathematischen Wissenschaften, Band 60]). 526 S., 118 Abb.; DM 56.-/59.60. 

Die zweite Auflage des Handbuches über numerische Lösungsmethoden für 
Differentialgleichungen unterscheidet sich von der ersten Auflage vor allem 
durch Aufnahme der in der Zwischenzeit gewonnenen neuen Erkenntnisse, ins- 
besondere der Instabilitätsphänomene bei numerischer Integration. Ausserdem 
wurde die Einteilung des Werkes etwas verändert, indem alle mathematischen 
Grundlagen im 1. Kapitel zusammengefasst sind. Es folgen wie früher: II. An- 
fangswertprobleme; III. Randwertprobleme bei gewöhnlichen Differentialglei- 
chungen; IV. Anfangs- und Anfangsrandwertaufgaben bei partiellen Differential- 
gleichungen; V. Elliptische partielle Differentialgleichungen; VI. Integral- und 
Funktionalgleichungen. H. Rutishauser 


Mécanique vibratoire. Par RoßErr Mazer (Librairie polytechnique Ch. 
Béranger, Paris 1955). 280 pp., 159 fig. ; relié fr. fr. 4975,-. 
De nombreux ouvrages ont été publiés sur la Mécanique vibratoire. Celui de 
M. MAZET, professeur à la Faculté des Sciences de Poitiers, reproduit les leçons 
données par cet auteur à l'Ecole nationale supérieure de l’Aeronautique, de 
1950 à 1954. 
; Il s'agit avant tout de l’étude des systèmes mécaniques dits «linéaires», dont 
l'évolution relève, avec une précision suffisante, d'équations différentielles 
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lineaires a coefficients constants. Seul le dernier des huit chapitres dont voici les 
titres fait exception: 

Généralités sur les systèmes vibrants. — Systèmes vibrants conservatifs à un 
degré de liberté. — Systèmes vibrants dissipatifs à un degré de liberté. — Notion 
de couplage. Systèmes conservatifs à deux degrés de liberté et plus. — Systèmes 
en chaine. Filtres. Systèmes continus conservatifs. — Systèmes dissipatifs à 
plusieurs degrés de liberté. — Systèmes vibrants associés à un réservoir d’énergie. — 
Intervention des facteurs non linéaires. 

M. Mazer a cherché, dans ces leçons, à atteindre deux buts: Tout d’abord, 
exposer la dynamique des systèmes linéaires, en mentionnant constamment les 
analogies entre ces systèmes et les phénomènes appartenant à d’autres branches 
de la physique (électricité, acoustique, etc.). Ensuite, traiter le plus grand nombre 
possible d'exemples intéressant la technique aéronautique. Il y a d'autant mieux 
réussi que ses fonctions de directeur scientifique de l'Office national d'Etudes et 
de Recherches aéronautiques lui ont permis d’acquérir une grande expérience 
dans ce domaine. 

Nous pouvons recommander vivement la lecture de cet ouvrage et nous ne 
doutons pas qu’il «rende de bons et loyaux services, non seulement à des étudiants 
ou à des ingénieurs débutants, mais aussi, et non moins, à des ingénieurs plus 
avancés», comme le dit dans la préface M. Maurice Roy, membre de l’Académie 
des Sciences. H. Favre 


Praxis der Differentialgleichungen. Von H. v. SANDEN, 4. Aufl. (W. de 
Gruyter, Berlin 1955). 114 S., 21 Abb.; DM. 6.80. 

Die vorliegende Schrift, aus Vorlesungen des Verfassers entstanden, liefert 
auf gedrängtem Raum die Grundlage zur numerischen Integration gewöhnlicher 
Differentialgleichungen. Der Verfasser beschränkt sich auf Differentialgleichun- 
gen 2. Ordnung (und Systeme von solchen) sowie auf die wichtigsten Methoden 
(Apams und RUNGE-KuTTA). Weiter werden auch Rand- und Eigenwertauf- 
gaben behandelt, wobei unter anderem auch das Ritzsche Verfahren zur Sprache 
kommt. Das kleine Werk kann gerade, weil es sich auf das Wesentliche beschränkt, 
als Lehrbuch zur Einfiihrung in die Materie bestens empfohlen werden. 

H. Rutishauser 


Transactions of Symposia in Applied Mathematics. Band 2 (Inter- 
science Publishers Inc., New York 1955). Communications on Pure and Applied 
Mathematics 8, 1 (Februar 1955; Sonderheft). $5.00. 

Das Buch vereinigt die an einer Tagung an der University of Chicago am 
29./30. April 1954 gehaltenen Vorträge: 1. P. M. Morse, Operations Research. — 
2. Jerzy Newman, The Problem of Inductive Inference. — 3. H. O. HARTLEY, 
Some Recent Developments in Analysis of Variance. — 4. J. E. MAYER, Two Un- 
solved Problems in Statistical Mechanics. — 5. M. R. HESTENES, Iterative Compu- 
tational Methods. — 6. Joux Topp, Motivations for Working in Numerical Analysis. 
- 7. A. A. BENNETT, Some Numerical Computations in Ordnance Problems. — 
8. C. A. TRUESDELL, The Simplest Rate Theory of Pure Elasticity. — 9. J. J- STO- 
KER, On the Stability of Mechanical Systems. — 10. FLORENT BUREAU, Divergent 
Integrals and Partial Differential Equations. 11. WILLIAM FELLER, On Differential 
Operators and Boundary Conditions. ie 2 

Die behandelten Themen geben einen recht guten Überblick über die gegen- 
wärtig im Vordergrund des Interesses stehenden Probleme der angewandten 


Mathematik. H. Rutishauser 
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Scattering and Diffraction of Radio Waves. Von J. R. MENTZER (Per- 
gamon Press Ltd., London 1955). 134 S., 34 Bes E1210R0: | 

Die wissenschaftliche Bücherfolge der Pergamon Press, «Electronics and 
Wave Series», herausgegeben von D. W. Fry, hat in der Fachwelt rasch Beach- 
tung gefunden. Der 7. Band, Scattering and Diffraction of Radio Waves, reiht | 
sich den früheren in glücklicher Weise an. Die Streuungs- und Beugungsprobleme — 
der Radiowellen, welche namentlich im Gebiete kurzer und kürzester Wellen 
sehr zahlreich sind, bieten bekanntlich mancherlei Schwierigkeiten, was für die: 
theoretische Erfassung vieler Fragen von grossem Nachteil ist. Eine sorgfältig 
begründete und systematische Zusammenstellung der Methoden nebst Behand- 
lung der typischen Beispiele verschiedener Art wird daher weiten Fachkreisen 
willkommen sein. Diese Aufgabe ist durch MENTZER in seinem Buche sehr gut 
gelöst worden. Die Darstellung ist übersichtlich und klar und durch zahlreiche 
Figuren ergänzt. Es liegt in der Natur der Sache, dass ein gewisses Mass von 
Mathematik nicht vermieden werden kann und dass das Buch studiert sein will. 
Aber das Studium lohnt sich; wir empfehlen es jedem, welcher auf diesem Fach- 
gebiet wissenschaftlich tätig ist. EF. Tank 


Hochvakuum-Elektronenröhren. Band 1: Physikalische Grundlagen. 
Von H. RoTHE und W. KLEEN (Akademische Verlagsgesellschaft m. b. H., Frank- 
furt am Main 1955). 297 S., 182 Abb.; DM 32.-. 

Das vierbändige Werk von H. ROTHE und W. KLEEN über die Grundlagen 
und Anwendungen der Elektronenröhren ist in weiten Kreisen wohlbekannt. 
Da dessen Entstehung über 15 Jahre zurückliegt, kann eine Umarbeitung und 
Anpassung desselben an die Fortschritte der neuesten Zeit nur sehr willkommen 
geheissen werden. Der erste Band, Hochvakuum-Elektronenröhren, Physikalische 
Grundlagen, liegt nunmehr in neuer Fassung vor. Der reiche Stoff ist sorgfältig 
ausgewählt und in übersichtlicher, fasslicher Weise dargestellt. Insbesondere 
ist auch den so wichtigen Teilgebieten, wie Kenntnis der Potentialfelder mit und 
ohne Raumladung, Ermittlung von Elektronenbahnen (Elektronenoptik), Elek- 
tronenlaufzeiten usw., eine eingehende Berücksichtigung geschenkt. Die ausführ- 
lichen Literaturangaben am Schlusse eines jeden Kapitels werden vielen Lesern 
sehr willkommen sein. Druck und Figuren sind von guter Qualität. Das Werk 
sei in seiner neuen Gestalt Studierenden, Physikern und Ingenieuren, welche 
sich ein vertieftes Wissen über die Physik der Hochvakuum-Elektronenröhren 
aneignen wollen, auf das beste empfohlen. F. Tank 


Schaltungstheorie und Messtechnik des Dezimeter- und Zentimeter- 
wellengebietes. Von A. WEIssFLocH (Birkhäuser Verlag, Basel und Stuttgart 
1954). 308 S., 288 Abb.; geb. Fr./DM 33.50, brosch. Fr./DM 29.30. 

Die Erscheinungen im Gebiete der elektrischen Dezimeter- und Zentimeter- 
wellen besitzen bekanntlich ausgesprochenen Wellencharakter, weshalb man zu 
ihrer Behandlung auf die Maxwellschen Gleichungen und deren Lösungen bei 
bestimmten Randbedingungen (Hohlleiter, Hohlraumresonatoren usw.) zurück- 
zugreifen pflegt. Sind die Grundphänomene einmal erfasst, so zeigt es sich, dass 
in der Schaltungs- und Messtechnik linear gebrochene Beziehungen (Transfor- 
mation, Anpassung usw.) eine wichtige Rolle spielen, in formal durchaus ähnlicher 
Weise wie in der Theorie der Leitungen und der linearen Netzwerke (Vierpoltheorie 
usw.). Dem Vorwort entnehmen wir die folgenden Sätze: «Die vorliegende Dar- 
stellung macht keinen Gebrauch von den Maxwellschen Gleichungen. Zur exakten 
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Berechnung, zum Beispielder Feldverteilungin Hohlleitern, wird auf die zahlreichen 
existierenden Werke verwiesen... Als mathematisches Werkzeug tritt jedoch 
die Geometrie der linear gebrochenen Funktionen stark in den Vordergrund. Es 
ist dies ein mathematischer Zweig mit sehr einfachen und anschaulichen Ge- 
setzen...» Wer sich mit diesen nützlichen, vielseitig anwendbaren und allgemei- 
nen theoretischen Betrachtungen vertraut machen will, dem sei das Studium des 
Buches bestens empfohlen. Die Darstellung ist ausführlich und klar, die Ausstat- 
tung des Buches durch den Verlag vorbildlich. F. Tank 


An Introduction to Reactor Physics. Von D. J. LiTTLER und J. F. RAFFLE 
(Pergamon Press Ltd., London 1955). 196 S., 80 Eier SSS. 

Die knappe Einführung ist aus den Vorlesungen, welche der Reaktorschule 
in Harwell zugrunde liegen, hervorgegangen. Sie wendet sich an einen Leser- 
kreis ohne Vorkenntnisse in Kernphysik. Da Harwell vor allem den Bau und 
Betrieb von Reaktoren mit Graphitmoderatoren gefördert hat, sind die im vor- 
liegenden Bändchen als Erläuterung verwendeten Beispiele auf diese Art von 
Reaktoren abgestimmt. Etwa ein Viertel des Inhalts dient der Vermittlung der 
für das Verständnis der Reaktorphysik unumgänglichen kernphysikalischen 
Grundbegriffe. Der reaktortheoretische Teil bedient sich einer von der ameri- 
kanischen Literatur abweichenden Schreibweise, indem in den Formeln an Stelle 
des Neutronenflusses (Neutronen pro Quadratzentimeter und Sekunde) überall 
die Neutronendichte (Neutronen pro Kubikzentimeter) verwendet wird. Konse- 
quenterweise erscheint dann auch die in der Diffusionstheorie der Gase gebräuch- 
liche Diffusionskonstante der Dichte. Diese Schreibweise erschwert dem Anfänger, 
der gleichzeitig zu amerikanischen Veröffentlichungen greift, das Studium. 

Das letzte Viertel des Buches enthält Hinweise über Aufbau und Arbeitsweise 
von im Reaktorbetrieb gebräuchlichen Strahlendetektoren sowie einen Abschnitt 
über Effekte, welche im Kristallgefüge eines Festkörpers durch Bestrahlung auf- 
treten. 

Ein Anhang vermittelt die heute gebräuchlichen Definitionen und Toleranz- 


werte für die Einwirkung von Strahlungen auf den lebenden Organismus. 
W. Hälg 


Praktische Mathematik. Von H. von SANDEN (B. G. Teubner Verlags- 
gesellschaft, Stuttgart 1956 [Teubners Mathematische Leitfäden, Band 44)). 
TDS Se, 30 Moos BAMETREK: 

Das früher hier schon einmal besprochene Bändchen aus der Reihe der Teub- 
nerschen mathematischen Leitfäden ist jetzt in vierter, überarbeiteter Auflage 
herausgekommen. Den meisten Kapiteln wurden Ergänzungen beigefügt, so über 
die Approximation der Ableitung einer Funktion, quadratische Interpolation 
nicht äquidistanter Funktionswerte, das Verfahren von GRAEFFE, ferner einige 
Beispiele zur Nomographie. Im übrigen wurde der bisherige Aufbau beibehalten: 
Darstellung von Funktionen; Satz von TayLor; Auflösung von Gleichungen; 
Integration, Differentiation und Interpolation; Statistik; Ausgleichsrechnung; 
harmonische Analyse und Synthese; Nomographie. Durch diese Erweiterungen 
dürfte diese für Studenten der Ingenieurwissenschaften und ebenso für den 
Praktiker gedachte Einführung an Brauchbarkeit noch gewonnen haben. — Nach- 
zutragen ist noch, dass — wie aus uns vorgelegten Unterlagen hervorgeht — der 


neue Sitz des Teubnerschen Verlages sich in Stuttgart und nicht mehr in Leipzig 
befindet. E. Roth-Desmeules 
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Vorlesungen über Orthogonalreihen. Von F. TRICOMI (Springer-Verlag, 
Berlin 1955). 264 S., 13 Abb.; DM 34.-/37.60. 

Aus der Theorie der Fourier-Reihen ist als Verallgemeinerung die Theorie der 
Orthogonalfunktionen, das heisst der Funktionssysteme (75) (25) (Ue 0 22) 


b 


mit der Eigenschaft [ p,(x) Pulx) P(x) dx = 0 (u + 1) herausgewachsen. Diese 


Theorie hat als wichtiges Hilfsmittel der mathematischen Physik in den letzten 
Jahren noch stark an Bedeutung gewonnen. Das Erscheinen eines Lehrbuches 
über diesen Gegenstand ist daher wärmstens zu begrüssen; um so mehr, als eine 
geschlossene Darstellung der Theorie in der deutschsprachigen Literatur bisher 
eigentlich gefehlt hat. 

Inhalt. Kapitel I: Allgemeines über orthogonale Funktionssysteme + Il: 
Theorie der trigonometrischen Reihen — III: Konvergenzeigenschaften der trigo- 
nometrischen Reihen — IV: Allgemeines über orthogonale Polynome. V, VI: Klas- 
sische orthogonale Polynome mit endlichem bzw. unendlichem Grundintervall. 

H. Rutishauser 


Selecta Hermann Weyl (Birkhauser Verlag, Basel und Stuttgart 1956). 592S.; 
Fr. (DM) 48.90. 

Am 8. Dezember 1955 ist HERMANN WEYL gestorben. Wenige Wochen vorher, 
an seinem 70. Geburtstag, wurde ihm zu seiner grossen Freude das erste Exemplar 
seiner Selecta überreicht, bei deren Auswahl er selber mitgewirkt hat. So sind 
denn die schönsten und wichtigsten Arbeiten WEYLS zu einem stattlichen Bande 
vereinigt. Alle sind Kunstwerke, der Sprache und dem Inhalte nach. 

An der Spitze steht die berühmte Abhandlung von 1910 über gewöhnliche 
Differentialgleichungen mit Singularitäten, in der zum ersten Male präzisiert 
wird, wie man die Randbedingungen des Eigenwertproblems einer gewöhnlichen 
Differentialgleichung 2. Ordnung anzusetzen hat, damit willkürliche Funktionen 
sich nach Eigenfunktionen entwickeln lassen. An diese klassische Abhandlung 
schliessen sich weitere, ebenfalls grundlegende Arbeiten über Eigenwertprobleme 
der Physik und Mathematik. Darunter fallen die Arbeit von 1925 über Integral- 
gleichungen und fastperiodische Funktionen, die berühmte dreiteilige Abhand- 
lung von 1925-26 über Darstellung der halbeinfachen Lieschen Gruppen und die 
daran anschliessende gemeinsame Arbeit mit F. PETER über geschlossene Liesche 
Gruppen. 

Die Grundlagendiskussion und die Arbeiten über Algebra und Zahlentheorie, 
Differentialgeometrie, Funktionentheorie und harmonische Integrale muss ich 
leider hier beiseite lassen, ebenso die über Gravitation und Elektrizität und über 
das Symmetrieproblem der Quantenmechanik, um mich auf die Beiträge zu be- 
schränken, welche für die angewandte Mathematik und Physik von Wichtigkeit 
sind. 

Da ist zunächst die Abhandlung von 1915 über die asymptotische Verteilung 
der Eigenschwingungen eines elastischen Körpers. Sodann die sehr schöne Arbeit 
von 1919 über die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen über einem ebenen 
Leiter, in der ein wichtiges Problem der Radiotelegraphie, das SOMMERFELD 
zuerst behandelt hatte, vollständig gelöst wird. An SOMMERFELDS Untersuchun- 
gen knüpft auch die letzte Arbeit über die natürlichen Randwertaufgaben im 
Aussenraum für Strahlenfelder an. 


Sehr anregend ist die Abhandlung von 1940 über die Methode der orthogo- 
nalen Projektion in der Potentialtheorie. 
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Praktische Fragen der Hydrodynamik bilden den Ausgangspunkt der Arbeit 
von 1942 über die Differentialgleichungen von Grenzschichtproblemen. Die Dif- 
ferentialgleichungen werden durch gut konvergente Reihen explizit gelöst. 

In der immer anschwellenden Flut der Fachliteratur ist es sehr wichtig, die 
wertvollsten Arbeiten der wahrhaft grossen Forscher in Buchform vereinigt zu 
haben. Zu diesen Grossen gehörte WEYL. B. L. van dev Waerden 


Frequency Response. Herausgegeben von R. OLDENBURGER (Macmillan 
Company, New York 1956). 392 S., 404 Abb.; $7.50. 

In diesem Buche werden vor allem die an der Tagung Frequency Response 
Symposium vom Dezember 1953 in New York präsentierten Aufsätze wieder- 
gegeben, gemeinsam mit weiteren Arbeiten im Zusammenhang mit der Frequenz- 
gangmethode. 

Die 28 von verschiedenen Verfassern stammenden Aufsätze beschlagen die 
unterschiedlichsten Gebiete der Theorie und Anwendung des Frequenzgangver- 
fahrens. Eine erste Gruppe von Aufsätzen ist den allgemeinen Grundlagen sowie 
der — was europäische Quellen anbelangt, allerdings lückenhaften — Bibliographie 
gewidmet. Weitere Arbeiten betreffen die experimentelle Bestimmung des Fre- 
quenzganges und die dazu benötigten Hilfsmittel, namentlich Schwingungser- 
zeuger. Zwei Gruppen von Aufsätzen gelten der Anwendung auf Probleme der 
Praxis. Unter anderem werden Beispiele aus den Gebieten der Regelung von 
Turbinen, Flugzeugen und chemischen Prozessen behandelt. Andere Arbeiten 
gelten vorwiegend der Weiterentwicklung der Frequenzgangmethodik und ihrer 
Anpassung an besondere Problemstellungen der Praxis. So betreffen zwei Grup- 
pen von Aufsätzen den Zusammenhang zwischen Frequenzgang und Übergangs- 
funktion bzw. Verfahren zur Optimierung von Reglerkennwerten. Zwei weitere 
Gruppen sind der Übertragung der Frequenzgangtheorie auf nicht lineare bzw. 
unstetige Systeme gewidmet. Schliesslich behandelt auch ein Aufsatz die An- 
wendung statistischer Methoden in diesem Zusammenhang. 

Das Buch vermittelt in seiner Vielseitigkeit eine Fülle von theoretischen und 
praktischen Erkenntnissen und wird vor allem dem Regelungsfachmann ausge- 
zeichnete Dienste leisten. Manchem nichtamerikanischen Leser mag die durch die 
grosse Zahl der Autoren bedingte Uneinheitlichkeit der Begriffsbildung und Dar- 
stellungsweise die Lektüre etwas erschweren. Anderseits wird er gerade durch 
die damit zusammenhängende Vielfalt und Farbigkeit der Aspekte reichlich 
entschädigt werden. P. Profos 


An Introduction to the Theory of Aeroelasticity. Von Y.C. FUNG (John 
Wiley & Sons, New York 1955). 490 S., 143 Fig.; $10.50. 

Das Problem der aerodynamisch angeregten Schwingungen ist sicher eines 
der wichtigsten und schwierigsten des Flugzeugbaues. Aber auch in anderen 
Gebieten der Technik sind diese Fragen aktuell, so dass eine gute Einführung in 
die Aevoelastizität zweifellos einem Bedürfnis entspricht. Das vorliegende Buch 
bringt eine klare, logisch aufgebaute Darstellung des sehr ausgedehnten Frage- 
komplexes, mit spezieller Erläuterung der physikalischen Grundlagen des 
Schwingungsvorganges. Die verwendeten mathematischen Methoden werden von 
Fall zu Fall knapp, aber zum Verständnis genügend genau behandelt. 

Die ersten Kapitel sind der Flugzeugstatik, der Aerodynamik und allgemeinen 
Schwingungs- und Instabilitätserscheinungen gewidmet, als Vorbereitung zur 
Behandlung der eigentlichen Flügelschwingungen mit mehreren BE reiheitsgraden. 
Der Einfluss der atmosphärischen Turbulenz und die Abreißschwingungen sind 
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ebenfalls Gegenstand einer eingehenden Diskussion. Von besonderem Wert ist die 
ausgedehnte Bibliographie. Das Buch ist sehr flüssig geschrieben; die mathema- 
tischen Ableitungen sind knapp, aber streng gehalten, die numerischen Beispiele 
sind vielleicht zu wenig zahlreich, um das notwendige Gefühl für die Grössenord- 
nungen zu erwecken. ' 

Im grossen ganzen ein ausgezeichnetes Werk, das den studierenden Flug- 
ingenieuren bestens empfohlen werden kann. P.de Haller 


Höhere Mathematik, Teil VII: Räumliche und ebene Potentialfunktionen. 
Konforme Abbildung. Integralgleichungen.. Variationsrechnung. Von R. ROTHE, 
herausgegeben von W. SCHMEIDLER (B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Stutt- 
gart 1956). 218 S., 43 Abb.; DM 19.80/Fr. 22.40. 

Dem von RUDOLF ROTHE begründeten und nun von W. SCHMEIDLER heraus- 
gegebenen Unterrichtswerk der höhern Mathematik für Mathematiker, Physiker 
und Ingenieure wurde jetzt noch ein siebenter und abschliessender Band hinzu- 
gefügt, der im wesentlichen drei Gebiete umfasst: Potentialfunktionen, Integral- 
gleichungen und Variationsrechnung. Der erste Teil behandelt die räumlichen 
und ebenen Potentialfunktionen und bringt ergänzend noch einiges aus der kon- 
formen Abbildung (Polygonabbildung) und der Funktionentheorie (elliptische 
Funktionen). Dann folgen im zweiten Teil eine determinantenfreie Darstellung 
der linearen Gleichungssysteme und Matrizen als Vorbereitung für die Lösung 
der Integralgleichungen erster und zweiter Art. Schliesslich sind im letzten Teil 
noch einige Ausführungen zur Variationsrechnung enthalten, insbesondere über 
Probleme aus der Differentialgeometrie der Flächen und die Weierstraßsche 
sowie die Jacobi-Hamiltonsche Theorie. — Naturgemäss zwang der vorhandene 
Raum zu einer beträchtlichen Stoffbegrenzung und entsprechend zu einer in 
geschickter Weise getroffenen Auswahl der zu behandelnden Fragen. 

Wie bei den übrigen Bänden wurde auch diesmal jedem Abschnitt eine 
Reihe Aufgaben (durchschnittlich sind es deren 20) beigefügt; ferner sind Hin- 
weise auf ausführlichere Werke vorhanden. Es ist nicht zu zweifeln, dass diese 
nun abgeschlossene, den heutigen Erfordernissen weitgehend genügende Ein- 
führung in die höhere Mathematik und ihre Anwendungen vor allem für die 
Studierenden der Mathematik und der Physik eine wichtige und zuverlässige 
Hilfe sein wird, zumal die die Erfahrungen des Verfassers widerspiegelnde Dar- 
stellung sehr sorgfältig und übersichtlich ist. E. Roth-Desmeules 


The Constitutional Diagrams of Alloys. A Bibliography. Ursprünglich 
zusammengestellt von J. L. HAUGHTON, D. Sc. Zweite Auflage zusammengestellt 
von A. PRINCE und B. Mer., A. I. M. (The Institute of Metals, London 1956) 
SPBES TSH 0! 

Die erste Ausgabe dieser in ihrer Vollständigkeit wohl einzigartigen Biblio- 
graphie erschien 1942. Seither sind die Phasengrenzen zahlreicher weiterer Zwei-, 
Drei- und Vierstofflegierungen erforscht und veröffentlicht oder frühere Erkennt- 
nisse verbessert worden. Die 2. Auflage dieses für den Metallkundler unentbehr- 
lichen Hilfsbuches enthält schätzungsweise 12000 bis 13 000 Quellenangaben über 
diese Arbeiten in allen Ländern, die bis Mitte 1955 nachgeführt sind. Die Übersicht 
ist durch die streng alphabetische Ordnung der Systeme an Hand der Symbole 
für die chemischen Elemente sehr erleichtert. E. Bickeb 
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On the Adiabatic Couette Flow of a Compressible Fluid 


By WırLıam F. HUGHES!) and J. FLETCHER ÖSTERLE!), Pittsburgh, Pa., USA 


Nomenclature 


P pressure (absolute) ; 

T temperature ° R; 

x distance along slider; 

L length of shder; 

1 viscosity; 

c, Specific heat at constant volume; 

M mass rate of flow; 

h distance between parallel plates; 

u fluid velocity in the x-direction; 

U velocity of the slider pad in the x-direction; 
z coordinate distance normal to the surface of the slider; 
o density; 

y temperature coefficient of viscosity ; 

« distance coefficient of viscosity ; 

R gas constant; 

specific heat at constant pressure; 

specific heat ratio. 


ubscripts: 
), Inlet conditions at x = 0; 
), outlet conditions at x = L. 


== hy x 


Introduction 


With the increasing use of air as a lubricant and interest in pneumatic 
control, a fundamental study of air flow in a narrow passage seems desirable. 
The problem investigated here is the adiabatic flow of air through the passage 
between two parallel plates very close together and in relative tangential 
motion, so-called Couette flow. The case where a pressure differential exists 
across the moving plate is also considered. 

In Couette flow, heat generated by the viscous shearing stresses in the fluid 
is partially stored in the fluid increasing its internal energy, and partly con- 
ducted away through the plates which bound the flow. The isothermal and 
adiabatic solutions describe then the two limiting flow conditions. Whether the 
flow is isothermal, adiabatic, or somewhere in between depends on the indivi- 
dual situation, but it is thought that in many practical situations the flow is 


1) Department of Mechanical Engineering, Carnegie Institute of Technology. 
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adiabatic [1]?). For isothermal Couette flow, a pressure gradient cannot occur in 
the film; it being possible only when the plates are tilted. However, for adia- 
batic flow, a pressure gradient is incurred for parallel operation of the plates 
because of the so-called ‘thermal wedge’ effect, which is a result of compres- 
sibility, and may become important for very high relative velocities [2]. 

The first treatment of the Couette flow of air was included in the work of 
Harrison in 1913 [3] who considered the more general problem of isothermal 
air flow between tilted plates. Work was extended to a consideration of momen- 
tum effects in air flow for stationary plates along with experimental data by 
S. GRINNEL in 1955 [4]. The following mathematical analysis allows the pre- 
diction of the pressure and temperature distributions and mass rate of flow for 
adiabatic Couette flow, and certain conclusions are drawn as to the importance 
of the thermal wedge effect. 


Mathematical Analysis 


For the viscous laminar flow of a fluid through a narrow channel the usual 
assumptions common to lubrication type flow can be made [1]. In addition, for 
air, the compressibility terms are neglected in the momentum equation; this 
assumption is valid as long as the velocities are much less than sonic [5]. The 
momentum equation then takes the simplified form: 

OP Ou 
ae a 
The energy equation for air may be written [6]: 


oc 


rule 


dx — (2) 


Since the viscosity of air varies nearly linearly with temperature through a 
range of several hundred degrees, the following relationship is assumed [7]: 


= WA + y (T — To)]. (3) 
The equation of state 
Pie oun: (4) 


must be used, and the continuity equation written in the form 


h 
M = feu dx const (5) 
0 


will be employed. 


Equations (1) through (5) must be solved simultaneously to completely 
describe the flow. 


?) Numbers in brackets refer to References, page 95. 
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By integrating equation (1) subject to the boundary conditions: 
ZN PO STE TETE 


which arise from the ‘no-slip’ assumption of hydrodynamics, we obtain 


1 HAN he Ue 

Wm oy X Ge BOATS 0 
for the velocity profile. Substituting this expression and the equation of state 
into the continuity equation there results 


h? dP Uh TETE 


70 > dx CR RB a (7) 


Now, substituting equation (6) into the energy equation and integrating we 
obtain: 


M c IE = | 


dP \2 ANCIENNES hey od 1 2) 
N Ar Ya ( )- 


dx 7 (8) 


RL OT wb GR: 
The three equations (5), (7), and (8) constitute a set of equations to be solved 
for the temperature, pressure, and viscosity variations. 


Eliminating T between equations (7) and (8), making use of the relationships: 


there results 


k h° ee (a m =) uU? Uh ed 


Ss ae = au = 9 
PATES NON OV er” h AO ae (9) 


If the viscosity variation with x were known equation (9) could be integrated 
directly for the pressure distribution. If a linear variation of viscosity with x 
is assumed, it will be found that the final temperature distribution is nearly 


eer anaes 


Y — 


Bearing 


Figure 1 
The parallel-surface slider pad and bearing in Couette flow. 
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a 


linear in x and, hence, the assumption is a reasonable one for a first approxi- 


mation. We assume 
kennt (10) 


where « is determined by the maximum temperature at x = L. 
Equation (9) can now be integrated directly to yield 


dP PAGE ENT 2 2) My (1 + a #) Saath ax 
a a u E gsi hy (113 
where 
12 1, U2 (k — 1) 
z ES 
and 
k h? 
os 


and B is a constant of integration to be determined by the boundary conditions. 
In order to integrate (11), let 


P= w(x) 0 f(x), (12) 
where 
en: (13) 
Then we obtain for w(x) 
dw w 0? Ba (1 Er x) 
le (14) 


The integral of equation (14) has three forms depending on whether k (k — 1) 
is greater than, less than, or equal to unity. For air, k (k — 1) is equal to 
0:56, and if we let 


a= 1 h(k—1) 


equation (14) integrates to the form 


1 . 1 1-4) a2 (ie 

In ee (1 — a) w + 4 0 + An]? = In | En, (5) 

where C is a constant of integration. The boundary conditions are the following 
B= 0 PAP Re], Del UPS 


Applying these conditions to equation (12), the boundary conditions on w(x) are 


P ‘ à “ Fe 
Be? ade we = 


49 = (02 ee een 
0 f(L) ° 


These conditions may be applied to equation (15) to obtain two equations 
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involving the constants B, C, and «. 


ie ay pep PB ar à (i — a4) P, 4 2B 6 (1 —a) 
eee) eg ee Ben ne | © 
and 
(ia) P2 , PHL) FL)? (1 — a?) P, + 26f(L) (1— a) 
l = le CAR ÉLUS pel ee = ae 
i m Tec | |) ur | 
(17) 


SI 


We can obtain another equation relating B and « by combining equation ( 
with equation (11) to eliminate dP/dx. Hence 


) 


(ie 


2MR |” + LP + Ba) M8) 


|- 
From the x and T viscosity variations it follows that 


TRAIT, (19) 


LA 


Now, by combining equations (18) and (19) and using the boundary conditions 
on pressure and temperature it follows that the mass rate of flow is given by 


Uh oan at em 
es | Zu ie re all (20) 
and 
227. ILE MEN k3 [1 a Be B-$L\| 
RL p he 12 cos 5) Ze ee P, )| (21) 


2 
[ à BR, OR _ Le (se Py) | 
\ y phe L ae a aaa eo aN 
For the special case of P, = P,, that is the non-pressurized slider pad, equation 
(21) takes the simpler form: 


DEE RE | oe oe go Vie ae 22 
x ee || a À = 


We can eliminate C by combining (16) and (17) to obtain 
(ina) PA POP, + 4876 Bt, 
{(l— a) P? + 4P, 0 f(L) + 48 TL 
1, [1—a4)P,+2B0 (1—a)] ((1— 2%) P, +204) tal | 


eee: a [A = 4) P,+2B0 G26) ira =) P = 2077) deal) 


In 


(23) 


The use of these equations for the solution of practical flow problems is straight- 
forward, but involves some trial and error work since the equations are nearly 
all transcendental. Equations (24) and (21), or (22), can be solved simultane- 
ously for B and «; however, since the unknowns do not appear in explicit form, 
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a trial and error numerical solution must be effected. The constant C may then 
be determined explicitly from equation (16) or (17). Once «, B and C are known, 
equation (15) gives the pressure distribution and equation (18) gives the tem- 
perature distribution in terms of the pressure and mass rate of flow which 
may be determined from equation (20). | 

It is interesting to note that for the hydrostatic situation of zero relative 
velocity of the slider pad there is no increase in temperature of the air as it 
flows through the passage. This may be shown by examining equation (9) in 
the limiting case of U = 0: 


ee eh IR MeN, ) 
PA > ay is ne 4 
Therefore 
12 dP 
re 2 
er const . (25) 
And from equation (7) 
dT 
dx UF 


From these equations it is seen that the flow must be isothermal, consequently 
isoviscous, and by integrating equation (7) under these conditions the pressure 
distribution is found to be 
ie = Jee 2 
Een gel 


which is that obtained by GRINNELL [4] for the isothermal case. 


Numerical Example and Discussion 


The analysis herein presented allows the prediction of pressure and tem- 
perature distributions and the mass rate of flow for adiabatic Couette flow. 
To illustrate the use of these equations sample calculations were made for the 
following slider pad: 


1 = ake, 

hk = 0-001 in; 
U = 1000 in.}s; 
15 = 500 
Py = 147 psta; 
Poe 14:7 psia, 


y =1:33x10-3/°R 


and the results for temperature and pressure distributions are shown in Figure 2 
The temperature which undergoes appreciable rise, 146° R, is nearly linear in 
XS and the pressure undergoes a slight build up with a maximum rise of about 
1-9 psi due to the thermal wedge effect. Hence, if a pressure differential is 
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maintained across the moving plate, or slider pad, the contribution to the pres- 
sure by the thermal wedge effect may be quite small compared to hydrostatic 
pressures. This is the case in hydrostatic lubrication where hydrodynamical 
effects may be negligible for low speed operation. 

For very high speed operation the thermal wedge effect becomes important 
and may be used to provide a load supporting pressure build up in a journal 


200 


zu ©; 


Temperature 
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Pressure (P-P,) psi. —» 
Temperature (T-T,) °F 


0 1:0 2:0 
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Figure 2 
Pressure and temperature distributions. 


or slider pad bearing in addition to geometrical wedge effects which are present 
for isothermal operation of tilted pad slider bearings. 

In actuality the operating characteristics for a slider pad bearing falls 
somewhere between the isothermal and adiabatic limits, depending on the 
conductivity of the bearing material and degree of insulation. For most prac- 
tical situations, the flow will be nearly isothermal because of the relatively 
high conductivity of the bearing material. Recent work by the authors seem 
to indicate in a quantitative manner that the flow may be essentially isothermal 
in many cases, but the adiabatic solution does form an upper bound which 
might be of considerable interest in certain problems. 
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Zusammenfassung 


Eine Untersuchung wurde durchgeführt über die adiabatische Strömung der 
Luft zwischen zwei parallelen Platten, bei einem Druckunterschied quer über die 
sich bewegende Platte. Die Lösung lässt eine thermale Keilwirkung der hydro- 
dynamischen Schmierung erwarten und gibt eine quantitative Analyse des 
allgemeineren Problems, wo ein Druckunterschied quer tiber die Gleitplatte vor- 
handen ist. Die Ergebnisse deuten an, dass der Beitrag des hydrodynamischen 
Druckes oft äusserst klein sein kann (für massige Geschwindigkeiten) im Ver- 
gleich zum hydrodynamischen Druck in den dem Druck ausgesetzten Lagern. 
Im Falle von stillstehenden Platten ist die adiabatische Lésung gleich der iso- 
thermen Lösung; weswegen keine Temperaturerhöhung stattfindet. 


(Received: September 24, 1956.) 


Comment agit le câble tracteur d’un téléphérique 


Par MARIE MARCEL NIcoLAs, Paris!) 


1. Description générale schématique d’un téléphérique 


Un téléphérique se compose essentiellement d’un câble tendu entre deux 
points À et B sur lequel roule un chariot auquel est suspendue une cabine. Le 
déplacement du chariot sur le câble porteur, véritable rail aérien, est obtenu 
par l’action d’un câble tracteur. 

Le présent mémoire a pour but l'étude de l’action d’un câble tracteur pro- 
voquant le déplacement d’un chariot de téléphérique sur un câble porteur. De 
ce dernier nous ne rappellerons qu'une caractéristique mécanique fondamen- 
tale; à l’une de ses extrémités le câble porteur est soumis à une traction cons- 
tante. De ce fait toutes les catènes que peut former ce câble entre les appuis 


1 ER 4 1h : 
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A et B, et éventuellement entre ceux intermédiaires, sont toutes découpées sur 
des chaînettes de modules pouvant être différents mais dont toutes les bases 
canoniques sont à la même altitude, ce que nous exprimons en écrivant que 
toutes les catènes de suspension sont isosthènes (en un point quelconque de 
l’une d'entre elles la traction est mesurée par le poids de câble ayant une 
longueur égale à l'altitude du point au-dessus de la base canonique commune). 

Comme on le verra par la suite, cette particularité mécanique du câble 
porteur a une importance considérable dans l'étude du câble tracteur qui lui 
est associé. 

Les téléphériques à va-et-vient sont ceux dont le chariot parcourt un câble 
porteur tantôt dans un sens de A vers B, tantôt dans le sens opposé. Il est donc 
normal de mettre en parallèle deux cables porteurs et de faire en sorte qu'avec 
un seul câble tracteur on assure simultanément les déplacements des deux 
cabines en sens opposés. 

Il existe des téléphériques à va-et-vient dans lesquels la deuxième voie 
parallèle n’a pas été installée; même dans ces installations l'aménagement et le 
fonctionnement du câble tracteur demeurent analogues à ceux à deux chariots, 
que nous décrivons ci-après. 

Le câble tracteur se compose d’un brin fixé à la face côté B du chariot; ce 
brin va contourner une molette (ou une poulie) dans la station B pour revenir 
à la face côté B de l’autre chariot à laquelle il est fixé; de même un autre brin 
issu de la face côté A du premier chariot va contourner une poulie (ou une 
molette) dans la station À pour atteindre la même face du second chariot où 
iL est fixe. 

Ces deux brins constituent donc un cable continu formant une boucle entre 
les extrémités A et B, avec les deux maillons intercalés que sont les chariots. 

Il n’est pas exclu que le brin issu par exemple de la face B du chariot ne 
rejoigne pas celle de l’autre chariot immédiatement après avoir contourné la 
molette (ou la poulie) B; il existe en effet des installations où un tel brin ne 
rejoint la face B de l’autre chariot qu'après avoir contourné une poulie (ou 
molette) en A, puis une deuxième molette (ou poulie) en B (différente de la 
première); ce dispositif, dû à M. l'ingénieur REBUFFEL, permet d'utiliser les 
parties BA et AB de ce circuit comme câble d’agrippement respectif du second 
et du premier chariot. 

On conçoit qu'avec un tel aménagement une molette motrice installée dans 

l'une quelconque des deux stations A ou B, et autour de laquelle le brin du 

câble tracteur sera convenablement enroulé, suffira pour assurer les déplace- 
ments du chariot. Pour limiter les eftorts de traction auxquels sera soumis le 
câble tracteur on organise dans l’une des stations un dispositif de mise en 
tension au moyen d’un contrepoids. 

Ce dispositif de mise en tension peut être organisé indifféremment dans la 
station où se trouve la molette motrice, ou dans celle opposée dont la molette 
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n’est qu’une poulie de renvoi, folle autour de son axe. Dans ce dernier cas la 
mise en tension s'effectue en exerçant une traction constante, par le moyen 
d’un contrepoids, sur l’axe qui peut se déplacer entre deux glissières. L’effort 
de traction constant exercé sur le brin du câble dans ce système est donc égal 
anP/2; 

Dans l’autre cas, en appelant À la station où sont réunis la mise en mouve- 
ment et la mise en tension, le brin tracteur, issu de la face A du chariot, en 
pénétrant dans cette station, À, contourne d’abord une poulie montée folle 
autour d’un axe horizontal (supportant un contrepoids P), puis contourne la 
molette motrice, où il reçoit une impulsion, et revient contourner une deuxième 
poulie montée folle, jumelle de la précédente mais non solidaire de celle-ci, 
autour de l’axe support du contrepoids; après ce circuit, tracteur-tenseur, dans 
la station mixte A, le brin tracteur va rejoindre la face A de l’autre chariot. 
Dans ce systeme les efforts de traction subis par le brin tracteur aux points ou 
il entre dans la station A et où il en sort, ne sont pas égaux, l’un étant égal à 


M 1? 
2 a? 
l’autre a 
M IR 
ee ee 


en appelant M l'effort transmis au brin tracteur par la molette motrice, lequel 
effort peut s'exercer indifféremment dans le sens du défilement du brin tracteur 
ou dans le sens opposé. 

Si donc on connaît l'effort maximum M que la molette motrice pourra trans- 
mettre au brin qui la contourne, on en déduit la valeur qu’il faut donner au 
poids du contrepoids pour que la traction dans le câble tracteur dans la station 
mixte demeure inférieure à une limite donnée. 

On remarquera que cette installation mixte comporte une imperfection 
mécanique. En effet, les deux poulies folles jumelles exercent sur l’axe hori- 
zontal support du contrepoids P deux actions verticales qui ne sont pas égales 
lune étant 

Mr 
l’autre étant 


= 


Il en résulte une action de basculement de cet axe, mesurée par le moment 
M e ove est l'écart entre les deux plans verticaux axiaux des poulies jumelles. 
Au cours d'un cycle de parcours, il est certain que les tractions exercées dans 
les brins tracteurs s’échangeront, donc la sollicitation au basculement changera 
de sens, ce qui nécessiterait un aménagement spécial, pratiquement irréalisable, 
des glissières guides de cet axe d’une horizontalité approximative variable. On 
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peut douter que cette imperfection mécanique des stations mixtes, tenseur- 
moteur, soit favorable à un défilement stable de leur câble tracteur. 

En conclusion de cette description de l'aménagement général du câble 
tracteur d'un téléphérique on retiendra que celui-ci se compose de deux brins 
distincts mis bout à bout, avec interposition de deux maillons constitués par 
les chariots, pour constituer une boucle continue entre les stations A et B. 


Molette motrice supportée par un axe 
reposant sur un bâti fixe 


Poulies jumelles de renvoi dont l’axe 
commun soutient le contrepoids 


a. 


Contrepoids 


Figure 1 


Schéma du dispositif moteur-tenseur. 


Celui de ces deux brins dont les deux extrémités sont fixés à la face tournée 
vers la station B, de chacun des chariots sera dit: brin B; et de même l’autre 
brin sera dit: brin À. Un seul de ces brins contourne la molette motrice, l’autre 
ne contournant qu’une poulie folle: le premier sera qualifié brin actif, et le 
second brin rétroactif. 

Celui de ces deux brins, qui contournera la ou les poulies de mise en tension, 
cumulera donc son rôle de brin, actif ou rétroactif, avec celui de brin de mise 
en tension. 

Il y a donc deux combinaisons possibles pour associer la mise en tension 
soit avec la mise en traction soit avec la mise en rétrotraction. Et de fait on 
trouve dans la pratique ces deux combinaisons, sans égard au sens de la diffé- 
rence d'altitude entre les deux stations. 

On remarquera que pour décrire l'aménagement général d’un téléphérique, 
et plus particulièrement celui des câbles tracteurs, nous avons évité d'évoquer 
les différences d'altitude entre les deux stations, ce qui aurait été le cas en 
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qualifiant l’une de supérieure, l’autre d’inferieure. En effet cette différence 
d'altitude n’est nullement une caractéristique sine qua non d'une installation 
téléphérique, et nous soutenons qu'est encore une installation téléphérique 
celle destinée par exemple au franchissement d’un large ravin moyennant un 
câble porteur tendu entre deux points au même niveau. 

De même dans la succession des appuis intermédiaires, il peut fort bien 
s’en trouver trois successifs, dont celui du milieu soit le plus élevé. 

Dans les deux cas susvisés une distinction procédant du critérium d’une 
moindre sollicitation d’un des deux brins ne peut s'appliquer. 


2. Définition du problème mécanique du câble tracteur 


Ces préliminaires étant posés, nous pouvons aborder l'étude du compor- 
tement du câble tracteur, plus exactement de ses deux brins quant à leur 
intervention dans le déplacement en va-et-vient, des deux chariots. Si ces 
interventions n'étaient pas comparables, on pourrait déjà conclure qu’en raison 
de la symétrie inversée des phases successives, au cours d’un cycle de parcours, 
chaque brin assurerait tour à tour un rôle tracteur prépondérant. 

Il n’en est rien. Comme nous l'avons écrit dans une étude antérieure (Cable 
de téléphérique supportant une charge, Ann. Ponts Chaussées 7955, mai-juin) 
il est injustifié de minimiser en apparence l'utilité d’un brin du câble tracteur 
en lui attribuant la désignation de cäble-lest à l'opposé de celle de cable 
tracteur réservée à l’autre. 

Depuis que nous avons dénoncée l’impropriete de cette dénomination 
«cäble-lest» nous en avons vainement cherché une définition précise. Par 
exemple dans le cas d’un téléphérique célèbre, récemment mis en service, où 
la station à l'altitude inférieure est une station mixte moteur-tenseur, il est 
évidemment impossible de soutenir que l’un des brins du câble tracteur ait un 
rôle prépondérant de tracteur, tandis que l’autre, qui deviendrait dénommé à 
tort cable-lest, ne serait qu’un simple ballot servant seulement à régler la 
traction du brin affublé du titre de cable tracteur. 

L'étude de l’effort qu'il est nécessaire d’exercer sur un chariot roulant sur 
un câble porteur pour provoquer son déplacement montre: 

1° l'impossibilité d’avoir la maîtrise de ce déplacement au moyen d’un 
câble tracteur n’agissant que par un seul brin; 

2° la rigoureuse équivalence des rôles tracteurs de chacun des deux brins, 
en tout point du parcours du chariot. 

Par «avoir la maîtrise du déplacement d’un chariot roulant sur un câble 
porteur» nous entendons avoir la possibilité de choisir, à l’intérieur de certaines 
limites, la trajectoire de ce chariot et celle de lui imprimer sur cette trajectoire 
telle vitesse et telle accélération, toujours dans certaines limites, dont en parti- 


Vol. VIII, 1957 Comment agit le câble tracteur d’un téléphérique 101 


culier une vitesse nulle, c’est à dire maintenir le véhicule suspendu à l'arrêt en 
un point quelconque de son parcours. 

Les limites du choix de la trajectoire sont celles dont nous avons démontré 
l'existence (Ann. Ponts Chaussées 7955, mai-juin, 338). Tout se passe en effet 
comme sı le chariot, réduit à un point matériel, était astreint à se mouvoir dans 
un champ de forces résultant de deux autres champs de forces, savoir: 1° les 
forces verticales de pesanteur agissant sur une masse égale à celle du chariot et 
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Figure 2 


de sa charge; 2° les forces que le câble porteur déformé en deux catènes AC et 


BC exerce sur ses deux sections qui encadrent le point C. Ce deuxième champ 
de forces indépendantes de la masse du point est déterminé par la longueur 


et l’inclinaison de la sustente AB, par le poids par unité de longueur du cable 
porteur et enfin par la traction constante (contrepoids) exercée à l’une des 
extrémités. 

Nous reproduisons le dessin qui résume cette partie de cette étude; on 
remarquera qu'y est indiquée la direction générale de la force que le chariot 
devra exercer sur le câble porteur pour contraindre celui-ci à se déformer en 
deux catènes dont les extrémités communes marquent l'emplacement du 
chariot. | 

Cette force bien définie en chaque point de l’espace accessible au chariot ne 
peut provenir que du poids de celui-ci et de la transmission, par le au de 
l'effort qu’il subit de la part du câble tracteur. Donc en définitive | HIDE que 
devra exercer le câble tracteur sur le chariot pour maintenir celui-ci à arrêt 
en un point quelconque de la zone d'accessibilité est rigoureusement dan 
Pour un même point d’arrét, mais pour des poids variables du chariot Do 
du câble tracteur gardera une composante horizontale invariable (égale à la 


102 MARIE MARCEL NICOLAS ZAMP 


difference des modules des deux catènes tracées par le câble porteur déformé) ; 
seule variera la composante verticale de cet effort. 

Si de plus on se donne la trajectoire et la vitesse (variable ou non) le long de 
celle-ci, l'effort demandé au câble tracteur sera encore entièrement déterminé 
compte tenu de la vitesse, du rayon de courbure de la trajectoire et de l’accélé- 
ration tangentielle. 


Figure 3 


Couple de catènes de suspension appareillées pour une sustente 4 Bb. 


= => =: Der , EI nn ” H 
— 4 . = € . 7) ey = k SE k 
A,=pXAa,; B,=PxBb,; 0,5,=n,= 0,5, =n= E 


En definitive le problème mécanique que nous avons à résoudre est le sui- 
vant: étant donné un point C de l’espace, comment peut-on avec un cable 
tracteur issu de deux points fixes A et B le faire passer par un troisième point C, 
pour qu'il y exerce une force dont les deux composantes, horizontale H et verti- 
cale V, aient des valeurs imposées. 

La solution de ce probleme nous sera donnée par l'étude des tractions 
diverses qu’un câble, astreint à passer en deux points fixes, exerce sur ces 
points selon les diverses catènes de suspension qu’il peut former. 


3. Etude des tractions exercées par un cable fixé en deux points 
A et B entre lesquels il est suspendu 


On sait que toutes les catènes de suspension possibles entre deux points A 
et B peuvent être associées deux à deux, l’une tendue de module 7}, l’autre 
lâche de module 7; (rk < 73), et ayant toutes deux même base canonique. 
Cela signifie en particulier que les ordonnées canoniques Aa}; et Bb, des 
extrémités ont mêmes valeurs dans les deux systèmes de coordonnées canoniques 
afférentes aux deux chainettes. Les abscisses canoniques de ces extrémités 
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étant respectivement 0" a, et O"b, en suspension lâche et O' ay — O'b, en 
suspension tendue. 
On sait aussi qu'il existe une suspension dans laquelle les ordonnées cano- 


niques À a et Bb sont minimales et que cette suspension de module r sépare 
la zone des catènes tendues de celles des catènes lâches. 


Comme A a,, B b,, etc., mesurent à un coefficient constant près (le poids p 


du cable par unité de longueur) les tractions A, et B, exercées par le câble sur 
les extrémités, on justifie ainsi la dénomination de suspension minimale pour 


celle de module 7. Rappelons que la suspension minimale d’une sustente AR 
faisant un angle {avec l'horizontale est définie par la condition que les tangentes 
à la chainette en A et B se coupent sur la base. Analytiquement cette condition 
se traduit pas les deux relations suivantes entre les abscisses canoniques x,, X 
des extrémités, dans la chainette de module 7: 


+ 1 % 1 Y 2 
fe x R 
= = — et — tg 
7 X 4% 


th 70 ä th= 

if V V 
(voir à ce sujet notre mémoire Equilibre d'un cable de téléphérique, Ann. Ponts 
Chaussées 7954, janvier-février). 

Les tractions A, comme les tractions B, sont égales mais avec des inclinai- 
sons différentes, celles afférentes à la suspension lâche étant plus voisines de la 
direction verticale. 

Convenons d’affecter la lettre B à l'extrémité supérieure, de désigner par 
V,, la composante verticale de la traction A, en suspension tendue et par 
Vi la même composante en suspension lâche; de même nous désignerons par 


Wy. et Wz les composantes verticales de la traction B, en suspension respecti- 
vement tendue et lâche. Les composantes horizontales H; des tractions A, et 


B, en suspension tendue étant égales à 7,, mais dirigées en sens contraires 
(toujours vers l’aplomb de la sustente); il en est de même des composantes 


horizontales H/ (égales à r}) des tractions A, et B, en suspension lâche. 

Une étude détaillée, que l’on trouvera en appendice au présent mémoire, 
apprend que des relations, d’une part entre V et H, d'autre part entre W et H 
il existe des représentations graphiques dont les caractéristiques essentielles 
suffisent pour répondre le problème. mécanique du câble tracteur tel que nous 
l'avons posé. 

En effet si d’un point quelconque « (pour lequel il est opportun de choisir 
l'extrémité inférieure A) on trace tous les vecteurs A, figurant les tractions 
exercées par les diverses suspensions sur l'extrémité inférieure À, leurs extré- 
mités ponctuent une courbe dont la concavité continue est orientée vers la 
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zone inferieure sous l’aplomb de B. Les abscisses de cette courbe (A) mesurent 
en chaque point le module de la suspension (ou la composante horizontale H, 
avec son orientation), tandis que les ordonnées figurent en grandeur et sens 


— 


les composantes verticales. Nous appelons le point « origine des vecteurs A, le 
foyer de la courbe (A). 


Figure 4a 


(i = 28° 29’ 30”). Représentation des courbes de traction (A) et (B) aux extrémités d’une sustente 
d’inclinaison et de projection horizontale A by. Deux verticales équidistantes du milieu de l’inters 


valle A by déterminent les tractions A et B d’une même catène de suspension. Les vecteurs de traction 
sont figurés avec une longueur égale à la moitié de la longueur de cable ayant même poids. 
Nota: Sion traçait les deux courbes à partir d’une même verticale et en retournant par exemple 


l’une d’elle (B), la courbe (—B) n’aurait aucun point d’intersection avec la courbe (A) étant partout 
au-dessous de celle-ci. 


Cette courbe concave a deux asymptotes, l’une verticale (orientée vers le 
bas) pour 7 = 0, c’est a dire pour une catène de suspension infiniment lâche, 
l’autre faisant au-dessus de l'horizontale un angle { égal à celui de la sustente, 
c'est à dire pour une catène de suspension infiniment tendue, le point d’inter- 
section de ces deux asymptotes ayant une abscisse nulle et une ordonnée égale 
au vecteur-force, figurant un poids de câble d’une longueur égale à la moitié 
de celle I” de la sustante AB. 


Cette courbe comporte deux points remarquables, savoir celui A,, où elle est 


normale au vecteur A,, du point considéré, et celui A, où la composante verticale 
s’annule et change d’orientation. Ces deux points peuvent, pour chaque incli- 
naison 7, être déterminés sans difficulté et avec précision puisqu’ils correspon- 
dent, le premier a la traction en suspension minimale, le second a la traction 
en suspension dont la tangente à l’extrémité inférieure est horizontale. 
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Si à partir d'un autre point f, pour lequel il est opportun de choisir le point 
b, à l’aplomb de l'extrémité B sur l'horizontale de l'extrémité inférieure A, nous 
déterminons de même la courbe tracée par les extrémités B, des diverses trac- 
tions, nous obtenons une courbe (B) à concavité continue orientée vers la zone 


Figure 4b 
(5 = 57° 39/). 


inférieure sous l’aplomb de A et comprise entre deux asymptotes ayant mêmes 
dispositions que celles indiquées pour la courbe (A). Nous appellerons le point ß 
origine des vecteurs B, le foyer de la courbe (B). 
La traction B,, de la suspension minimale marque le point B,, où cette 
courbe est normale au vecteur is générateur de ce point. a; 
La détermination du point A, (avec une composante horizontale H, = A,) 
aura permis de situer sur la courbe (B) le point dont le vecteur B, a même 
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composante horizontale (même module) H,, mais orientee en sens inverse. On 
démontre qu’entre ce point B,, et ce point B, la courbe (B) a une tangente hori- 
zontale: ceci signifie que c’est pour une suspension comprise entre la suspension 
minimale et la suspension A tangente inferieure horizontale que la composante 
verticale W a une valeur minimale (donc en suspension tendue et à tangente 
inférieure plongeante). 

Il est évident que si la sustente AB change de longueur, mais en gardant 
la même inclinaison 7, les deux courbes susdécrites (A) et (B) se modifient 
homothétiquement, dans le rapport des longueurs des sustentes à partir des 
origines de leurs vecteurs générateurs. 

Plus intéressante pour le problème étudié est la déformation progressive des 
deux courbes (A) et (B) quand l’angle ? varie, la projection horizontale de la 
sustente AB demeurant inchangée. 

On démontre alors que quand i augmente la nouvelle courbe (A) est au- 
dessus de la précédente, et qu’en particulier le vecteur As qui marque la sus- 


pension minimale (ou le point où la courbe (A) est normale au vecteur A,,) 
diminue de longueur en même temps que diminue l’angle qu’il fait avec l’hori- 
zontale, ces deux quantités tendant simultanément vers zéro, la forme de courbe 
(A) tendant vers celle d’une droite verticale. La longueur maximale de ce 


vecteur minimal N étant celle afferente à une inclinaison 7 nulle, l’angle du 


vecteur A avec l’horizontale étant alors égal a 56°28’ et A, étant égale au 
facteur p, près à 0,726 fois la longueur de cette sustente horizontale. Mais 
pour 7 nul, la courbe (B) est devenue identique, mais inversée, par rapport à 
la verticale, à la courbe (A). En effet pour des valeurs croissantes de ?, les 
courbes (B) successives se placent les unes en dessous des autres entre deux 
branches asymptotiques dont l’une est toujours verticale tandis que l’autre 
s'incline en tendant à se rapprocher de la verticale. Et on démontre que le 
point haut de chacune de ces courbes ne cesse de s’abaisser en tendant vers 
le point inférieur à l'infini sur la verticale. (Pour 7 = 0 ce point haut se trouve 
sur l'horizontale d’ordonnée À b,/2 et à l'infini sur cette horizontale.) 

Les deux figures 4a et 4b représentent pour deux inclinaisons différentes, 


mais pour une même longueur de la projection horizontale À b, de la sustente, 
les courbes (A) et (B). 

Pour étudier l'effort de traction qu’un brin tracteur issu de A peut exercer 
sur un point C, nous tracerons la courbe (C;) afférente à l'extrémité C de la 


sustente fictive AC; de même pour étudier l'effort de traction qu'un brin 
tracteur issu de B peut exercer sur ce même point C, nous tracerons la courbe 


(C,) afférente à l'extrémité C de la sustente fictive CB. 


Quel que soit le brin tracteur considéré on voit immédiatement que s'il 
agissait seul il ne pourrait exercer en C que très exceptionnellement une force 
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imposée à priori. En effet seraient déjà à éliminer toutes les forces imposées 
dont la composante horizontale serait orientée vers l'extérieur de l’aplomb de 
la sustente fictive du brin tracteur. A la composante horizontale, convenable- 
ment orientée, et ayant une valeur imposée, il ne correspondrait dans le brin 
tracteur qu'une seule composante verticale V. 

Il est évident que de telles conditions ne sont pas celles d’une maîtrise, si 
limitée soit-elle, du mouvement d'un téléphérique. 

Supposons que par hasard cette composante horizontale de la traction du 
brin tracteur soit égale et opposée à celle de la force créée en C par le câble 
porteur déformé, supposons encore que la composante verticale de cette der- 
niere force associée au poids du chariot soit égale et opposée à la composante 
verticale V de la traction, on pourrait alors tenir l'arrêt en ce point C avec le 
brin tracteur. Mais il suffirait de modifier le poids (la charge suspendue) du 
chariot pour être assuré que le point C ne pourra plus être un point d’arrét. 

Au contraire si on dispose de deux brins tracteurs, issus de points A et B, 
dont les verticales encadrent un point C accessible au chariot, on peut toujours 
réaliser théoriquement en ce point n’importe quelle force, le choix de celle-ci 
n’étant restreint que par une limite a la résistance des cables. C’est ce que nous 
allons démontrer. 


4. Réalisation d’une force quelconque au moyen de deux brins tracteurs 


Nous continuons a désigner par les mémes lettres, A et B, les appuis du 
cable porteur et les extrémités des brins tracteurs; en fait ces deux catégories 
d’organes mécaniques de l'installation ne coincident pas et ne peuvent coincider. 
Mais cette distinction n’est nécessaire que pour étudier le probléme plus parti- 
culier de l’abord ou du départ d’un appui par le chariot, aussi ne la ferons-nous 
pas dans l’exposé qui va suivre. 

Tout point C accessible sous une sustente AB (A plus bas que B) faisant 
avec l’horizontale un angle 7, marque le sommet d’un contour polygonal ACB, 


dont le côté AC fait avec l'horizontale un angle 7, toujours inférieur à /, si le 
point C est à une altitude intermédiaire entre celle de A et de B, tandis que le 


A 


côté CB fait avec Vhorizontale un angle #, toujours supérieur a 7 donc à 4,. 
En d’autres termes cette disposition des sustentes fictives signifie que C est 
extrémité supérieure pour la sustente fictive issue de l’appui inférieur et est 
extrémité inférieure pour la sustente fictive issue de l’appui supérieur. 

Mais il peut advenir, et ce sera presque toujours le cas si la différence 
d’altitude entre B et A n’est pas très accentuée, que l’on ait a étudier des par- 
cours dont des points soient a une altitude inférieure a celle de l’appui le plus 


bas: dans ce cas la sustente fictive AC a une inclinaison 7, négative. Une telle 
disposition des sustentes fictives, caractérisée par un angle 7, négatif et un angle 
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i, positif, ou par le fait que C est extrémité inférieure pour les deux sustentes: 
fictives, se rencontrera toujours si À et B sont à la même altitude. 

Nous allons examiner dans ces deux cas comment le concours des deux 
brins tracteurs permet de réaliser en C n’importe quelle force donnée à priori. 


1° Cas d’un point C à une altitude intermédiaire entre les deux appuis A et B 


Nous mesurerons positivement les composantes horizontales des forces quand 
celles-ci sont orientées dans le sens aplomb de À (appui le moins haut) vers 
aplomb de B (appui le plus haut). 

Nous appellerons H, et W, les composantes, horizontale et verticale, de la: 
traction & exercée en C par le brin tracteur issu de À; nous appellerons H; 


et Vz les mêmes composantes de la traction due au brin issu de B. Les 
composantes W et V sont mesurées positivement quand elles sont orientées 
vers le bas. 

A partir d'un foyer y, que pour la commodité de l'interprétation des courbes 
il y a intérêt à choisir sur la verticale du point € étudié, nous traçons la courbe 
(C4) dont les coordonnées seront H, et W, et la courbe (C;) dont les coordon- 
nées seront Hz et Vp. 

Ces deux courbes sont en quelque sorte dos à dos de part et d'autre de 
l’axe vertical des ordonnées V (ou W), lequel axe est aussi leur asymptote 
commune (dans ce cas les caténes tractrices ont un module nul, c'est à dire 
sont des catènes infiniment läches). Les autres asymptotes sont pour la courbe 
(C4) la droite faisant l'angle 7, avec l'horizontale et passant par le point de 
coordonnées: 0 et /'/2; pour la courbe (Cz) ce sera la droite faisant l’angle 3, 
et passant par le point de coordonnées: 0 et J’,/2. 

Dans la suite de notre exposé nous devrons considérer des courbes (C,) et 
(Cr) dont les asymptotes verticales ne sont plus confondues, aussi dans ce cas 
nous désignerons par y, le foyer de la première et par y; celui de la seconde. 

Soient alors H et V les deux composantes d de la force à à réaliser en conjuguant 


les deux tractions ci et G on devra avoir: H — Hele == H; 


De méme on devra avoir: W, Eu Vale ary: 

On réalisera une représentation graphique de ces deux relations: 

a) en déplaçant de H (en grandeur et signe) la courbe (C4) puis en inversant 
celle-ci autour de sa nouvelle verticale asymptote, ce qui nous donnera la courbe 
(— C4) inversée (le foyer y, sera déplacé de H par rapport au foyer V2); 

b) en traçant ensuite la courbe symétrique de (C;) par rapport à l'horizon: 
tale. 

Toute verticale coupant les deux courbes (—C,) e t (-C,) (la première 
inversée par rapport à son nouvel axe vertical, la seconde retournée par rappori 
à l'axe horizontal demeuré en place) y marque ¢ deux points A et B, et deux 


seulement, qui déterminent deux vecteurs A et B dont les composantes hori 
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zontales satisfont à l'égalité Hy + Hz =H tandis que le vecteur vertical BA 
mesurera en grandeur et signe la somme W, + Vs = BA. 

Pour qu'une verticale puisse avoir deux points d’intersection A et B avec les 
courbes (—C,) et (-C,), il suffit qu’elle soit tracée à n'importe quelle distance 
de y; supérieure à H si H est positive, et à n'importe quelle distance positive de 


Figure 5a 


y, si H est négative. Et les formes de ces deux courbes sont telles qu'une verti- 
; 

cale qui les coupe toutes deux ne peut couper chacune qu’en un seul point. 

Dans ce cas à chacun des points d’intersection correspond un vecteur de traction 


©, pour l’un et un vecteur de traction S p pour l’autre dont les composantes 


horizontales H, et H, satisfont bien à la relation Hy + Hz = H et dont les 
composantes verticales W, + Vz ont pour résultante géométrique le vecteur 


B A en grandeur et signe. 

Or si on appelle Z le point commun aux deux courbes (sa Caer ie Cz), on 
constate que ce point ne peut pas ne pas exister. Cette existence étant une 
conséquence de l'inégalité des angles i, et % des directions asymptotiques 
(avec & > i,). Les verticales bisécantes tracées à gauche de Z donnent des 


=> 


résultantes BA positives (dirigées vers le bas) dont les valeurs diminuent 
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progressivement de l'infini à zero quand la verticale bisécante se rapproche de: 
Z. Quand la verticale bisécante se déplace au-delà de Z, la résultante B À des; 


deux composantes verticales des tractions C, et Cp devient négative (dirigée » 
vers la haut) et croit indéfiniment, a partir de la valeur zéro, cette croissance : 


indéfinie étant la conséquence de l'inégalité des inclinaisons 1, et, (aveci, < #)) 
des deux asymptotes. 


Figure 5b 


Ainsi se trouve démontrée la possibilité de réaliser avec deux brins trac- 
teurs et au point C de leur jonction, n'importe quelle force pourvu que ce point 
C soit compris entre les verticales des appuis À et B du câble tracteur et à une 
hauteur intermédiaire entre ces deux appuis. 


2° Cas d'un point C à une altitude inférieure à celle de l'appui le plus bas 


Dans ce cas le point C marque l'extrémité inférieure des deux sustentes 


fictives AC et CB. Donc les deux tractions cs eure z dont la résultante sera 
l'effort exercé par le câble tracteur sur le point C, ont des courbes représenta- 
tives qui traversent l'axe des abscisses avec des asymptotes inclinées (7, et 7, 
de part et d'autre de cet axe. En recommençant le même ohne “a 
dans le cas précédent on arrive à la même conclusion. 
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La figure 5a montre la représentation de la détermination graphique de deux 
suspensions réalisant n'importe quelle force ayant une composante horizontale 
H positive, pour un point C à une altitude intermédiaire entre celles de A et de 
B; la figure 5b montre la même représentation pour une composante hori- 
zontale H négative. 


Figure 6a 


Les figures 6a et 6b montrent les mêmes représentations pour un point C à 
une altitude plus basse que celle de l'altitude inférieure A. " 

Dans les quatre cas types aussi figurés, les composantes verticales V positives 
(c’est à dire dirigées ver le bas) correspondent toujours aux suspensions définies 
par les verticales à gauche du point Z, et les composantes verticales négatives 
(dirigées vers le haut) correspondent aux suspensions définies par des verticales 
à droite du point Z. | 

Le fait que ces quatre représentations types aient été établies pour des 
sustentes fictives AC et CB ayant des projections horizontales égales (verticale 
du point C au milieu de l'intervalle AB) n’infirme nullement la conclusion du 
cas général puisque la représentation de l’une ses deux courbes (—C;) ou 
(— C3) y deviendrait modifiée homothétiquement à partir de son foyer VA OÙ Yp. 

Ainsi seule l'intervention de deux brins tracteurs permet de réaliser en tout 
point C accessible au chariot du téléphérique telle force que l’on voudra sans 
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restriction aucune, hormis celle qu’imposera la limite de résistance du cable 
tracteur. Et il ressort péremptoirement de cette étude que dans leur action 
conjuguée de traction aucun des deux brins n’assume un rôle prépondérant sur 
celui de l’autre: ils sont rigoureusement indispensables l'un a l’autre, et là 
défaillance de l’un entraîne automatiquement l’inutilité de l’autre et l'impotence 
du téléphérique. 


Figure 6b 


5. Restriction dans le choix de la force à réaliser en C du fait de la 
limite de résistance à la rupture des brins du câble tracteur 


L'étude de cette restriction se fait très simplement en utilisant la courbe 
inversée (—C,) par rapport à la verticale et la courbe retournée (—C,) par 
rapport à l’axe des abscisses, mais en traçant ces courbes de telle sorte que leur 
asymptote verticale soit commune. On obtiendra ainsi une représentation du 
genre de celle de la figure 7. 

A partir du foyer y commun de ces deux courbes, nous tracerons une cir- 
conférence de rayon L,, dont le rayon mesure en longueur la résistance à la 
rupture (ou une fraction de sécurité de celle-ci) du brin issu de l’appui À. Cette 
circonférence coupera la courbe inversée (—C,4) en deux points A’ et A” sis de 
part et d'autre du point A,, s’il y a eu intersection: un allongement suffisant 
de la sustente fictive AC, dont l’inclinaison 7, demeurerait inchangée, pourrait 
rendre A,, égal ou supérieur a Ly. 

On opérera de même avec un autre rayon L, pour tracer du foyer commun y 
une autre circonférence qui coupera la courbe retournée (—C;) en deux points 
B’ et B” sis également du part et d’autre du point B,,. Le rayon L, sera rarement 
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égal à L, pour deux raisons: les deux brins ne présentent pas nécessairement 
la même résistance à la rupture et même s’il en était ainsi il faudrait retrancher 
à celle du brin B le poids d’une longueur de câble égale a la dénivellation entre 
l'appui B et le point C étudié. 

Si l'on trace ensuite les 4 verticales passant par les 4 points susdéfinis: 
A’, A”, B’, B’, on voit que le choix de la force à réaliser sera limité par un 


(-C.,) 


Figure 7 


éloignement l’une de l’autre des deux asymptotes (des deux foyers y, et y p) 
qui fera coincider la verticale de B” avec celle de A’ et par un autre éloignement 
amenant en coincidence la verticale de B’ avec celle de A”. Dans le second cas 
la composante horizontale H de la force limite aura une valeur maximale 
H', + H', (Hz valeur positive maximale H', valeur négative, minimale en valeur 
absolue) tandis que sa valeur minimale H, + HA sera atteinte dans l’autre cas 
extrême d’éloignement. Dans l’un comme dans l’autre cas les deux brins 
tracteurs seraient sollicités à leurs limites respectives de résistance. 

Si de plus on considère tous les cas admissibles d’éloignement entre les deux 
positions extrêmes résultant des limites respectives de la résistance à la rupture 
des deux brins tracteurs, si on considère encore que des modifications de lon- 
gueur des sustentes fictives à inclinaisons inchangées, interviennent également, 


ZAMP VIII/8 
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on en déduira qu’il est impossible d’affirmer a priori qu'un brin tracteur sera 
systématiquement moins sollicité que l’autre. 

Si on pourvoit un des brins tracteurs d’un dispositif lui imposant une 
traction fixe en un point donné (qui sera pratiquement le point fixe d’où il est 
issu) il n’en résulte nullement une garantie de limitation pour la traction dans 
l’autre brin: seul sera restreint le choix de la force pouvant être réalisée par la 
conjonction en C des deux brins. 

En effet supposons que cette traction fixe soit imposée au brin issu de B 
et que celle-ci soit figurée sur la courbe représentative des tractions Cz par 
deux points B’ et B” (sur une circonference de centre yz) et de coordonnées 
respectives H7,, Vz et Hz, Vz. Dans le choix de la force réalisable, la compo- 
sante H de celle-ci devra déjà être choisie telle qu'après avoir déplacé l’asymp- 
tote verticale de la courbe (—C,4) de la quantité H l’une au moins des deux 
verticales tracées par les points B’ et B” se trouve à droite de l’asymptote 
verticale déplacée y,. On en déduit que H ne peut avoir qu'une valeur égale ou 
inférieure à celle de H7, (puisque Hz > Hp). 

Pour les valeurs de H comprises entre Hz et Hz on ne dispose que d'une 
seule verticale bisécante, celle qui passe par B’, donc d’une seule valeur de V 
par valeur de H; ce ne sera que pour les valeurs de H inférieures à H7, que l'on 
disposera de deux verticales bisécantes, celles passant par B’ et B”, donc de deux 
valeurs de V par valeur de H. 

Il suffit, à l’aide de la figure, d'imaginer par la pensée l’infinite de combi- 
naisons possibles (inclinaisons des sustentes de leurs longueurs relatives) pour 
conclure qu'un dispositif imposant une traction fixe à l’un des brins ne donne 
aucune garantie quant à la limite de l'effort qui pourra être imposé à l’autre brin. 

Si cet autre brin est aussi pourvu d’un dispositif analogue lui imposant une 
traction fixe, il devient évident que en chaque point C le choix de la force 
réalisable par la conjonction des deux brins tracteurs deviendra limité à 
4 vecteurs forces, ceux résultant de la mise en alignement vertical des deux 
points limites A’ et A” avec les deux autres points limites B’ et B”. 

On a coutume de qualifier de dispositif de réglage de tension celui d’un contre- 
poids transmettant une traction constante au brin quicontourneune poulie. Cette 
dénomination est inexacte; il ne s’agit pas d’un réglage mais bel et bien d’un 
dispositif imposant une tension, en un mot d’un dispositif de mise en tension pour 
employer la dénomination dont nous nous sommes servis au début de cette étude 
quand nous avons donnée la description générale schématique d’un téléphérique. 

Le véritable dispositif de réglage de tension est celui réalisé par la molette 
motrice, qui reçoit du moteur des impulsions tractrices vraiment réglables. | 
Aussi du point de vue de la sécurité des câbles tracteurs la meilleure organi- 
sation d’un téléphérique est celle qui fait du brin rétroactif le brin de mise en 
tension (grace à l'action d’un contrepoids) et du brin actif le brin de réglage | 
de la tension (grâce à l’action modulée du moteur) 
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En limitant à cet exposé le développement de quelques déductions parmi les 
très nombreuses que permet la confrontation des courbes représentatives (A) et 
(B) des tractions dans un câble à ses extrémités nous pensons avoir présenté la 
solution de ce problème annexe que nous avions invoquée dans un mémoire 
antérieur pour proclamer l'impropriété de la dénomination câble-lest. Certes 
notre affirmation a été contestée, curieusement sans aucune démonstration, 
car pour certain la critique de la conclusion d’un problème est plus aisée que 
l’art d’en trouver la solution. 

Nous ferons remarquer enfin que pour de telles études l'analyse ne peut 
fournir des éclaircissements comparables à ceux qu'offre le raisonnement, non 
pas que les mises en équation soient difficiles, mais seulement parce que celles-ci 
aboutissent à des relations entre fonctions et arguments hyperboliques dont 
l'interprétation devient vite inextricable. 


Annexe 


Détermination de la forme et des caractéristiques structurales des courbes (A) et (B), 
vepvesentatives des tractions A et B exercés par un câble de longueur variable fixe 
en deux points A et B 


On sait que toute catène formée par un câble sous une sustente AB est 
obtenue par une transformation homothétique d’un certain arc de chaînette 
A, By qu’une corde A, B,, ayant même inclinaison 7 que la sustente, découpe dans 
une chainette de référence, le rapport d’homothetie étant A B/A, Br: 

Prenons comme chainette de référence celle dont la corde en position minimale 
d’inclinaison i a pour longueur celle de la sustente AB. Le module 7 de cette 
chainette, ainsi que les ordonnées canoniques correspondantes A aet Bb de la 
sustente AB sont déterminées par les caractéristiques de la position minimale en 
inclinaison ?. 

Ainsi chaque catène de suspension sous la sustente AB est engendrée par une 
certaine corde A, B, de cette chainette de référence. Mais comme les cordes 
A, B, peuvent être appareillées deux à deux, l’une en dessous de la corde mini- 
male AB (et nous l’appellerons A; B;) l'autre en dessus (et nous l’appellerons 
Aj, B;), de telle sorte que 4,0, A, By = AY a}/A} BY, il existe toujours deux 
suspensions, l’une lâche l’autre tendue, produisant à chacune des extrémités de 
la sustente des tractions A, égales mais de directions différentes, de même que les 


tractions B;. 
Nous appellerons 7; le module de la suspension tendue et 7, celui de la sus- 


pension lâche. | 

Nous appellerons V;, H; les composantes, verticale et horizontale, de la trac- 
tion A, en suspension tendue, et V, et W; ces mêmes composantes en suspension 
läche. E 

Pour les composantes des tractions B, à l'extrémité supérieure B, nous em- 
ploierons les lettres W, et W; pour distinguer les composantes verticales en 
suspension tendue et lâche, les composantes horizontales demeurant respec- 
tivement égales à celles des tractions A,, au signe près puisqu'elles sont toujours 
orientées vers la zone à l’aplomb sous la sustente. 
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Convenons de donner une valeur positive aux composantes verticales V et W 
quand elles sont orientées vers le bas (comme la pesanteur) et convenons de 
compter H positivement quand cette composante horizontale est dirigée de 
l'aplomb de l’appui le plus bas vers celui de l'aplomb le plus haut. (Au cas où les 
appuis seraient à la même altitude, l'étude est si simplifiée qu'une représentation 


graphique des courbes (A) et (B) devient superflue.) | | 
Ces notations étant ainsi précisées, on en déduit les relations suivantes: 


, AB = AB : 
Vr Lo H, = 7 B’ R ur Ar B" = k? 
A, k Zn k 
ww 7 7 has A! a! er 
AZ AAA AB AB, 
MENT AD Be 
> d B'’ Ls = B! b! ae 
B, = Bb, = AB 4 — AB TT = AB (q, + sini), 
A D. ae? 
Re TR Le 
Vi= ——AB, Vi=—— AB, 
A, k Ay B; 
RE Ce EL 
W; = = AB, W; = A. Bi 
A; Bi RAR 


Examinons comment évoluent les suspensions engendrées par des cordes 
génératrices qui s’élèveraient progressivement dans la chainette de référence, à 
partir du point J de celle-ci où la tangente a l’inclinaison ?. 


Figure 8 


Im point de rencontre des tangentes aux extrémités de la corde AB en position minimale pour 
l’inclinaison i (A a | AB a une valeur minimale ainsi que B b | AB); #7, point de rencontre des aligne- 
ments des extrémités de deux cordes parallèles en correspondance de traction pour l’inclinaison 7. 


Akak _ Aka + Pit Bub, 
U 
Ay Be AB At Be aa Be 


Vol. VIII, 1957 Comment agit le câble tracteur d’un téléphérique IY 


En suspension infiniment tendue (corde génératrice infiniment voisine du 
point 7) les deux tractions (A) et (B) sont infiniment grandes, égales et apposées 
suivant la direction de la sustente. 

Au fur et à mesure que la suspension devient moins tendue, les tractions A 
et B commencent par devenir de plus en plus petites, A décroissant plus vite que 
B (le rapport B/A augmente). 

Cette décroissance simultanée de A et de B se poursuivra jusqu’a ce que la 
corde génératrice A, B, se confonde avec la corde minimale AB; puis cette corde 
génératrice continuant à s'élever, A et B se mettront à croître, À croissant plus vite 
que B (le rapport B/A diminue et tend vers 1). Les composantes horizontales (H et 
— H) qui étaient infinies ne cessent de décroître et cette décroissance se poursuivra 
jusqu’à la valeur nulle, qui correspond a une suspension infiniment lâche en- 
gendrée par une corde génératrice A, B,, tracée à l'infini au-dessus du point J. 

On notera que pendant cette évolution l’angle f que fait la direction de la 
traction B avec l'horizontale n’a cessé de croître pour tendre vers 2/2, la traction 
étant toujours orientée vers le bas. 

Au contraire pour la traction Ai d’abord orientée vers le haut, on voit que sa 
direction s’abaisse progressivement jusqu’à devenir horizontale (la corde généra- 
trice est alors celle qui passe par le sommet de la chaînette de référence), puis cet 
angle « se remet à croître pour tendre vers 2/2. Il suffit d'attribuer a cet angle « 
une valeur négative pour les tractions A orientées au-dessus de l'horizontale, pour 
pouvoir conclure que cet angle x, ainsi mesuré algebriquement, ne cesse de croître 
pour tendre vers 7/2 comme l'angle f. 

Il est évident que pour une catène quelconque de suspension la composante 
verticale W d’une traction B, à l'extrémité la plus haute, est toujours supérieure, 
en valeur absolue, à la composante verticale V de la traction à l’autre extrémité. 

Si l’on compare les 4 composantes verticales de deux suspensions appareillees, 
on constate que tant que les cordes génératrices 4; B;, A; By, sont voisines de 
la corde minimale on a W, > V; mais qu'il existe un appareillage et un seul 
pour lequel W; = Vj, et qu’au dela de cet appareillage W,, est toujours inférieur 
4) V>. en 
La relation qui donne la valeur V, en fonction de la corde génératrice A, By 
de la suspension correspondante, soit: 

— 
ee Pay es, 
Ar Br 
nous permet de démontrer: 

1° que la valeur absolue de V; ne cesse de décroître quand on passe de la 
suspension infiniment tendue (pour laquelle elle a une valeur infinie), à la sus- 
pension — encore tendue — à tangente horizontale à l'extrémité inférieure (corde 
génératrice S B,) auquel cas V, a une valeur nulle ; 

20 qu’à partir de cette suspension tendue à tangente horizontale, la compo- 
sante V, prend des valeurs positives croissant indéfiniment au fur et à mesure que 
la suspension devient moins tendue, puis minimale, puis lâche. | | 

Pour cela nous aurons recours à un raisonnement géométrique différentiel 
appliqué aux variations des longueurs de deux cordes génératrices infiniment 
voisines et de celles de leurs arcs. | 

Considérons d’abord une corde génératrice àsuspension plongeante (c'est-à-dire 


une corde qui coupe l’axe vertical de la chainette). Soit A(4, S) le petit élément 
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d'arc qui sépare l’extremite inférieure de la corde A, B,, de celle infiniment 
voisine. Ce petit élément d’arc peut être confondu avec l'élément rectiligne de 
même longueur aligné suivant la tangente A,T,. Si la nouvelle corde infiniment 
voisine est au-dessus de A, B,, sa longueur aura été accrue d’une quantité 


—— 


A(A, B,); l'élément A(A, S) et celui A(A, B,) sont les deux côtés d’un triangle 
semblable au triangle A, 7, B,, donc on a la relation 


ARS) _ Ax Ty 
A(A, By) Ay, By 


Mais le point de rencontre 7, des deux tangentes à la chainette aux extrémités 
de la corde A, B, (point 7,, qu'il paraitrait opportun d'appeler «pôle de la corde 
4, B,) est dans la moitié verticale de la chaînette opposée à celle du point 44. 
Donc la développée à cette chaînette, à partir du sommet et vers le côté où se 
trouve A,, coupe le vecteur A; 7, en un point compris entre A, et T,, donc 
4, T, est plus grand que l’arc AS. 

On en déduit que A(A, S)/A(A, B,) est supérieur à A, S/A, By. 

Pour savoir ce qu’est devenu V, au cours d’un déplacement infinitésimal vers 
le haut de la corde génératrice A, 6; on comparera 


ApS, ApS + AM S) 
A, By Ay By, + AA, Br) 


‘ 


Figure 9 
A’ A" = B’B" — A(AB); Ad’ = AAS à 
ANR) ES) RE = ABS) 
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Or quand on augmente les deux termes n et d d’une fraction n/d de quantités 
respectivement égales à n’ et à d’, dont le rapport n’/d’ est supérieur à n/d, la 
nouvelle fraction augmente de valeur. 

Donc V, augmente de valeur quand sa corde génératrice s’éléve; autrement dit 
quand le module de la suspension diminue. 

Pour les cordes génératrices dont l'extrémité inférieure est du même côté que 
B; par rapport à l’axe, la croissance de la valeur absolue de V au fur et à mesure 
que la suspension devient de plus en plus tendue est évidente — sans qu’il soit 


besoin de recourir à un raisonnement géométrique différentiel — puisque A, S 


augmente (et tend vers J S) tandis que A, B, décroit. 
L'étude des composantes verticales 


MR 


procède du même raisonnement géométrique différentiel, lequel fait conclure que 
W, toujours positive, a une valeur minimale pour la suspension engendrée par la 
corde A, B.. dont le pôle T, (point de rencontre des tangentes à la chaînette aux 
deux extrémités) se trouve sur la développée à la chaînette issue du sommet de 
celle-ci et tracée vers le côté où se trouve le point B,. 

Ce point /, existe toujours car on démontre que la polaire caténique d’une 
direction ? (lieu des points de rencontre des tangentes aux extrémités des cordes 
parallèles d’inclinaison 7) est une courbe qui ne peut pas avoir de tangente hori- 
zontale, ni aucun point d’intersection avec aucune autre de même nature. On 
en déduit notamment que quand le point / de la chainette où la tangente à 
Vinclinaison 7 (lequel point J marque donc l'extrémité supérieure de la polaire 
caténique de la direction 7) se déplace sur la chaînette, le point J de sa polaire 
se déplace dans le même sens sur la développée de la chaînette. 

Parmi ces points J il convient de distinguer celui unique, J, où la tangente 
à la développée est aussi tangente à la chaînette. Les coordonnées de cette corde 


x 


remarquable se calculent aisément à partir des deux équations 


DH x x 
LV, oh un ot" Gh sh me 1 
7 y 7 7 
d’où 
x ; 
2 Gh anschl a 
7 
sh #1 
Fe 


dont la racine est x,/r = 1,20938 d’où l’on déduit avec une précision de 1/10000 
%/r = — 0,61548. 

Avec une précision de 1/200 l'extrémité supérieure de cette corde remarquable 
peut être confondue avec le point de la chaînette où la tangente passe par le point 
de rencontre de l’axe et de la base 


119974120988: 
V4 


Il suffit de considérer la figure où est représentée la tangente commune 18, JG 
pour se rendre compte que toutes les autres cordes ayant leur pôle caténique sur > 
développée auront leur extrémité inférieure K, comprise eure IQ, GENS et qu a 
chaque point K, correspondent deux pôles caténiques J; et Jj’, appartenant a des 
polaires issues de point /, et I; (avec 4, < 4) < ij). On remarquera accessoirement 
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que l’angle en J, est obtus tandis que celui en J,’ est aigu. Ainsi se trouve démontré 
que la composante verticale minimale de la traction à l'extrémité supérieure 
d’une catène de suspension est obtenue pour une catene tendue, comprise entre 
la catène minimale et celle à tangente inférieure horizontale. 


TM, 
Figure 10 


Un autre élément important de la structure des courbes (A) et (B) est leur: 
asymptote, figurative des tractions aux extrémités des catènes de suspension 
infiniment tendues. | 

Ces asymptotes font avec l’axe des abscisses H un angle égal a celui, 7, que: 
fait la sustente AB avec l'horizontale. La mise en place de ces asymptotes serai 
achevée quand nous aurons démontré que chacune coupe l’axe des ordonnées ài 
une distance de l’origine telle que ce vecteur mesure le poids d’une longueur de: 
câble égale à À B/2. 

En effet, en comptant positivement les arcs de la chaînette de référence, dans: 
le sens de gauche à droite (l'extrémité inférieure A étant supposée à gauche), on) 
a en grandeur et signe: 


Vis + —— ALS = 4 =. (ALT 4S) 

N / 7 k J 7 7 k I > 
A, B; RER 

h U = APR amy the 

W, = LS 42. (BI+TS) 
À; B; ADB: 
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La relation qui définit la composante horizontale H; d'une traction A, ou B, 
(composante horizontale mesurée positivement de gauche à droite) est 


; AB 
i 
A; B; 
pour toutes les tractions B, de l'extrémité supérieure et 
! AB 

= n——— 

A; B; 
pour toutes les tractions A, de l’extrémité inférieure de la sustente. 


Tenant compte de ces deux relations, on peut donner aux expressions de V, 
et de W; les formes suivantes: 


ee a SERIE OPS Wes ; AM lara Je 
Vi= + === ALI +H, Ne Bal oH, re 


Aue 2 AE 


où H; est la composante horizontale de A, (donc toujours positive) dans l'équation 
de V; et la composante horizontale de B, (donc toujours négative) dans l'équation 
de W;. 

A la limite, quand la corde génératrice A; B; se rapproche de plus en plus du 
point J, où la tangente a l’inclinaison ? de la sustente, Aa, By, tend vers 1/2, 
tandis que By 1/A; By tend — 1/2. 


D'autre part, I S/r est égal à — tgi. 
On a donc à la limite 


Et par des raisonnements analogues, ne procédant que de considérations géo- 
métriques, on démontre aussi que les deux courbes (4) et (B) ne peuvent couper 
leur asymptote, ce qui achève de donner de la structure de ces courbes toutes 
les précisions suffisantes pour fonder sur elles l'étude que nous venons d'exposer 
concernant les câbles tracteurs. 


Summary 


Many studies, and even official regulations use the name ‘balance cable’ to 
describe one of the two ends of the traction cable of a telpher. 

This definition implies that the end of the cable referred to as balance cable 
plays a minor part in the efficient running of the telpher. 

The author shows this interpretation is not justified, in the sense that the 
two ends of the cable are mechanically equivalent and indispensable to the 
system. The article shows also that the counter-balance cannot be used as a 
device adjusting stress during operation, this effect being obtained only through 


the action of the driving pulley. 


(Reçu: le 11 août 1956.) 
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Géométrie de la chaînette ou hypergéométrie 


Par MARIE MARCEL NicoLas, Paris!) 


La solution d’un problème peut être obtenue soit par la méthode analytique, 
soit par le raisonnement ; la première montre la solution, la seconde la démontre. 
Une solution n’est parfaite que si elle a été démontrée. 

La méthode analytique appliquée à l'étude des systèmes comprenant des 
câbles est généralement stérile parce qu'elle fait intervenir des relations entre 
des fonctions hyperboliques et leurs arguments et parce que rares sont celles de 
ces relations qui soient susceptibles d’une interprétation facile. 

Le raisonnement demeure malaisé tant que l’on ne dispose pas d’une 
géométrie qui, par son essence, convienne à ce genre de problèmes. 

En effet tout problème de mécanique où interviennent des câbles comporte 
toujours la confrontation de longueurs de câbles suspendus en des points: 
donnés de l’espace avec les tractions qu’il convient d'exercer sur eux en ces 
points de façon à satisfaire à certaines conditions imposées. Ces câbles, sup- 
posés infiniment souples, mais non dépourvus de masse, se trouvent soumis à 
un champ de gravitation que l’on peut admettre d'intensité constante et de 
direction uniforme dans le cas des problèmes usuels. 

Sous l'influence d’un tel champ, celui de la pesanteur, les câbles prennent 
la forme d’arcs de chainette, de catènes, découpés sur des chainettes dont l’axe 
est parallèle à la direction du champ, donc à la verticale. 

La longueur des catènes ainsi tracées entre deux points À et B de l’espace 
est fonction non seulement de la distance mesurée rectilignement entre ces 


points, mais aussi de l’inclinaison du vecteur AB au-dessus du plan horizontal 
et enfin de la traction exercée sur le câble en un de ces points, traction qui 
détermine le module de la chaînette sur laquelle est découpée la catène, et 
vice versa. 

On conçoit combien est inadaptée a l’étude de tels problèmes une géométrie 
fondée sur l'emploi de la règle et du compas, c’est-à-dire sur une mesure rigide 
et rectiligne des distances. 

Dans un monde soumis à une gravitation d'intensité infinie — ou ce qui 
revient au même dans un monde dont tous les matériaux seraient infiniment 
souples — les besoins de mesure et les moyens matériels de les satisfaire auraient 
imposé à des êtres raisonnables la conception d’une autre géométrie que celle 
usuelle. Cependant si les besoins et les moyens de mesure des êtres raisonnables 


at A : 175 . 
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vivant dans cette ambiance physique demeuraient limités 4 un univers 
perceptible infiniment petit, c’est-à-dire dont la plus grande dimension ne 
dépasserait pas le millionième ou le milliardième du plus petit module réalisable 
sur les règles caténaires de mesure employées par ces êtres, les apparences 
leur feraient encore concevoir une géométrie euclidienne identique à celle dont 
nous nous servons. 

Mais ceux-ci commenceraient à douter de l’universalité de cette géométrie 
au fur et à mesure que s’etendrait la portée de leurs perceptions. 

Le même doute devait s'emparer des géomètres usant des règles rigides 
quand ils substituèrent à celles-ci des fils constitués par des rais lumineux 
soumis à des champs de gravitation. 

Or l’etude des problèmes de câbles, même envisagés à la très petite échelle 
des besoins de la technique, impose l'emploi de cette géométrie où les distances 
sont mesurées suivant des catenes. 

Nous nous proposons d’exposer les fondements de cette géométrie speciale. 
Comme dans le cadre de ces Annales il serait impossible d’en faire un exposé 
complet, nous nous bornerons à décrire et à étudier sommairement celles des 
lignes essentielles au recours desquelles nous ont conduit nos études sur les 
câbles de téléphériques. 

Pour la commodité de l’exposé nous appellerons cette géométrie «hyper- 
géométrie» rappellant ainsi qu’elle traduit des relations entre des fonctions 
hyperboliques. Pour faciliter la confrontation de la géométrie usuelle avec 
Vhypergéométrie nous attribuerons aux lignes de cette dernière, qui tiennent 
le même rôle qu’en géométrie euclidienne, les mêmes désignations respectives 
précédées du préfixe «hyper»; nous aurons donc des hyperdroites, des hyper- 
circonférences, des hypersphères, des hyperparalleles, des hypernormales, etc... 
etc... et même des hyperhyperboles. 

Cette hypergéométrie en suggère d’autres, adaptées à des champs de gravi- 
tation qui n'auraient plus des intensités et des directions (au sens euclidien) 
uniformes mais qui correspondraient par exemple à des champs de gravitation 
concentriques, au sens usuel comme au sens hypergéométrique du terme. 


Droite et hyperdroite 


La droite est la ligne selon laquelle on mesure la distance entre deux de ses 
points. L’hyperdroite sera donc une chainette d’axe vertical, plus exactement 
d’axe parallèle à la direction uniforme du champ de gravitation d'intensité 
constante auquel sont soumises les règles de mesure supposées infiniment 
souples. L’hyperdroite est donc toujours contenue dans le plan vertical défini 
par les deux points dont on veut mesurer Vhyperdistance. 

Le module de la chainette de l’hyperdroite est fonction de la tension de la 
règle souple servant à mesurer les hyperdistances. L’hyperdistance entre deux 
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points dépend donc de la distance de ceux-ci, de l’inclinaison de leur alignement 
au-dessus de l'horizontale et de la tension de la règle. 

La différence fondamentale entre la droite et l’hyperdroite est que les 
points de la première n’ont pas de personnalité géométrique tandis que ceux 
de la seconde en ont une. 

Par exemple la direction de la tangente en un point de l’hyperdroite est 
fonction du point choisi sur celle-ci: de cette remarque il sera tiré parti dans 
l’étude de l’hyperplan. 


Figure 1 


AC)# GB QAR MAC HGB AB AC, AGE ir: 


Mais il existe d’autres dissemblances remarquables entre la droite et 
Vhyperdroite. 

En effet alors qu’entre deux points on ne peut tracer qu’une seule droite, 
on peut toujours tracer deux hyperdroites équimodulées entre deux points 
(l'une est une catène soumise à des efforts internes de traction, l’autre est la 
même catène symétrique de la précédente par rapport au milieu de AB et 
soumise à des efforts internes de compression) (figure 1). 

La ligne droite est la ligne suivant laquelle la distance mesurée entre les 
deux points À et B est la plus courte; plus exactement tout point C pris en 
dehors de la droite AB détermine deux éléments de droite AC et CB dont la 
somme des longueurs est supérieure a AB. 

Les deux hyperdroites équimodulées passant par A et B délimitent deux 
zones dans le plan. Tout point C, de la zone externe détermine deux hyper- 
droites équimodulées (dans le module considéré) telles que la somme des 


hyperdistances AC, + C,B soit supérieure à l’hyperdistance AB. Tout point C; 
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de la zone interne détermine deux segments d’hyperdroites équimodulées tels 


= 2 — 


que AC; + C;B soit inférieure à AB mesurée suivant l’hyperdroite. 

On en déduit que la propriété fondamentale des triangles, savoir que la 
longueur d’un côté est inférieure à la somme des longueurs des deux autres 
côtés, n'est plus une propriété absolue des hypercôtés d'un hypertriangle. Il 
suffit en effet qu’un sommet se trouve à l'intérieur de la zone délimitée par un 
hypercôté et le symétrique inversé de celui-c1 pour que la longueur de cet 
hypercôté soit supérieure à la somme des deux autres; elle lui serait égale si le 
sommet était sur le symétrique inversé. 


Plan et hyperplan 


Il existe du plan deux définitions: Le plan est la surface qui contient toute 
ligne droite joignant deux points quelconques de cette surface. Le plan est 
aussi la surface engendrée par la rotation d’une ligne droite autour d’un axe 
qui lui est orthogonal. 

La première définition nous fera donc appeler hyperplan tout plan vertical, 
car seule une telle surface contient toutes les hyperdroites joignant deux 
quelconques de ses points. 

La seconde définition nous mènera à la même conclusion quand nous 
aurons éliminé le cas d’une rotation autour d’un axe orthogonal à une hyper- 
droite au sens restreint, au sens ponctuel, du mot. Il faut en effet que, comme 
dans le cas de la droite, l’axe de rotation soit orthogonal à tous les éléments 
rectilignes infiniment petits qui constituent l'hyperdroite et non pas à un seul 
d’entre eux. 

Or la seule direction orthogonale à tous les éléments rectilignes infiniment 
petits d’une hyperdroite est celle qui est normale au plan vertical qui contient 
cette chainette. 


Circonférence et hypercirconférence 


La circonférence est le lieu des points d’un plan qui sont à une distance 
donnée d’un point de ce plan. Les lignes droites qui servent à mesurer cette 
distance peuvent être considérées comme les arcs d’une chaînette infiniment 
tendue, donc comme des catènes ayant même module, savoir un module de 
valeur infinie. 

Tenant compte de cette dernière remarque nous définissons l’hypercircon- 
férence comme étant le lieu des points d’un hyperplan (plan vertical) qui sont à 
une distance donnée d’un point de cet hyperplan, étant entendu que cette 
distance est mesurée le long d’arcs découpés sur une chaînette d’un module 


donné (et d’axe vertical évidemment). Cette distance et ce module définissent 


Vhyperrayon. 
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On voit immediatement que les hypercirconferences concentriques ayant 
toutes même longueur d’hyperrayon (mais tracées sous des modules variables) 
sont toutes enchâssées les unes dans les autres, celles de modules supérieurs 
entourant celles de modules inférieurs. Les formes extrêmes de ces hyper- 
circonférences, ayant même longueur d’hyperrayon, sont d'une part la circon- 
férence de rayon 1, d'autre part le vecteur vertical de longueur 21 (figure 2)3 


0,0921 X 2 (Z/m = 100) 
Us x 1 (l/m = 20) 
0,881 X J (1/m = 1) 


Figure 2 


Hypercirconférences d’hyperrayon /, constant mais tracées sous divers modules. 


aresh 
OH es 2m 
ects 1 
2m 
1 il 
—— | 0 | - 1 2, 3 + 20 100 CO 
m 2. 
OH | 
| <The a 0,98964 | 0,96248 | 0,88137 | 0,7966 | 0,7217 0,3 0,0921 0 | 


Pour que l’hypercirconférence se distingue pratiquement de la circonférence, il faut que son hyper- 
rayon soit supérieur au module sous lequel elle est tracée. 


Toutes les hypercirconférences concentriques d’hyperrayon / ont en commun 
les deux points situés sur la verticale du centre à une distance / de celui-ci. 

Nous appellerons diamètre vertical d’une hypercirconférence le vecteur 
joignant les deux points de celle-ci situés sur la verticale passant par le centre, 
et diamètre horizontal le vecteur horizontal passant par le centre et limité par 
l'hypercirconférence. 

Rapportée à son centre et à des coordonnées cartésiennes, # et v, dont les 
axes sont suivant le diamètre vertical et le diamètre horizontal, l’hypercircon- 
ference d’hyperrayon J, mesuré sous le module m, a pour équation: 


u 


v2 + 4 m? sh? 
2 m 


dl? 


En effet entre les abscisses canoniques x, et x, de deux points d’une chai- 
nette de module m et délimitant sur celle-ci un arc de longueur J, on a les 
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relations 
x 4G Fa eae , Ar 
Mm (sh sh a =1=2msh(~ =) Che 
m m Zon) 2m 
u x, + 
= 2 msh- ch( ns ") 
2 m 2 m 
et 
| 
m (ch + — cl | = v=2msh__ sh (A, *0) 
7 2n 2m 
be 
d’ou 
[2 v2 
oa eee D a a a 
4 m* sh? ——— 4m? sh*—— 
2m 2m 
et 


12 — v2 = 4m? sh2—_., 
2m 

L'étude d’un arc de longueur constante tracé sur une chaînette montre que 
la projection horizontale de cet arc va en augmentant en même temps que 
diminue la longueur de sa corde quand diminue l’angle que fait sa corde avec 
l'horizontale. 

Donc le rayon vecteur OP d’un point P d’une hypercirconférence va en 
augmentant quand augmente l’angle que fait ce rayon vecteur avec Vhori- 
zontale. La valeur minimale du rayon vecteur est celle du rayon horizontal, 
égal a: P 
2 m argsh ere 

La propriété fondamentale de l’hypercirconférence concerne la direction de 
sa tangente en un point. En tout point d'une hypercirconférence la tangente 
est parallèle à la bissectrice des deux tangentes aux extrémités de l’hyperrayon 
du point. v2 = 

En effet soient AT et BT les deux tangentes d’une chainette aux points 
A et B délimitant un arc de longueur /. Un arc de méme longueur, avec extré- 
mités infiniment voisines de celles du premier, aura ses extrémités A’ et B’, sur 


les deux tangentes AT et BT; si A’ est compris entre A et T, l’autre nouvelle 
extrémité, B’, sera au-dela du point B sur le vecteur TB (figure 3). 


Si par B’ nous menons un vecteur B' B" equipollent au vecteur À'A, le point 
B" sera un point de l’hypercirconférence de centre A et d’hyperrayon 


P= Ap AB. L'égalité de ces deux arcs infiniment voisins implique que 
A'A = BB’, donc à la limite l'élément BB" de l'hypercirconférence est bien 
orthogonal à la bissectrice de l'angle extérieur a ATB, donc est parallele a la 


bissectrice de cet angle. 
L'étude des arcs de longueur constante tracés sur une chaînette montre que 


leur bissectrice tangentielle (bissectrice de l'angle formé par les deux tangentes 
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aux extrémités de l’arc) passe progressivement de la direction verticale a la 
direction horizontale quand la corde de l’arc passe de la direction horizontale 
à la direction verticale. 

Cette étude montre aussi que quand la corde de l’arc de longueur constante 
passe progressivement de la position horizontale à la position verticale la 
bissectrice tangentielle, d’abord normale à la corde horizontale, ne cesse de 


Figure 3 
A A’ = BB’ = B’ B". 


former avec la corde un angle aigu, pour atteindre à nouveau la valeur 2/2 
quand la corde est devenue verticale. 

On en déduit que la tangente à l’hypercirconférence s’incline progressive- 
ment de la verticale à l'horizontale quand le rayon vecteur OP pivote de la 
position horizontale a la position verticale. 

Toute hyperdroite passant par le centre d’une hypercirconférence ayant 
le même module est coupée par celle-ci en deux points dont l’hyperdistance est 
constante; celle-ci mesure la longueur de tous les hyperdiamétres de l’hyper- 
circonférence. 


L’hypercirconférence est susceptible d’une interprétation géométrique. Si 
on trace dans un plan vertical la courbe 


u 


et si on projette cette courbe sur un plan horizontal passant par la ligne des 
abscisses # de telle sorte que le vecteur projetant satisfasse à la double con- 


r 2 es See ee à 
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dition d’avoir une longueur constante / et d’être orthogonal à la ligne des 
abscisses #, on obtient l’hypercirconférence (figure 4): 


Ee cee u 
y = 2m sh —- 
2m, 


Figure 4 


Si on considère tous les points des hypercirconférences concentriques de 
modules variables mais d’hyperrayon constant, qui sont alignés sur le centre 
commun, les tangentes en chacun de ces points aux diverses hypercirconférences 
ont des directions qui s’inclinent progressivement de la verticale à la direction 
orthogonale à celle de l'alignement quand on passe de l’hypercirconférence de 
module zéro (vecteur vertical) à l’hypercirconférence de module infini (circon- 
férence de rayon /). 

En effet cette succession de catènes de longueur constante, à modules 
croissants est caractérisée par le fait que le rapport de la longueur de la sustente 
(corde de la catène) à la longueur de la catène sustendue va en augmentant en 
tendant vers l'unité. 

Puisque ce rapport va en augmentant cela signifie que dans une chaînette 
de référence, de module fixe, la corde de la caténe figurative de l’hyperrayon 
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se déplace parallèlement à elle-même en se rapprochant du point où elle devient : 
tangente à la chainette; la bissectrice de l’angle formé par ses tangentes s'incline : 
alors progressivement de la verticale à la direction orthogonale à celle de la corde. , 
Cette propriété est d’ailleurs confirmée par l'analyse. 
En effet en écrivant que la différentielle de /? est nulle, on trouve pour: 
V'inclinaison dv/du de la tangente à une hypercirconférence de module m: 


où apparaît une des rares relations entre une fonction hyperbolique et sonı 
argument, dont l'interprétation ne présente aucune difficulté. 
Deux hypercirconférences sont homothétiques quand leurs hyperrayons et! 
leurs modules sont dans le même rapport. 
La condition nécessaire et suffisante pour que deux hypercirconférences: 
soient homothétiques est que la droite qui joint leurs centres les coupe en des; 
points où les tangentes soient parallèles. 
Le rayon de courbure de l’hypercirconférence en un point (z, v) est donné: 


par la formule: 
m° u \3/2 
1 ee 
( up 22 x | 


Aux extrémités du diamètre vertical (4 = 0) le rayon de courbure de !’hyper- 
circonférence est égal à —/, donc indépendant du module, tandis qu'aux: 
extrémités du diamètre horizontal le rayon de courbure est égal à 


al ne 
en appelant y, l’ordonnée canonique de la corde horizontale qui découpe une: 
catène de longueur 2/ dans la chainette de module m. Ce rayon de courbure: 
dépend donc du module. Cette différence remarquable entre ces deux rayons 
de courbure extrêmes s'explique géométriquement. Un diamètre vertical cor- 
respond en effet à un arc de chaînette de longueur J, situé à Vinfini sur la: 
chaînette et dont la corde a la même longueur que celle de l’arc. Une cord 
infiniment voisine procède de la précédente par deux translations des extré- 
mités, translations qui sont égales et sensiblement confondues avec l’arc, don: 
avec sa corde. 
D'autre part, dans la position à l'infini, la corde est normale à la bissectrice: 
des deux tangentes à ses extrémités, donc les deux rayons vecteurs OP normaux 


Vol. VIII, 1957 Géométrie de la chaînette ou hypergéométrie Sul 


a la tangente sont égaux. Il n’en est pas de même avec les cordes horizontales, 
où les cordes infiniment voisines sont bien normales à la tangente mais ne sont 
plus égales parce que les translations de leurs extrémités bien qu’également 
inclinées sur l'horizontale ne sont plus confondues avec celle-ci et de plus sont 
inclinées en sens contraires. Cette inclinaison influe donc sur la longueur du 
rayon de courbure, ce qu’exprime l'apparition du terme y,/m dans la formule 
du rayon de courbure à une extrémité du diamètre horizontal. 


_ Par un raisonnement géométrique on établit une autre expression du rayon 
de courbure d’une hypercirconférence où apparaissent les rayons de courbure 
a et b de la chaînette aux deux extrémités À et B de la catène qui forme 
l’hyperrayon, et l'angle 0 des deux tangentes à la chainette à ces extrémités. 


Cette expression est 
ab 0 


7 


o=4 


Cette propriété fondamentale de la tangente en un point d’une hypercircon- 
férence incite à étudier comment se répartissent sur une chainette toutes les 
extrémités A et B des arcs AB, dont les tangentes aux extrémités forment des 
angles dont la bissectrice a une direction invariable z (figure 5). 

Soit alors I le point de la chainette dont la tangente a cette inclinaison #, et 
soit 7 le point où la tangente a l’inclinaison i+ nj2= j (nous dirons que ces 
points J et J sont en correspondance orthogonale). On démontre alors que les 
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a 


extrémités A et B d’un arc dont la bissectrice tangentielle (bissectrice de 
l'angle formé par les deux tangentes à l'extrémité de l’arc) a la direction 7 
sont liees par la relation: 


Sur la chainette les deux points A et B sont donc en correspondance an- 
harmonique avec les points J et J (qui eux sont en correspondance ortho- 
gonale) définissant la direction de la bissectrice. 

On retrouve ici une analogie avec la correspondance anharmonique qui 
existe entre les points d’intersection sur la base commune à tous les triangles 
de sommet donné et constitués par deux autres côtés issus de ce sommet et 
formant des angles dont les bissectrices ont une direction fixe. 

Par un point extérieur à une hypercirconférence on peut toujours mener 
deux hyperdroites, équimodulées, qui lui soient tangentes. Si cette hyper- 
circonférence a un hyperrayon dont la longueur est supérieure à son module, il 
existe alors aux extrémités de son diamètre vertical une zone intérieure, par 
les points de laquelle on peut tracer une hyperdroite tangente a l’hypercircon- 
férence. 


Normale et hypernormale 


La normale à une courbe en un point de celle-ci est le lieu des centres de 
toutes les circonferences qui sont tangentes à cette courbe en ce point; l’hyper- 
normale à une hypercourbe en un point de celle-ci sera le lieu des centres de 
toutes les hypercirconférences d’un module donné mais d’hyperrayon quel- 
conque et qui sont tangentes à l’hypercourbe au point considéré. 

Sion remarque que dans le cas de la normale à une droite, les circonférences 
peuvent être assimilées à des hypercirconférences de module infini, donc ayant 
même valeur que celui de la courbe (la droite) à laquelle elles sont tangentes, 
nous pourrons préciser que l’hypernormale à une hyperdroite est le lieu des 
centres des hypercirconférences d’hyperrayon quelconque mais de module égal 
à celui de l’hyperdroite (chainette), et tangentes à celle-ci en un point donné. 

D'ailleurs la remarque faite in fine du paragraphe consacré aux hyper- 
circonférences permet déjà de conclure que si on fait varier le module d’une 
hypernormale (c’est-à-dire le module des hypercirconférences tangentes) on 
passe de l’une à l’autre par une homothétie dans le rapport des modules ayant 
pour centre le point de contact. 

Cette déformation homothétique des hypernormales, quand leur module 
varie, fait passer progressivement celles-ci de la droite verticale (module zéro 
des hypercirconférences) à la droite orthogonale à la tangente à la chaînette 


au point considéré (module infini des hypercirconférences), les formes inter- 
mediaires n'étant nullement des droites. 
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Sous le bénéfice de cette remarque nous étudierons l’hypernormale équi- 
modulée, c'est-à-dire celle qui est le lieu des centres des hypercirconférences de 
module égal à celui de l’hyperdroite. 

Une hypernormale équimodulée à une hyperdroite ne peut couper celle-ci: 
il faudrait pour cela qu'il existät sur une chaînette une caténe dont la bissectrice 
tangentielle (bissectrice de l’angle formé par les deux tangentes aux extré- 
mités) soit parallèle à l’une des tangentes d'extrémité, ce qui est impossible. 
Mais une hypernormale équimodulée à une hyperdroite devient tangente à 
celle-ci au point à l'infini sur la branche opposée à celle où se trouve le pied 
de l’hypernormale. Si l’hypernormale est tracée sous un module supérieur à 
celui de l'hyperdroite, alors elle coupe celle-ci; inversement, tracée sous un 
module inférieur elle ne la coupe pas, mais lui devient paralléle — et nontan- 
gente — au point à l'infini (figure 6). 

Soit x l’abscisse canonique d’un point d’une hyperdroite (chainette) de 
module m. 

Rapportée à des axes orthogonaux, parallèles aux axes canoniques de la 
chainette et ayant leur origine en ce point, l’hypernormale, équimodulée, à la 
chaînette en ce point a pour équation: 


Rapportées aux axes canoniques, les coordonnées 


y=v+mch—, X=u+x 


de cette hypernormale satisfont donc à l'équation: 


Y=mch~ +m ares BR) 2: 
m m 


th — 
m 


Toutes les hypernormales aux divers points d’une hyperdroite, équimodulées 
avec celle-ci, ont une enveloppe dont l'équation est: 


ve m ch > +m [1 > (a). 


Entre l’abscisse canonique X du point caractéristique d’une hypernormale 
à une chaînette et l’abscisse x du pied de cette hypernormale on a la relation: 


se == che zn 
m Mm 
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Hypernormale de module m, élevée à une hyperdroite de module m, en un point P de celle-ci. 
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Le point caractéristique d’une hypernormale marque le centre d’une 
hypercirconférence dont le point de tangence avec la chaînette (le pied de 
l'hypernormale abaissée sur l’hyperdroite) est de l’autre côté de l’axe vertical, 
l'hypercirconférence et la chaînette ayant en ce point même rayon de courbure. 
Cette égalité des rayons de courbure se démontre géométriquement, et peut 
aussi être montrée par le calcul. 

La longueur / de l’hyperrayon de l’hypercirconférence tangentielle ayant 
pour centre un point (X, Y) de la courbe enveloppe des hypernormales est donnée | 
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par la formule: 


12 =(¥ — m ch =, +2 I) Fi (sh a yo es — m ch aa - ml : 
M | L \ Mm M , 1 

La courbe enveloppe des hypernormales à une hyperdroite partage le plan 
en deux zones. De tout point de la zone supérieure — que nous appellerons zone 
tripode — on peut tracer trois hypernormales à l’hyperdroite, savoir une dont 
le pied P, est du même côté de l’axe que le point, et les deux autres ayant 
leurs pieds P, et P, de l’autre côté de l’axe (figure 7). 

Ce point tripode est donc le centre de trois hypercirconférences tangentes 
à l’hyperdroite. Celle dont le point de tangence est du même coté de l’axe a 
Vhyperrayon le plus court et le point de tangence le plus élevé au-dessus de la 
base. Celle dont le point de tangence est intermédiaire entre les deux autres est 

C 


la = ee 
Figure 7 
Point tripode À. 
Ses 3 hypernormales, de pieds P;, P,, P, et de points caractéristiques Cy, Cy, Cg. Ses 3 er 
paralleles de points de rebroussement R;, Ra, R (on n’a figuré que la moitié de chaque hyperparallèle). 
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celle dont l’hyperrayon est le plus long, et dont le point de tangence est aussi 
le plus bas; son rayon de courbure en ce point est supérieur à celui de la 
chaînette, ce qui n’est pas le cas pour les deux autres hypercirconférences con- 
centriques tangentes à la chaînette. En résumé des trois hypercirconférences 
tangentielles de centre N, l’une, celle à point de tangence P,, est entierement 
dans la zone concave de l’hyperdroite (chainette), celle a point de tangence PR, 
est à l'extérieur de l’hyperdroite dans sa partie inférieure et ne pénètre dans la 
zone concave qu’en des points situés au-dessus de P, et de P,; enfin l'hyper- 
circonférence à point de tangence P, est à l’intérieur de la zone concave aux 
abords du point P,, mais coupe l’hyperdroite en un point compris entre P, 
et P, pour sortir de la zone concave et y rentrer en un point de l’hyperdroite sis 
au-dessus de P,. 

D'un point de la zone intérieure — que nous appellerons zone monopode — 
on ne peut mener qu’une seule hypernormale a l’hyperdroite. 

D'un point de la courbe enveloppe on peut évidemment mener deux hyper- 
normales, l’une courte ayant son pied du même côté de l’axe que le point, 
tandis que l’autre longue a son pied de l’autre côté: le rayon de courbure de 
Vhypercirconférence tangente à la chaînette correspondant à l’hypernormale 
longue est, au point de tangence, égal à celui de la chainette. 

Ces particularités des hypernormales sont analogues à celles que présentent 
les normales à une chainette, avec cette différence que dans ce dernier cas la 
courbe enveloppe coupe la chainette, étendant ainsi la zone tripode à l'extérieur : 
de la zone concave de la chaînette. 


Parallèles et hyperparallèles 


Utilisant la même analogie que celle qui nous a fait passer de la définition 
de la normale à celle de l’hypernormale, nous définissons l’hyperparallèle à une : 
hyperdroite tracée à une hyperdistance / équimodulée, de celle-ci, comme le: 
lieu des centres de toutes les hypercirconférences, équimodulées également, | 
tangentes à cette hyperdroite et dont les hyperrayons ont une longueur com- : 
mune /, 

C’est en somme la ligne que décrit le centre d’une hypercirconférence quand | 
on fait glisser celle-ci tangentiellement (en la maintenant verticale évidemment) | 
le long d’une chainette de méme module (figure 8). 

Il est aisé de démontrer qu’en tout point d’une hyperparallèle la tangente : 
est parallèle à celle à la chainette au point où l’hypercirconférence qui admet le: 
premier point pour centre est tangente à cette chaînette. 

En effet si on considère deux centres voisins Cy, C, de deux hypercirconfé- - 
rences égales et tangentes l’une en P,, l’autre en P, à l’hyperdroite, on peut: 
dans l’hypercirconférence de centre C, tracer le vecteur Co Pp equipollent au! 
vecleunC, 2, 
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D'autre part on a l'égalité géométrique: 
Co C1 = Co Py + Po Pit Py Cy = Py Py + Co Po + Pi Co = PP + pi Po 


et à la limite quand C, est très voisin de C,, les deux vecteurs PP, et p, P, 
étant confondus en direction, avec la tangente commune en P, à la chaînette 


FRE CS A a 
Figure 8 
Hyperparallèle, à une hyperdistance J, à une hyperdroite de module m (cas de l/m = 3). 


et al’hypercirconférence, l'élément tangential Cy C, de l’hyperparallele est bien 
paralléle a cette tangente. 

De cette égalité géométrique, combinée avec le parallélisme des tangentes, on 
déduit que le rayon de courbure à l’hyperparallèle en un point Cy est égal à la 
difference des rayons de courbure en P,, à la chainette et a l’hypercirconférence. 

Tant que l’hyperdistance /, qui définit le parallélisme, est moindre que le 
module m de l’hyperdroite, les hyperparallèles correspondantes présentent 
l'aspect d’une ligne continue, ne coupant qu'une seule fois l’axe de l’hyper- 
droite, avec une tangente horizontale en ce point. 
| Pour les hyperdistances supérieures au module m, la forme des hyperparal- 

léles est celle d’une ligne qui coupe trois fois l’axe de l’hyperdroite. La première 
intersection, celle-là à tangente horizontale, marque un point à une distance / 
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au-dessus du sommet ; les deux autres intersections, croisées, se font à un point 
supérieur. 

Ces hyperparalleles se terminent vers le haut par des branches qui tendent 
à devenir parallèles à l’hyperdroite, et à une distance de celle-ci égale à 


I 
2 m argsh =a 


(longueur du rayon vecteur horizontal). 

De part et d’autre de l’axe et à une cote inférieure à celle du franchissement 
horizontal de l’axe, l’hyperparallèle présente un point de rebroussement, sis 
évidemment sur la courbe enveloppe des hypernormales: l’hypercirconférence, 
dont le point de rebroussement est le centre, a en son point de tangence avec 
la chaînette même rayon de courbure que celle-ci en ce même point. Le rayon 
de courbure y est bien nul comme nous l’avons démontré. 

Et on aboutit à cette conclusion que par un point situé dans la zone tripode 
des hypernormales on peut mener trois hyperparallèles à une hyperdroite, et 
deux seulement si le point est sur la ligne enveloppe des hypernormales; et une, 
si le point est dans la zone monopode. 

Les coordonnées Y et X d’une hyperparallèle à la distance / sont données, 
en fonction des abscisses canoniques x des points de la chaînette, par les for- 
mules: ' 


X=x+ tm argsh (— sh ) , Y=m eo ty 
m m 


Mm 


où v est exprimé par 


x x Re 
v2 = [2 4+. 2 mÎch = — 2m |/ CREER 
Mm Mm Mm 


Ces formules permettent de retrouver, au terme de laborieux calculs, la 
propriété fondamentale du parallélisme des tangentes, aisément démontrée par 
la géométrie. 

La figure ci-contre montre la forme générale d’une hyperparallèle à une 
hyperdroite, tracée à une hyperdistance de celle-ci supérieure à son module m 
(figures 8 et 9). 

Pour résumer cette étude de l’hyperparallélisme nous remarquerons que 
pour des êtres raisonnables dont les perceptions visuelles ne dépassent pas le 
module de leurs règles (instruments) de mesure il est conforme à leur bon sens 
que par un point on ne puisse mener qu’une seule parallèle à une droite; ce 
n'est que quand la portée de leurs perceptions dépassera ce module qu'un 
nouveau bon sens leur fera trouver tout naturel que par un point on puisse 
mener trois parallèles — et à des distances inégales - à la ligne qui leur tient lieu — 
de ligne droite, c’est-à-dire de tracé de mesure. 
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H/G > m), 


Figure 9 


(H/l, < m): Hyperparallèle à une hyperdroite tracée à une hyperdistance Jy < m. 
(Son hyperparallèlisme diffère peu en apparence du parallelisme euclidien.) 


Cas particulier de la courbe enveloppe ®, des chainettes isosthènes 
d’un faisceau 


Le rôle fondamental tenu par cette courbe enveloppe dans l'étude des pro- 
blèmes mécaniques posés par le fonctionnement des téléphériques et des 
télésièges, nécessite un examen spécial quant aux hypernormales et hyper- 
parallèles à cette courbe. 

On sait que chaque point de cette courbe marque le contact avec une 
chainette isosthène du faisceau, dont le module m est d'autant plus grand que 
la cote du point au-dessus de la base du faisceau est plus élevée, en même 
temps qu'est plus voisine de la verticale la tangente (7, désignant l'angle que 
celle-ci fait avec l'horizontale (figure 10). 

Ainsi à la différence d’une hyperdroite, il convient d’assigner à chaque 
point y, de la courbe ® un module particulier, celui (m,) de la caténe isosthène, 
dont ce point est le point caractéristique. 

A chaque point de la courbe ® correspondra donc une hypernormale 
définie par son pied g,, son module m, et l'inclinaison î, de l’élément tangentiel 
auquel doivent être tangentes les hypercirconférences de module m,, dont les 
centres traceront cette hypernormale. 

Ces hypernormales (p,), dismodulées (c'est-à-dire dont le module varie 
avec leur pied y,) ont une courbe enveloppe, qui est le lieu de leurs points 
caractéristiques: le point caractéristique C, de Vhypernormale (y,) est le 
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centre de l’hypercirconférence de module m,, tangente en gx a la courbe D 
et y ayant un rayon de courbure 0, égal à celui de la courbe ® en ce point. 

La connaissance des rayons de courbure de la courbe est donc importante; 
on les calcule aisément en deux points particuliers, savoir au sommet où il est 
égal à la hauteur k du faisceau et au niveau A, où il est égal à 1,810 A. 


P 


Figure 10 


® courbe enveloppe des chainettes isosthènes passant par À (4 a = h). 


Hyperellipses 


Soient deux points À et Æ et L une longueur. Une catene de longueur L, 
tracée de F à BR aura un module m; bien déterminé qui sera fonction de la 


longueur du vecteur rectiligne RE et de l’inclinaison de celui-ci au-dessus de 
Vhorizontale. 


2: 


Tous les points de cette catène À Æ et aussi ceux de sa symétrique inversée 
(symétrique par rapport au milieu M, de F, Æ) sont des points dont la somme 
des hyperdistances À À + BA, mesurées sous module m, est égale à L. Ces 


deux caténes, À Æ et son inverse, figurent donc l’hyperellipse, d’hyperlongueur 
L, en module m. 


On démontre que si l’on fait croître le module m, le lieu des points dont la 


Fe 


somme des hyperdistances F, A + F, A mesurées sous ce nouveau module est 
égale à L, se compose de deux lignes continues, symétriques par rapport au 
milieu M, et enchâssées les unes dans les autres, celles de plus grand module 
entourant celles de module moindre, la forme limite extrême étant l’ellipse 
classique correspondant à des hyperdistances mesurées sous un module infini. 


à 


Si au contraire on mesure les hyperdistances F A + Æ A sous un module 
moindre que m, on démontre que ce module ne peut être moindre que m/2, 
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auquel cas l’hyperellipse se réduit au point M, milieu de BE, tandis que pour 
les modules intermédiaires entre m et m/2 les hyperellipses se présentent 
comme des courbes progressivement enchâssées les unes dans les autres (fi- 
more 11). 


( en <m<m,) (m,) (m x 


Figure 11 


_Hyperellipses de foyers F;, F, et longueur L= =F A + + F4. 
FA A + FA = L/(m,); FA + F,A = LJ(m =oo); MF, + MF, = L}(m/2) . 


Summary 


Differential calculus is proving inefficient to solve problems of mechanics 
dealing with ropes, unless one satisfies oneself with rough approximations. 

Ordinary or Euclidean geometry is also proving useless: The author shows 
that in order to solve such problems as described before, one has to use a special 
branch of geometry. Distances are no longer measured along rigid straight rules, 
but along the catenary curves in question. 

The fundamental characteristics of this hypergeometry, with some of their 
more striking results, are described in the following study. 


(Reçu: le 11 août 1956.) 
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Stresses Due to a Nucleus of Thermo-Elastic Strain 
(i) in an Infinite Elastic Solid With Spherical Cavity and 
(ii) in a Solid Elastic Sphere 


By Branma Dev SHARMA, Pilani, Rajasthan, India!) 


Abstract 


In this paper solutions in series form for the stresses due to a nucleus of 
thermo-elastic strain in an infinite elastic solid in the presence of a spherical 
cavity and also in an elastic solid sphere have been found. 


Nomenclature 


The following nomenclature has been used in this paper: 
x,y,2 Cartesian coordinates; 
7,0, spherical polar coordinates ; 
Uy, U,, u, components of displacement in Cartesian coordinates; 
U,, Ug, U, Components of displacement in spherical coordinates; 
Or; 09, Op, Tro, Trg» Toy Components of stress in spherical coordinates ; 
E coefficient of elasticity in stress; 
G coefficient of elasticity in shear; 
x coefficient of linear expansion; 
vy Poisson’s ratio. 


Introduction 


The thermal stress problem of an infinite elastic solid at zero temperature 
except for a heated region has been solved by GooDIER [1]2). In this paper the 
infinite solid is considered to have a spherical cavity while the heated element 
is at some finite distance from it in the solid. Numerical results for the stress 
and displacements on the surface of the cavity are given. The results have been 
compared with the corresponding numerical values appropriate to the two- 
dimensional analog of the present problem. A second problem of a solid sphere | 
at zero temperature having a heated nucleus inside has also been solved. The 
stresses and displacements on its surface have been calculated. 


1) Birla College. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 150. 
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Solution 


Consider an infinite elastic solid at zero temperature, while an element of 
volume dQ at (c, 0, 0) is heated to a temperature T. The displacement in this 
case is given by the gradient of y where 


a 1 
L= 2G * We Zrocosdr em 2 
in which 
mT dQ 1+ y 
A = —2G—— and m=— eu al 
EEE ie) 
Hence 
ee el le 
(v2 — 2rcco50 + che 
2 iG Ug = — ———— Acsin0 sao (2) 
(vy? — 2rccosd +c)?” ? | 
ty = Os 
and 
a 2 =e 3 2 2 a q Ss tre 
AA an sera 6 4 yo cosd = 6% | 
(yr? — 27ccos0 + c?)?’? : 
> 7, ee 3 Csi" 6 1 | 
a~ | p2—2rccos06 + car (7? — 2rccos0 + co»? J’ 
f 
INR à 3 
p (7? — 27 cos0 + ce ? 
N AS csind (r — c cos 8) 
Oy Wear Coss ry” 
Trg > Top ur 


We denote this displacement and stress field in the infinite solid by [y]. 

The stress in the infinite solid being known, in both the problems under 
consideration we have to free the spherical surface of traction. In the first 
case the nucleus is outside the surface while in the second case it is inside it. 
These problems can be attacked by any one of the various stress-function 
approaches to the axisymmetric problems of elasticity. We shall utilize the 
approach originated by BOUSSINESQ according to which the general solution 
of displacement equation of equilibrium, in case of torsion free rotational 
symmetry, and the absence of body forces, is representable as the sum of two 
displacement fields. eu (4) 
2 G (tgs ty, U,) = grad (z y) — 4 (1 — ») (0,9, y), (5) 


where 2 œ = V2? = 0. 
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These basic displacement and associated fields of stress can be transformed 
into general orthogonal axisymmetric coordinates. We here obtain the parti- 
cular solutions by introducing the interior and exterior spherical harmonics of 
integral order as generating stress functions g and y [2]. 

We consider two pairs of aggregates of harmonic stress functions 


p,(7, 0) = 7"""#P, (cos0) > -w,(r, 0) =r” * P, (cosb), (6) 
and 


pr, 0) Sa” Post) (7,0) = 7" D, (cod), (7) 


in which P, denotes the Legendre polynomial of order n. The stress functions 
defined in (6) represent exterior spherical harmonics while those in (7) represent 
the interior ones. The particular solutions generated by ®,, Yn, yp, and yp, 
will be distinguished by [A,], [E,],[C,] and [F,] respectively. Considerable 
simplification arises from a replacement of solutions [E,] and [F,] with the 
linear combinations 


LB, = Crete (ea tr) PAT, (8) 
LD ie ee VE (i 3 ae AC, alle (9) 


We now give the displacement and stress fields appropriate to the solutions 
[4,], [Bn], [C„] and [D,]. With the auxiliary notation 


D. = cos, De sind (10) 


we obtain the solutions for [A,] 


ARTE NIEREN (11) 
0, = Gr lB, 
0) = aa Phar — (0 +1) (+2 EP]: 
=, (12) 
T6 = A BP, 
ter 
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for [B,] 

2 Gu. = (n + an Ben | 

n—3+4v 1, 
2 G Me = p mtl IR 2 | 
u, =0, 
rl 7 Paes 

6, = (n + 1) [(n + 1) (n + 4) 20h 
= 2 [Ir + 1) (n? —-n+1—27)P,.,—(n—34+4)P], 
Op = m ll 2) (w+ 1) 2041) P+ —34+40) Pi, 
Trp = (n? + 2n—1+4 27) reese 


for [C,] 5 
2th en, CU = D Has ER u,=0, 
6.=nw—1)r? P., | 
gar Pee ee en | 
| 
o, ="? [Ply + (20+) Pl, | 
Lo A POY, | 
Tag = Try = 0; | 
for [D,] 


LOU ito SAB) FP 10 
2Gu,=—(n+4-—49)”"P_y, | 


o, = [n® (n — 3) —2yn] ad at 
5=r ln +4—-4)P,—-n(n+3n+3—-2»)P, 1; 


Der: Ab 072701) envie ele 


T, 4 = (2— n?— 2») Pi1pP_,, 


LA 
Ty = Toy = Vs 
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(15) 


(16) 


(17) 


(18) 
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Infinite Elastic Solid With Spherical Cavity 


We take the centre of the cavity as the origin and the radius to be unity. 
The heated particle is at (c, 0, 0) such that c > 1. In order to free the cavity 
from traction 


6,=te=%e=0 Y=a, 0S08n, 0Z=p=2x). (19) 


Te 


Also, all the stress components must be zero at infinity. 

In the region under consideration, 7 = 1, the stress systems [4,] and [B,] 
are uniform, and hence we can superpose them on the solution [y] for the 
infinite solid. We assume solution [S] to the problem characterized by the 
boundary condition (19) in the form 


iSJ=4+ D7 {@14,1 + 818, 1} (20) 


Now, for the solution [y] on 7 = 1 


2 + 3 G62 cos?@ —4 ¢ cos — c2 
Of = f(8) A di 2 ccos0 + c2ÿ 2 ’ | 


(21) 


u a 3 ¢ sin (1 — ccos$) | 
T,6 I) A (1 ae) c cos 6 re c2}52 ' | 


/(0) and 7,(@) can be expressed in Legendre series and when c > 1 we get: 


hl) = AD m(n —1) “ne, | 
we 
- | (22) 
7 = 
n=1 
A little reduction shows that condition (19) is satisfied if 
an (n + 1) (n+ 2) + bn (nt+3n—2) +420 no, 
anf sh 2) Fie a ee ae Um 
or 
An = An (n=1) (20 ~1) 
n 2{l+n+n?—v(2n+1)}ert!? 
on = A (n=1) (2 +1) (23) 
2{1+n+n y (2n+l)}erti | 
CEE 


The value of these coefficients together with equations (20), (2), (3), and (11)) 
to (14) constitute the complete solution of the problem. 


\ 
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Now, we find the numerical results when y = 1/4 and c = 5. The displace- 
ment components on the cavity are shown in Figure 1. Figure 2 shows the 
stress concentration on the cavity. There are two rings on the cavity where og 
is zero. It is interesting to note that the maximum value of 0,— o occurs near 
about the same value of 6, 70° nearly, where w, vanishes. The stresses around a 


0-08 


Figure 1 


Deformation of the spherical cavity. 


Figure 2 
Stresses on the surface of the spherical cavity. 
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circular hole in an infinite plate are compared with those in the present three- 
dimensional problem in Figure 3. As usual, the stress concentration in space 
problem is found to be of less severe intensity and more localized in character 
than it is in its two-dimensional counterpart [3]. 


0-06 
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Figure 3 


Comparison of the stress on the spherical cavity in an infinite solid with that on the circular hole 
in an infinite plate. 


Solid Elastic Sphere 


As in the first problem, we take the centre of the sphere as the origin and 
the radius to be unity. The heated nucleus is at (c, 0, 0) such that c < 1. In 
order to free the surface of traction, again 


Or = Trg = Try = 0 Velen rp LU (24) 


Inside and on the surface of the sphere, the stress systems [C,] and [D,] are 
regular and we can superpose them on the solution [y] for the infinite solid. 
We assume solution [S’] to the problem characterized by the boundary con- 


ditions (24) in the form 
[S] = Lyles ICI DA (25) 


For the solution [x], o, and o, on 7 = 1 are given by (21). In the present problem 
c < 1, and hence the representation of f,(9) and f,(0) in Legendre series in this. 
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case will be 


: (26) 
It al 21 = /2(0) = À D oS (#2) e* P/ (cos@) . | 
n =Ù 
It can be easily seen that (24) is satisfied if 
=. +1) wa, 2) (2% = 3) re 
En = 2{n+n+1+v(2n+1)} ao 
~~ (x + 2) (2 +1) tenes Do 
m a (2) 
= Ur 2, 


With these values of the coefficients c, and d, equations (25), (2), (3) and (15) 
to (18) constitute the complete solution of the problem. 

Here also the numerical results for y = 1/4 and c = 1/5 have been calculated. 
c — 1/5 is reciprocal point to that in the infinite solid problem with respect 
to the sphere of unit radius. The displacement and stress components on the 
surface are represented in Figures 4 and 5 respectively. It is interesting to 


Figure 4 
Deformation of the surface of the solid sphere. 


note that in this case #, is much smaller than w, on the surface, but c mg is 
of comparable size. The value of og — o, is much smaller in comparision to 


do and o,. 
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Stresses in the surface of the solid sphere. 
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Zusammenfassung 


Die thermischen Spannungen in einem festen Körper unendlicher Ausdeh- 
nung, welcher einen sphärischen Hohlraum enthält, sind bei einer Temperatur 
von 0°C in Gegenwart eines erhitzten Elementes, das sich in endlichem Abstand 
vom Hohlraum befindet, hergeleitet worden, wobei zahlenmässige Angaben für 
die Spannungen und Verschiebungen an der Oberfläche des Hohlraums gemacht 
werden können. Die Ergebnisse sind mit den entsprechenden, für den zweidimen- 
sionalen Fall gültigen Zahlenwerten verglichen worden. Ferner war es möglich, 
auch für das Problem einer festen Kugel von der Temperatur 0°C und einem: 
erhitzten Kern in ihrem Innern eine Lösung zu finden. 
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On a Paper of Gaunt Concerned With the Start of Numerical Solutions 
of Differential Equations 


T 


By RENÉ DEVOGELAERE, Notre Dame, Indiana, USA1)2) 


Introduction 


In 1927 GAaunT[3]?) published a very important result which seems not to 
have attracted any attention. He showed that if the difference method 


BE, = hf(t, Dis = % bs 


is used to solve the differential equation 
#= fr), #(0) = %, 

the value of £,, which is necessary to start the method, should be computed in a 
specific manner not coinciding with the exact value of x(h). The error will then 
behave uniformly in the sense given below and will not have the oscillatory 
character which is often introduced if &, = x(h) is determined by the Taylor 
expansion of x at the origin. Moreover, it then becomes possible to use RICHARD- 
SON’S metamethod which permits to obtain a better approximation from two or 
more computations with different intervals h. 

I would like to state his result in a precise form and give a more elegant proof. 

I will also state a similar theorem for second order differential equations. 
Gaunt’s result can be generalized to many other difference methods to solve 
differential equations ordinary and partial. 


1. A Theorem of Gaunt 


Theorem I. /f f(t, x) has continuous second partial derivatives, in a domain D, 
the solution x of the differential equation 
25 = ih, À) (Let) 
with initial condition (ty, #9) € D is approximated in the domain D by the solution 
of the difference equation 
OE, =A, &), at tth, &=%, (1.2) 


2 


faa thigt = %+0%+ Me, limlel=0, (1.3) 


in such a way that 
E(t) = a(t) + h*[n(t) + CC, R)] (1.4) 


where n(t) is a continuous function and C(t;, h) tends to zero with h. 
1) Department of Mathematics, University of Notre Dame. 


2) Under contract with the Office of Naval Research. 
3) Numbers in brackets refer to References, page 155. 
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More specifically n(f) is the solution of the differential equation 


0 ann 
n =" a es We) = 0. (15) 
where x must be replaced by the above solution of (1.1). 

I will give the proof without using the known relation between the operator 
yo and the operator D of differentiation with respect to ¢ and will indicate in the 
next theorem, which asks for stronger conditions, how to use this relation to 
generalize (1.3) and (1.5). 

Under the hypothesis of the theorem, it is clear that # is continuous, hence 
that the solution of (1.5) exists, is unique and has a continuous derivative. 
Hence we have the Taylor expansions 


ne = h) = ni) hint) el; (1.6) 
0 
(G2 Az) = fC, 4) az{(5 45 e) ‘ | 
where « tends to zero with h. 
(1.6), for instance, permits us to write, with x, = x{f,), 
5 2 2 ” + ! h® es ! 
ft 0%; = Myı — Wa = hit si (We): (1.7) 


Hence, if we define £(£, h) by (1.4), replace in (1.2) & by (1.4) and use (1.7) 
as well as similar relations, we have 


4 N’... h? 
har htrzethmthiethiud, | 
1.8 
ans mins 6 (2), + d a 
a t a Ox N T ° 
Because of (1.1) and (1.5), £, satisfies the relation 
2 h of - 
u RÉ EE a à h (2). +4] Gephien.s (1.9) 
with 6, = 0 and |¢,|< # (e, + 2e); indeed, (1.3) and (1.5) at 77, give: 
: WI x PÈRES Re. 
RER h x | 2 a los es [#0 + se 2 6 (Be } 9) 


— h* note Fimo. 6). 


Therefore, it is possible to prove that ¢, tends to zero with A, and uniformly so ı 
if the solution of (1.1) remains in the domain D. 


2. Generalization of Gaunt’s Theorem 


The theorem given above does not cover exactly the result of GAUNT but is; 


contained in it, the result of GAUNT is closel 1 i 1 
en y related with the theorem given: 
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Theorem II. If f(t, x) has continuous n-th partial derivatives in a domain 
D,n> 2, the conclusions of Theorem I hold with (1.3) and (1.4), replaced by 


2 


£ fen TE 
Er +h x, = Lo + htys+..+h2y,+hMtie, lim &,= 0, (2.1) 
1 Fr of 
ome [2% (OT . 
24 0 0 PER ( ) 
and 
EC) = x) + h? me) + h* mé) + --- + h2? HAC) > WOE TO) (2. 3) 


where 2 p is the largest even integer smaller or equal to n and £(t,, h) tends to zero 
with h. 


For the proof of Theorem II, it is easier to use the difference operators to 
prove that the odd powers of h disappear in (2.3) and to generalize (1.3) and 
(1.5). I will do so but will not consider the remainder terms which are to be 
treated exactly as in Theorem I. I will recall the formula 


h? D3 h2%+1 p@n+) 


u à = sinh# D=hD+ — en] METIER mh (2. 4) 


If we replace in (1.2) £ by its value (2.3) and use (2.4) we obtain, after 
division by A, (= #) 


VE 


\ 2 


1 f \ / 
pri u : 1 - 1 02 a | 
ds du (2 24 1) ee et fe Ox 52 oi ni) sn x san | h Te 1 > 
i=0 7=0 1=1 / 1=1 
(2510) 
This gives the equation (1.5) for n,, and 
0 : GE x) 
los a. Ho De, 8 ee. A 71: No(to) = 0. (2.52) 


We then prove by recurrence that (2.3) holds. We only need to remark that 
(2.3) is correct when ¢ = 0, which is obvious and when ¢ = —h which will deter- 
Mines, henee nr: 


$ 0? 
Altar Z 


or 
ae) ne 2 j 
en er Mio 
i=17=0 
because (2.3) is satisfied for ¢ = 0 and {= h and must be satisfied for = —h and 
because of EB ; 
6? = 2 (coshh D—1)=2 D) 2m 
j=1 


Hhis/sives (2 1) and (2. 2). 


3. Comments 


The importance of the contribution of Gaunt will become clear from the 


following comments. 
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(i) The above method is not restricted to that method of difference considered 
by GAUNT: it shows that contrary to the general belief (and our own belief 
before we read this paper), one cannot start a difference method by any pro- 
cedure: an other difference method, Taylor expansion, Runge Kutta method. 
Indeed, each difference method will ask for the determination of initial values 
according to well defined formulae which do not necessarily coincide with the 
exact value of the solution at the corresponding point; we see, for instance that 
(1.3) differs from the Taylor expansion of x(h) at the third order, hence the use 
of Taylor expansion would give, in general, an error of the form #2? £(t, h), where 
£ is bounded. On the contrary by using the correct procedure the error is made 
uniform in the sense of formula (1.4) or (2.3). An example is given by GAUNT. 

(ii) Theorem II does prove that the difference method described in this 
theorem is of class RC n,{2,4,..., 2p} (see[1]), hence that RICHARDSONS 
metamethod can be applied [1], [5]. An example is given by Gaunt [3]. 

(iii) The choice of the difference method made by Gaunt was a lucky one, it 
was guided by an unconscious realization of the importance of the symmetry 
of the method. (Central difference methods are most of the time symmetrical 
by their very nature and it is this symmetry which leads to error formulae like 
(2.3) where all odd powers of h are missing.) The advantage of the form of (2. 3) 
is especially great when RICHARDSON’s metamethod is used. This point is discussed 
in detail in [1]. 

(iv) The above form of solving differential equations with difference methods 
plus RICHARDSoN’s metamethod constitutes an excellent way of checking com- 
putations, especially precious when computations are not part of a large 
program (see [2]). 

(v) Gaunt’s method constitutes an excellent way of studying the errors in 
the large of a method. 


4. Computation of the Starting Value 


Clearly the use of formulae (1.3) and (2.1) presents the same computational 
difficulties than the use of Taylor expansion except perhaps that in this case odd 
terms have not to be computed. This difficulty can be alleviated, especially when 
high-speed computers are used, either by programming the differentiation ope- 
ration, or by using the Runge-Kutta method. Differentiation has already been 
programmed by KAHRIMANIAN [4], in the form of obtaining the »-th derivative 
of a function when the derivative of the elementary functions on which it depends 
are known. 

KAHRIMANIAN makes use of Leibnitz formula of differentiation of a product 
and of Faadi Bruno formula of differentiation of a function of a function. Al- 
though this program is in itself very interesting, it seems to us that it is better 
to use the straightforward process of determining the sucessive derivatives one 
from the other, even if this will necessitate the combination of similar terms at 
the end of the computations. 


The method of RUNGE Kutta, consists in computing in succession 
ky = h flo Yo) » 
ke = hf + ah, x + BR), 
Ra = h flo + a hy Xo + By hy + Boks), 


and to determine &, — x, as a linear combination of the k’s. It turns out that four! 
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computations give 11 equations in 13 unknowns which have a double infinity 
of solutions. In a report [2] we discuss this method to start the computation in 
detail; we also use the Richardson metamethod to obtain greater precision as well 
as a check; finally we program the complete method, in such a way that it can 
be given to a coder with little mathematical experience whatever be the digital 
computer used. 


5. On a Second Order Differential Equation 


As we have mentioned already in 3 (i), a treatment similar to the above one 
can be made for many other difference methods. We will, just to provide an 
exercise, state the following theorem: 


Theorem III. 7} f(t, x) has continuous n-th partial derivatives in a domain D, 
the solution x of the differential equation 


a =i (t, %) (5,1) 


with initial conditions (tj, X,) € D and (to, %)) is approximated by the solution of 
the difference equation. 


DER at = ttn, = (352) 
2 : ie le BD pees nee. 
51 = Xo - h He : 2 #9 ! 6 KX — 130 at + h?P vn u yn + 1 Eq , | j 
(5.3) 
BT | 
= fa ; 
in such a way that 
E(t) = x(t) + h? y(t) +++ h?? ny(t) + AM TT CE, A), (5.4) 


where n,(f) ave continuous functions and £(t,, h) tends to zero with h. In other words 
the difference method is of class RC(n + 1), (see [1]). 
More specifically n,(f) is the solution of 


Of 1 i 


De a gt No) = me) = 9, (5.5) 

of CE: Las | sms À 5 

22,7 dx Ne +1 2 x Ox? 71 12 11 360 we, No(to) = Holt) =O. (5.6) 
Joun Topp does give [6] an example of the use of (5.2) to solve = —¥%, 


x(0) = 0, #(0) = 1. His five decimal places computations [Table I, (5)] do start 
with the exact value of x at ¢= 0-1, instead of the value (5.3) which should be 
taken. The error is here negligeable because x°”(0) = 0 and 


1 1 « 
(0-15 e a 155) x°(0) = 1-4 x 10-7! 
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Résumé 


Dans cet article nous attirons l’attention sur un résultat dû à GAUNT et que: 
voici: | 

Si pour résoudre l'équation différentielle 

BE, 2) #0)=% 
on utilise la méthode des différences 
0g; = hf, €),, € = Ko Sı 
la valeur de &, doit être calculée d’une façon déterminée, distincte de x(k).. 
L'erreur varie alors uniformément au sens décrit ci-dessus et on peut appliquer : 
la métaméthode de RICHARDSON. 

Nous donnons un énoncé précis et une démonstration élégante que nous: 
étendons ensuite au cas d’une équation différentielle de second ordre. Nous; 
indiquons d’autres généralisations possibles et signalons une méthode pratique} 
de calcul pour &). 


(Received: August 20, 1956.) 


Jet Issuing in All Directions From a Thin Slit Round a Circular 
Cylinder of Small Radius Containing Liquid Under Pressure 


By LAKSHMI SANYAL, Calcutta?) 


Two infinite circular cylinders of equal cross-sections are placed very near 
each other with their axes along the axis of z and contain liquid under pressure. 
The liquid issues through the opening in all directions at right angles to the axis, 
and mixes with the surrounding liquid of the same kind at rest. We take the 
origin on the axis at the level of the slit, and use cylindrical coordinates 7, 6, z. 
The motion in the jet is symmetrical about the z-axis. 

Let u, 0, w be the components of velocity in the directions of 7, 0, z. u and w 
are independent of 6. Assuming the motion to be steady, Stokes-Navier equations 
in cylindrical coordinates reduce to two, viz., 


Ou Ou il Op 0?u 1 Ou O?u u 
2 | = en Ng ae ne ra, ae = = 

ty OF 0 tee. bs er 72 ). (1) 
Ow Ow 1 Op , 0?w 1 Ow  0?w 

A Oy.” Unes dubai tae ae alike | Or? Ur * or | mr) 2 


1) University College of Science, 
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The equation of continuity is 
0 0 
Di (ru) + sh (7270) 0r (3) 


Assuming u, Ou/Or, 02u/0rv? to be of o(1) in the jet, we see from the equation 
of continuity that O(r w)/0z = o(1); therefore w = o(6), where 6 is the thickness 
of the jet. Since u = o(1), Ou/0z = o(1/6) within the jet. The left-hand side of 
equation (1) is therefore of o(1). On the right-hand side the terms 

ou 1, ou u 


or’ 4 dr’ 72 
are of o(1), while 02u/0z? is of o(1/ö?). Therefore the coefficient of » on the right- 
hand side of equation (1) is of o(1/0?). If the motion in the jet is to be influenced 
by viscosity, » must be of 0(62). Hence the first equation of motion reduces to 


If we consider now the second equation of motion, its left-hand side is seen 
to be of o(ö). On the right-hand side 
0?w Io 
DERART 
are of o(ö), while 0?w/0z? is of o(1/ö), so that 


(Sr el ot) 


tO A Or | ae 
is of o(ö). 
Hence we get from the second equation of motion 
op 
ae 10) 


If we neglect terms of o(ö), the pressure in the jet can be considered to be a 
function of 7 alone and for a given value of 7, it is given by the pressure of the 
liquid outside the jet. Since we consider the liquid outside the jet to be at rest, 
we have 0p/dr = 0. Therefore the equation of motion in the jet becomes 


Ou Ou ou 
= = —, 4 
Oz 5 02? er 


u 


If y be the stream function of the flow in the jet 


il Oy il Ow 
FIRE uae 5 
2 x (oe Va Xx ey (5) 


To obtain a similarity solution of equation (4), we assume 
bz 
y= ar? fz), ere | (6) 
where a, b, p, q are constants. Then 


Be nt ei 
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Substituting in equation (4) and simplifying, we get 
GIE (D een (7)) 


In order that this equation may reduce to an ordinary differential equation: 
in fand € only, we must have 
é : pega? (8) 


The momentum which crosses a section of the jet perpendicular to 7 = const, , 
between two axial planes inclined at an angle dû is 


foe) 


oo 
Md9=2or 40 | u? dz = 2.0 a? bad Pe dt. 
; : 


Since the motion is steady and the pressure is constant, Md6 must be indepen- 
dent of 7. Therefore 


D by len, (9)) 
From (8) and (9), we have 
DE Ai (10)) 
Substituting in (7) and taking a = 2 vb, we see that / satisfies the equation 
2 Ge == Ta) at Site = 0 e (11)) 


From symmetry, y = constant and 0u/dz = 0 when z= 0,1.e., 
fo) = 0, f”(0) = 0. 
Integrating (11) with these conditions, we get 
F0 = 0) 


This equation is identical with the corresponding equation obtained by BIicKLEY’ 
in his solution of the problem of the two-dimensional jet. Integrating again, we: 


get 
Te one = 62 


f = ctanh (c Ë + B). 


Since /(0) = 0 we have B = 0. The condition # + 0 when z > oo, i. e., f(&) > bi 
when € + co, is satisfied. We have therefore 


which gives 


y=acrtanh (22) : 


Replacing ac, bc by a, b respectively we do not alter the value of the ratio: 
b/a = 1/2 ». This means that we can take c = 1. We then have | 
x lay 
To) ane = ay tanh 


uf 
co 


M= 2 ç a? | sech*t dé = er. 
Therefore if M is prescribed 


( 3M 1/3 3 y M \1/3 
b = 1 Bee 
16 gy ) ‘ | ) ; 


‘ 
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Hence 


3 » M \1/3 1/3 2 
= (7 -) y tanhC, | 3 M i oe 


20 16 o v? 


3 y M 


20 


9 M2 1 i 


15 1 0 de 
Haze ( 32 02» ) ; (€ sech?& — tanhô) . 


—sech?¢, w = | 
7 


The total flux of mass across the surface of the cylinder r = const, is 
oo 


Q=4mor/udze= 2x (12 oy Mer. 


0 


In conclusion, I wish to express my thanks to Dr. S. GHos# for helpful suggestions. 


Zusammenfassung 


Das Problem eines zweidimensionalen Strahles, der aus einem diinnen Schlitz 
herausstrômt, ist gelôst worden durch ScHLICHTING?) in Form von unendlichen 
Reihen, und durch BicKLEy?) in geschlossener Form. Das Problem eines drei- 
dimensionalen, achsensymmetrischen Strahles ist gelöst worden durch SCHLICH- 
TING?). In vorliegender Publikation wird das Problem eines dreidimensionalen 
Strahles aus einem kreisrunden Schlitz in der Wand eines Kreisrohres behandelt. 
Zu diesem Zweck wurde die Annahme getroffen, dass die Grenzschichtapproxi- 
mationen im Strahl gültig sind. Bei Einführung der Stokesschen Stromfunktion y 
ist eine Ähnlichkeitslösung der Differentialgleichung für y gefunden und das 
Problem in geschlossener Form gelöst worden. Der totale Mengenfluss durch 
einen zylindrischen Schnitt des Strahles wurde berechnet. 


(Received: August 15, 1956.) 


Statistische Erwägungen 
bei Versuchen zur Beeinflussung der Niederschläge 


Von PAUL ScHMID, Zürich!) 


Seit einigen Jahren wird besonders in den niederschlagsarmen Gegenden der 
Vereinigten Staaten versucht, durch Impfung der Atmosphäre mit geeigneten 
Stoffen die Wolken zum Ausregnen zu bringen. An einzelnen Haufenwolken, die 
vom Flugzeug aus geimpft wurden, konnte gezeigt werden, dass unter günstigen 
Bedingungen eine Wirkung erzielt werden kann. Man weiss aber nicht, ob die 
grossangelegten Impfaktionen, bei denen durch am Boden aufgestellte Genera- 
toren verhältnismässig grosse Mengen von Silberjodid zerstäubt werden, eine 
ins Gewicht fallende Wirkung haben. Die einzige Möglichkeit zur Beantwortung 
dieser Frage besteht in der statistischen Auswertung der Resultate von solchen 
Impfaktionen. Zu diesem Zweck sind verschiedene Auswertemethoden angewandt 


worden. 


2) H. ScHLICHTING, Z. angew. Math. Mech. 13, 260 (1933). 
3) W. G. BickLey, Phil. Mag. 23, 727 (1937). 
1) Eidgenössische Anstalt für das forstliche Versuchswesen an der ETH. 
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Die einfachste Môglichkeit besteht wohl darin, dass man die Niederschlags- 
menge der Jahre, in denen ein Teil der Frontdurchgänge geimpft wurde, mit der 
mittleren Niederschlagsmenge früherer Jahre vergleicht. Da die natürlichen Nie- 
derschlagsmengen von Jahr zu Jahr ziemlich stark schwanken, wird man mit 
diesem einfachen Verfahren aber nie zu einem Entscheid gelangen können. 


Die Impfunternehmer verwenden vor allem eine sehr anschauliche Auswerte- 
methode. Über das Testgebiet, in welchem der Niederschlag vermehrt werden 
sollte, und über seine weitere Umgebung sind Regenmeßstationen verteilt, an 
denen während vieler Jahre periodisch die Niederschlagsmenge gemessen wird. 
Der Niederschlag eines geimpften Frontdurchganges wird ebenfalls an allen 
Stationen gemessen und daraus für jeden Ort der Quotient 


__ Niederschlag des geimpften Frontdurchganges 
Mittlere Niederschlagsmenge ohne Impfung 


berechnet. Man nimmt an, dass die Verteilung der Niederschlage tiber das Gebiet 
ohne Impfung bei allen Frontdurchgängen ungefähr dieselbe sei. R sollte daher, 
wenn die Impfung nicht gewirkt hat, überall etwa gleich gross sein. Wenn die 
Impfung gewirkt hat, wird R im Testgebiet grösser sein als in einer weiteren 
Umgebung, die nicht mehr von der Impfung beeinflusst ist; man wird dort also 
ein Maximum erhalten. Beobachtet man anderseits bei einer Impfung ein aus- 
geprägtes Maximum im Testgebiet, so wird man vermuten, dass die Impfung 
gewirkt hat. 


SOME 
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Abbildung 1 
Santa Barbara County, Impfergebnis fiir einen Einzelfrontdurchgang vom 10. bis 13. Januar 1952. 
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Abbildung 2 
Santa Barbara County, Impfergebnis für die Periode vom Dezember 1952 bis April 1953. 


Die Annahme, dass die Niederschlagsverteilung ohne Impfung bei jedem 
Frontdurchgang etwa die gleiche wäre, ist nicht begründet. Daher gibt eine solche 
Auswertung niemals ein eindeutiges Resultat. Auch ein sehr ausgeprägtes 
Maximum, wie es im Beispiel der Abbildung 1?) auftritt, könnte ohne Impfung 
auftreten. 

Oft wird die Niederschlagsmenge einer ganzen Periode, während der geimpft 
wurde, als Zähler von R benützt (Abbildung 2). Wenn die Impfung nicht wirkt, 

kann jetzt mit etwas grösserem Recht erwartet werden, dass À überall etwa gleich 
gross sein werde, da sich verschiedene Frontdurchgänge überlagern. Grundsätz- 
lich kann man aber auch so nicht zu einem Entscheid gelangen. 


Bedeutend mehr dürfen wir von einer Auswertemethode erwarten, bei der die 
Regenmenge im Testgebiet mit derjenigen in einem Kontrollgebiet verglichen 
wird. Das Kontrollgebiet muss so gewählt werden, dass es von der Impfung voll- 
kommen unbeeinflusst bleibt. Die Werte des Niederschlags im Testgebiet und im 
Kontrollgebiet werden, für viele impffreie Perioden, in einem Diagramm einge- 
tragen. Wenn die beiden Gebiete nahe beieinander und topographisch ähnlich 
gelegen sind, werden die Niederschlagsmengen gut korreliert sein, die Punkte des 
Diagramms werden sich durch eine Gerade ausgleichen lassen. Die beste Gerade 
wird nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt. Aus der Streuung der 


2) Die Abbildungen 1-3 sind Berichten der North American Weather Consultants entnommen; 
siehe auch Bull. S.E.V. 44, 189 (1953). 
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Punkte um diese Gerade lässt sich die Wahrscheinlichkeit 
W (y < Vol *), 
berechnen, dass bei gegebenem x die Grösse y grösser als ein bestimmter Wert Yo ist. 
Wenn man anderseits die Grösse dieser Wahrscheinlichkeit vorgibt, zum Beispiel 
W (y < Yol 4) = 1% ; 


so wird durch diese Gleichung eine Funktion y,(#) bestimmt. IES wird im Durch- 
schnitt vieler Perioden nur etwa 1% aller Punkte oberhalb dieser Linie zu liegen 
kommen. 


25 


L 
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Abbildung 3 
Impfgebiet Santa Barbara County. Regressionsberechnung mit zwei Vergleichsgebieten, 
Ergebnis für den Winter 1951/52. 
Die gestrichelten Linien sollten die Entscheidungsfunktionen (W = 1%) darstellen. In Wirklichkeit 
müssen diese Geraden aber durch nach oben geöffnete Parabelbögen ersetzt werden. 


Wenn jetzt während einer oder mehrerer Perioden geimpft wird und die 
Impfung eine ansehnliche Wirkung hat, wird der dieser Periode entsprechende 
Punkt voraussichtlich oberhalb dieser Linie zu liegen kommen. Wenn die Imp- 
fung nicht wirkt, bleibt die Wahrscheinlichkeit dafür klein. Man hat daher grund- 
sätzlich eine Möglichkeit, objektiv zu entscheiden, ob die Impfung gewirkt habe : 
oder nicht. 

Diese Auswertemethode ist sehr häufig und ziemlich unkritisch angewandt 
worden. Die wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden, auf Grund derer die: 
Entscheidungsfunktion y,(x) bestimmt wird, beruhen auf einigen Vorausset- 
zungen: 

1. Der Zusammenhang zwischen x und y soll linear sein; 

2. die Verteilung von y bei festem x soll normal sein; 

3. die Streuung von y soll für alle x gleich gross sein. | 
In vielen Fällen sind diese Voraussetzungen annähernd erfüllt. y wird um so) 
besser normal verteilt sein, je grösser die Anzahl der Regenmesser ist und je} 
länger die Perioden sind. Wenn die Streuung von y proportional zu x anwächst, | 


werden die transformierten Variablen x* = x, y* = /y die dritte Bedingung 
erfüllen. 
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Weit mehr als diese formellen Einwände fällt ein prinzipieller Einwand gegen 
diese Auswertemethode ins Gewicht. Das Verhältnis der Regenmengen in Test- 
und Kontrollgebiet wird bei jedem Frontdurchgang ein etwas anderes sein. Es 
gibt Typen von Gewittern, die dem Testgebiet verhältnismässig mehr Niederschlag 
bringen als dem Kontrollgebiet, auch wenn nicht geimpft wird, und solche, bei 
denen es umgekehrt ist. Wir können prinzipiell drei Typen von Frontgewittern 
unterscheiden: 


Typ A: Die Regenmenge ist im Testgebiet verhältnismässig höher als im Kon- 
trollgebiet; 

Typ B: Die Regenmengen verhalten sich etwa so wie die Gesamtregenmengen. 

Typ C: Die Regenmenge ist im Kontrollgebiet verhältnismässig höher als im 
Testgebiet. 


Da das Wetter von Jahr zu Jahr und von Jahrzehnt zu Jahrzehnt seine 
Struktur etwas ändert, kann es sein, dass in der Impfperiode mehr Gewitter vom 
Typ A vorkommen als in den früheren Perioden, wodurch eine Impfwirkung 
vorgetäuscht wird; es kann aber auch das Gegenteil eintreten. 

Noch schwerwiegender wird dieser Einwand, wenn nur ein Teil der Front- 
durchgänge geimpft wird und nur bei diesen Gewittern die Regenmenge in den 
beiden Gebieten gemessen wird. Die Gewitter, die für die Impfung günstig sind, 
können ja bevorzugt einem der drei Gewittertypen angehören. Der Impfunter- 
nehmer kann zudem, bewusst oder unbewusst, verhältnismässig mehr Gewitter 
vom Typ A impfen, wodurch natürlich das Versuchsresultat sehr stark verfälscht 
werden kann. 

Man könnte versuchen, nach meteorologischen Gesichtspunkten jeden Sturm 
in eine der drei Kategorien einzureihen und für jede Kategorie eine besondere 
Regressionsgerade aufzustellen. Das Resultat kann so etwas verbessert werden, 
die Zuordnung ist jedoch höchst unsicher und kann ebenfalls subjektiv beein- 


flusst sein. 


Wir können einzig und allein dadurch zu einer objektiven Beantwortung 
unserer Versuchsfrage kommen, indem der Entscheid, ob ein Frontdurchgang 
geimpft werden soll oder nicht, dem Zufall überlassen wird. 

Nach meteorologischen Gesichtspunkten wird vorerst wie bisher entschieden, 
ob man das kommende Gewitter impfen sollte oder nicht. Dann entscheidet ein 
Zufallsexperiment, zum Beispiel ein Würfel, ob das Gewitter geimpft wird oder 
ob es als Vergleichsgewitter dient. Es werden also nur etwa halb so viele Front- 
durchgänge geimpft wie bisher. Für jedes Gewitter werden die Regenmengen in 
den beiden Gebieten gemessen, wodurch wir zwei vollkommen gleichberechtigte 
Serien von Wertepaaren (x, y) und zwei Regressionsgeraden erhalten, von den 
geimpften und von den ungeimpften Gewittern. 

Man kann jetzt angeben, wie gross die Wahrscheinlichkeit dafür ist, dass 
zwischen den beiden Regressionsgeraden ein bestimmter Unterschied besteht, 
unter der Hypothese, dass die Impfung keine Wirkung habe. Wenn diese Wahr- 
scheinlichkeit für den wirklich eingetretenen Unterschied zwischen den beiden 
Geraden genügend klein ist, zum Beispiel kleiner als 1%, wird man daraus 
schliessen, dass die Hypothese falsch ist, dass die Impfung also gewirkt hat. 
Die Grösse der Wirkung kann einigermassen abgeschätzt werden. 

Durch diese Versuchsanlage erreichen wir, dass Daten aus früheren Perioden, 
in denen das Wetter ja eine etwas andere Struktur haben konnte, nicht benötigt 
werden; der Versuch ist in sich abgeschlossen. Zudem sind jetzt subjektive Ein- 
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flüsse auf das Versuchsresultat sozusagen ausgeschlossen. Bei genügend langer 
Versuchsdauer wird daher eine äusserst zuverlässige Aussage möglich sein. 
Wenn kein passendes Vergleichsgebiet zur Verfügung steht, kann der Versuch 
trotzdem auf diese Art durchgeführt werden. In diesem Fall müssen die Mittel- 
werte der beiden Vergleichsserien miteinander verglichen werden, statt der 
Regressionsgeraden. Der Versuch wird allerdings etwas länger dauern. 


Bis heute ist-einzig durch die Universität New York ein kleiner Versuch auf 
ähnlicher Basis durchgeführt und abgeschlossen worden. Die Wirkung der Imp- 
fung wurde dabei aber nicht gesichert. In Israel läuft seit einigen Jahren ein 
Versuch, bei dem durch ein Zufallsexperiment bestimmt wird, welche Gewitter 
geimpft werden und welche als Vergleichsgewitter dienen sollen. Das Zufallsexpe- 
riment wird aber zum voraus durchgeführt, also vor dem Entscheid des Meteoro- 
logen. Da der Meteorologe weiss, ob das nächste von ihm bestimmte Gewitter 
geimpft wird oder nicht, kann er das Versuchsresultat subjektiv beeinflussen, 
indem er zum Beispiel wartet, bis ein Gewitter vom Typ 4 eintritt. 

Wir haben daher bis heute noch keine Gewissheit darüber, ob die getätigten 
Impfaktionen eine messbare Wirkung haben. Auf Grund der bisher durchge- 
führten Auswertungen werden mittlere Wirkungen von 6-15% der mittleren 
Regenmenge vermutet. Diese Differenz kann aber sehr wohl durch subjektive 
Einflüsse vorgetäuscht werden. 


Die gleichen Impfmethoden werden angewendet zur Bekämpfung des Hagels. 
Grundsätzlich können in diesem Fall genau die gleichen Überlegungen gemacht 
werden. Auch hier wird man nur zu einem eindeutigen Entscheid gelangen können, 
wenn ein Zufallsexperiment bestimmt, ob ein Gewitter geimpft werden soll oder 
nicht. Ein Kontrollgebiet, das unbeeinflusst von der Impfung ist, dessen Hagel- 
fälle aber gut korreliert sind mit denjenigen im Testgebiet, ist meist nicht vorhan- 
den, so dass man sich darauf beschränken muss, die totale Hagelhäufigkeit in den 
beiden Gewitterserien zu vergleichen. Eine weitere Erschwerung entsteht dadurch, 
dass die Hagelhäufigkeit oft sehr klein ist. Immerhin darf dafür vielleicht eine 
etwas höhere prozentuale Wirkung der Impfung erwartet werden, was die Ver- 
suchsdauer beträchtlich verkürzen könnte. Zuverlässige Resultate liegen bis 
heute aber auch über diese Impfwirkung noch nicht vor. 


Zusatz bei der Drucklegung: Soeben wird bekannt, dass im Santa Barbara 
County, auf das sich auch die obigen Figuren beziehen, seit 1. Januar 1957 ein 
Regenvermehrungsversuch mit Zufallszuordnung im Sinne dieser Ausführungen 
läuft. Die Impfung wird wie bis anhin durch die North American Weather Con- 
sultants besorgt, und die Niederschlagsmessung untersteht dem Amt der California 
State Water Resources. Die Versuchsplanung, die statistische Auswertung sowie 
das Zufallsexperiment ist vom Statistical Laboratory der University of California, 
Berkeley, unter Leitung von J. NEYMAN, übernommen worden. Auch in dem von 
der Eidgenössischen Kommission zum Studium der Hagelbildung und Hagel- 
abwehr im Südtessin durchgeführten Impfversuch zur Behinderung der Hagel- 
bildung wird diesen Sommer das gleiche statistische Verfahren angewandt werden. 
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Summary 


This report deals with the experiments to increase precipitation and to 
prevent hail by way of seeding the atmosphere with chemicals suited to the 
purpose. The statistical evaluation methods hitherto adopted are discussed, and 
it is shown why it is impossible to give a reliable answer to the question of the 
seeding results unless randomization is introduced into the scheme of the experi- 
ments. 


(Eingegangen: 12. Januar 1957.) 


The Transfer of Momentum Across Surfaces Drawn Perpendicular 
to the Direction of Flow in Gases Under Laminar Conditions 


By IBRAHIM IBRAHIM SHERIF, Alexandria, Egypt!) 


It is not generally remarked in treatises on kinetic theory of gases that 
tangential stress forces act across surfaces that are drawn perpendicular to the 
direction of flow in gases under laminar conditions. The purpose of the present 
work is to calculate these forces and to prove that they must be equal to the 
stress forces that act across surfaces parallel to the direction of flow; otherwise 
a cube of fluid with faces perpendicular to the two directions would obviously 
be set into rotation. 

The transverse momentum across surfaces perpendicular to the direction of 
flow arises in the following way: 

Suppose the flow is horizontal and increases in the upward direction. Consider 
a face of an elementary cube across which the mass flow is perpendicularly 
outward from the element. The number of molecules entering the element per 
second across this face due to thermal agitation is slightly decreased by the mass 
velocity. This decrease in the number is greater in the case of molecules that enter 
with a downward component of velocity than in the case of molecules that enter 
with an upward component, because the former molecules come from a region of 
the gas in which the mass velocity is greater. Thus molecules entering with an 
upward component are slightly more numerous, and the result is a net inflow 
of upward momentum into the element. This effect is easily calculated as follows: 

Let us first calculate the shearing stress across surfaces parallel to the direction 
of flow: 

Let N be the number of molecules per cubic centimeter, therefore number of 
molecules per unit volume with thermal velocity C in the direction d0 dp is 


sind 
N eae d0 dq; 


component of C for these molecules in y-direction is 
C sin 0 cos y; 


the stream velocity contributes nothing in the y-direction, hence number of 


1) Faculty of Engineering, University of Alexandria. 
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molecules crossing unit area per second in the y-direction is 


sin d 


dd dy C sind cos y; 
4 It 


N 
momentum in x-direction for one molecule is 


pol du F | 
ns Dunn sin 8 cos y) |, 


2 
À 


Figure illustrating momentum. 


where u is the stream velocity and L is the mean free path. Hence total momen- 
tum transfer is: 


2% n 
Nm | [esino cos  (C cos 0 + uw — L on sin cos #) ee, dé do 
DL 7 (1) 
il du [ 1 du 
= N) —— === in? = —— —— 
mC LS | sint0 40 SeCL a. 
0 


Second, the shearing stress across surfaces perpendicular to the direction of flow 
can be calculated in a similar manner as follows: 
Component of C for the molecules in the x-direction is: 


GICOSUR 


these molecules near the element have also a velocity in the x-direction of average 
value 


du 
— ———— 1 
u IB dy sind cosp, | 
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hence number crossing unit area per second in the x-direction is 


sin @ 


er j dod 
Ave a ae 


(C COS 0 +u—L an 


sind cos r) N 
momentum in y-direction is: 
mcsin@cos@, 


the stream component contributing nothing, hence momentum transfer is 


2n 7 


N m | / C sin® cos p (€ ee 0) OUR dp | 
Re \ dy 42 
0 0 (2) 
1 du | 


This means that the momentum across surfaces parallel to the direction of flow 
is equal to the momentum across surfaces in the perpendicular direction. In 
other words the principle of conjugate shears which is generally supposed to 
apply to elastic solids must as well hold in gases. 


Zusammenfassung 


Bei laminarer Strömung eines Gases ist die Übertragung der Bewegungsgrösse 
quer zu Flächen senkrecht zur Strömungsrichtung berechnet und gleich der 
transversalen Bewegungsgrösse quer zu Flächen, die parallel zur Strömungs- 
richtung laufen, gefunden worden. Daraus kann der Schluss gezogen werden, 
dass ein Flüssigkeitswürfel mit Seiten, die parallel zu den angegebenen Richtungen 
sind, statisch im Dreh-Gleichgewicht ist. 


(Received: September 5, 1956.) 
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Properties of Metallic Surfaces. 4 Symposium Organized by the Institute 
of Metals and Held at the Royal Institution, London, on 19 November 1952 ({ Insti- 
tute of Metals Monograph and Report Series No 13] The Institute of Metals, 
ondon 1953). 368 S., 150 Abb.; 35s. 

In diesem Symposium wurden von hervorragenden englischen Wissenschaf- 
tern (BowDEN, ToLansky, TaBor, Evans und anderen) neue Ergebnisse von 
Grundlagenforschungen im Gebiet der Oberflächentextur und -struktur von 
Metallen bekanntgegeben, die vielfach einen wertvollen Beitrag zur Klärung 
physikalischer, chemischer und technologischer Eigenschaften von Metallen bil- 
den. Diese Grundlagenforschung ist nicht nur für Physiker und Chemiker von 
höchstem Reiz, sondern erweckt auch das lebhafteste Interesse des Technikers, 
der sich bewusst ist, wie ausserordentlich problematisch solche Rechnungsbei- 
werte sind, wie Reibungskoeffizienten und andere mehr. 

Die Veröffentlichung der Vorträge und Diskussionsbeiträge von gut zwei 
Dutzend englischen Forschern verdient deshalb höchste Beachtung aller, die 
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aus physikalisch-theoretischem oder technisch-praktischem Interesse sich mit 
den Vorgängen befassen, die von den äussersten Grenzschichten ausgehen oder 
durch sie stark beeinflusst werden, seien es Probleme der Reibung, der Korrosion, 
der Wechselfestigkeit, der Diffusion, des Skineffektes, der Beilby-Schicht oder 
andere mehr. 

Die Hunderte von Literaturangaben geben ein eindrückliches Bild von dem 
Umfang, den diese «Wissenschaft der Grenzschichten fester Körper» heute ange- 
nommen hat, deren Auswirkung im Gebiet der praktischen Technik nur noch 
eine Frage der Zeit ist. E. Bickel 


Mass und Integral und ihre Algebraisierung. Von C. CARATHEODORY 
(Birkhäuser Verlag, Basel und Stuttgart 1956). 337 S., 12 Fig.; Fr. 38.50. 

Die den modernen Integraltheorien zugrunde gelegten Punktmengen haben 
als wesentliche Eigenschaft, dass sie als Operationen die Bildung von Vereinigung, ~ 
Durchschnitt und Differenz zulassen. Dieselben Eigenschaften weisen nun aber 
auch die Elemente (Somen) einer Booleschen Algebra auf. Geht man daher von 
einer solchen Algebra aus, dann erhält man eine die bisherigen Integraltheorien 
umfassende Theorie von grosser Allgemeinheit und Natürlichkeit, und man 
gelangt zu einer Algebraisierung des Integralbegriffs. Diese Zusammenhänge 
wurden von C. CARATHEODORY vor ungefähr zwanzig Jahren bemerkt. — Das 
Manuskript zum vorliegenden Buch, das diese Ideen übersichtlich entwickelt, 
konnte CARATHEODORY noch vor seinem Tode fertigstellen. Die Bereinigung für 
den Druck lag in den bewährten Händen von P. FINSLER, A. ROSENTHAL und 
R. STEUERWALD, denen es zu verdanken ist, dass das Buch überhaupt erscheinen 
konnte. 

Am Anfang wird eine Boolesche Algebra eingeführt, unter Zugrundelegung : 
des Axiomensystems von M. H. STONE, und dann werden die Begriffe Ortsfunk- 
tion, Massfunktion und Integral definiert und ihre Eigenschaften entwickelt. 
Schliesslich folgen Anwendungen der Integraltheorie insbesondere auf Grenz- 
prozesse, Mass- und Inhaltsfunktionen. — Die Darstellung ist ausgezeichnet und 
übersichtlich, und das Buch gibt die erste treffliche lehrbuchmässige Einführung : 
in das Gebiet. Ebenso sind auch Druck und Ausstattung des Buches in gewohnter : 
Weise vorzüglich. E. Roth-Desmeules 


Vorlesungen über Himmelsmechanik. Von C. L. SIEGEL (|Grundlehren 
der mathematischen Wissenschaften, Bd. 85] Springer-Verlag, Berlin, Göttingen, 
Heidelberg 1956). 212 S.; DM 29.80/DM 33.—. 

Das vorliegende Werk von C. L. SIEGEL behandelt einige Ideen und Resultate 
der klassischen Himmelsmechanik, die aber im Grunde nicht nur dort ihre 
Bedeutung haben, sondern sich auch auf andere Fälle übertragen lassen und 
vielfach zu wenig bekannt sind. Zunächst geht es um das Verhalten der Lösungen 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen im Grossen; hier haben H. POoINCARÉ 
und K. F. SUNDMAN sowie G. D. BIRKHOFF wesentliche Beiträge geleistet. Ein 
Kapitel befasst sich mit der Bestimmung von geschlossenen (periodischen) Lösun- 
gen, ein anderes mit dem Stabilitätsproblem (Satz von LJAPUNOv) und der damit 
zusammenhängenden, so schwierigen und weitgehend noch ungelösten Frage der! 
Konvergenz der auftretenden Entwicklungen. 

Die Darstellung des Verfassers ist sehr klar und übersichtlich, und das aus 
Vorlesungen hervorgegangene ausgezeichnete Buch vermag jedenfalls auch! 
manche Anregung zu analogen Untersuchungen auf andern Gebieten als der: 
Himmelsmechanik zu geben. E. Roth-Desmeules ! 
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A Survey of I. N. Vekua’s Theory of Elliptic Partial 
Differential Equations With Analytic Coefficients 


By PETER Henrıcı, Los Angeles, California, USA!) 


In a series of papers which have appeared since 1937 and which were sum- 
marized in a book [14]?), the Russian mathematician I. N. VEKUA has developed 
a theory of linear elliptic partial differential equations with analytic coef- 
ficients and with two independent variables in a way that generalizes some 
aspects of the classical theory of holomorphic functions. VEKUA’s theory is of 
interest to the applied mathematician because, among other things, it provides 
him with an algorithm for the construction of so-called complete systems of 
solutions which in many cases can be carried through in closed analytic form. 
In spite of their interest, VEKUA’s developments have been noticed but little 
by western mathematicians, and his book has not been translated. 

The present article is intended as an introduction to VEKuUA’s theory. 
We shall deal here mainly with his results concerning the analytic continuation 
of the solutions and their representation by holomorphic functions. VEKUA’S 
theory of the boundary value problems, which is intimately connected with 
these results, will be presented in a later report. 

In order to stress the practical usefulness of the theory, we have included 
in this paper a number of examples of equations which can be treated explicitly. 
Certain of these examples were not given by VEKuA. We also took the 
opportunity of including some other original material, such as the sections on 
singular equations (§ 4.3) and addition theorems (§ 4.4), and the entire para- 
graph on regular and singular elliptic Cauchy problems (§ 5). 

This article originated in a series of lectures delivered by the author at the 
Swiss Federal Institute of Technology during the spring term of 1956. The 
author is indebted to Professor E. STIEFEL, Director of the Institute for 
Applied Mathematics, for his advice and encouragement during the preparation 


of this report. 
Notations 


Gothic capitals (6, $, D, ...) denote domains of the complex plane or of 


the real (x, y)-plane. 
06 denotes the boundary of ©. 


1) University of California. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 202. 
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In the space K” of n complex variables z; (1 = 1, ZI TN as Die G,) 
denotes the ‘cylinder domain’ obtained by letting each variable z, vary inde- 
pendently from the others in ©,. 

For easier distinction between analytic functions of one and of several 
variables, regular analytic functions of one complex variable are called holo- 
morphic. 

Partial differentiations are mostly denoted by subscripts: 


ul i 
wl =U (as), etc. 


A sequence of functions or an infinite series will be called uniformly convergent 
in a domain ®, if the convergence is uniform in every closed subdomain of ©. 


1. Introduction 


In this section we shall lay down a few basic definitions and state the main 
theorem of VEKUA’S theory. 


1.1. Three Classes of Functions 


Let 6 be a domain of the (x, y)-plane. We consider three classes of complex- 
valued functions defined in ©. We shall denote these classes by I(®), II(6) 
and III (6) or, if there is no reason for ambiguity, by I, II and III. 

The class I (6) consists of all functions which are twice continuously differ- 
entiable in 6. Any functions of this class will be called regular in ©. 

The class II (G) consists of those functions f(x, y) which depend analytically 
on the two real variables x and y in ©. Functions of this class will be called 
real-analytic in ©. 

In order to define the class III (G), we recall some basic facts of the theory 
of functions of several complex variables. According to this theory there cor- 
responds to every f(x, y) in II1(G) a function, called the analytic continuation 
of f(x, y), which is complex-analytic in a domain D of the space K? of the two 
complex variables x and y, containing ©, and which coincides with f(x, y) for 
(x, y) € 6. We shall denote the analytic continuation of f(x, y) again by the 
symbol /(x, y). In general, there is nothing known about the size of D; the 
analytic continuation exists only ‘in the small’. 

Let us now introduce in K? two new variables z and z* by the relations 


DR EE, sy — 1,9. (14) 


The variables z and z* are conjugate complex if and only if x and y are real. 
Let f(x, y) € IL(6) ; we put 


Fir) tu. (12) 
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According to the above, every point 4, = X, + 7 Yo € ® possesses a neighborhood 
6(z,) such that F(z, z*) is analytic in the cylinder domain [6 (z,), G(z le 
The class III(G), then, consists of all functions of class II(&) for which 
Bla 5h for all .25€.G.. 
This may also be stated thus: 


Definition 1.1. A function f(x, y) is said to belong to class III (G), tf the 
analytic continuation of the function 


u 


exists and is regular in the cylinder domain (6, 6). 

Thus, in a sense, for the functions of class III (6) the analytic continuation 
exists ‘in the large’. 

Example. Let G be simply connected, and let u(x, y) be a real harmonic 
function in ©. We assert that u(x, y) € IIL(6). 

Proof. It is known that there exists a function f(z) of one complex variable, 
holomorphic in ©, such that 

u(x, y) = Re f(z) . (1.3) 

We define u 
fa = 10 : (1.4) 
Clearly, f(z) is holomorphic for z € G. Let us now consider the function 


U(z, 2*) = (fe) + fe]. 


2 
U(z, z*) is analytic for (z, 2*) € (©, 6). By (1.3) and (1.4), 
Ug, 2) = a he [f(z + f(z)]= = U(X, ¥) 
Hence U(z, z*) represents the analytic continuation of u(x, y) into the cylinder 
domain (6, ©). 
1.2. The Differential Equation Considered 


We consider the linear elliptic partial differential equation of the second 
order and with two independent variables for an unknown function u(x, y) in 


its normal form 


e(u) = Au+au,t+ bu,+cu=0 (e) 
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(Au = u + Ugg). The functions a = a(x, y), b = b(x, y) and ic el) Ware 
called the coefficients of the differential equation. The conditions to be satis- 
fied by them will be stated below. 

Besides equation (e) we shall also consider its adjoint equation, defined by 


é(u) = Au — (au), — bw, +cu=Autam + bu: + Cu—=0. (ê) 


It is easy to verify that &(u) = eu). 
VERUA’S theory can also be extended to elliptic equations of higher order 
and to systems of elliptic equations, but we shall not discuss these generaliza- 


tions here. 


1.3. The Theorem of Vekua 
The following is a classical result due to PICARD: 


Theorem 1.1. For arbitrary ©, if the coefficients of (e) are in II (6), then 
every solution in 1 (©) is also in IL (6). 
The theorem of VEKUA can be stated analogously thus: 


Theorem 1.2 (main theorem). /f © 2s simply connected and if the coefficients 
of (e) are in III (6), then every solution in I (6) is also in III (G). 


Table 1 
The Theorems of Picard and Vekua 


PICARD VEKUA 
If domain arbitrary simply connected 
coefficients mt WIL 
solution IF I 
then solution IL TT 


We can formulate VeKua’s theorem more smoothly if we introduce the 
concept of a fundamental domain. 


: Definition 1.2. A domain © is called a fundamental domain of equation (e), 
if it is simply connected and if the coefficients of (e) belong to III (6). 

We note that if the coefficients of the equation are polynomials or entire 
functions, then the whole plane is a fundamental domain. For any equation 
with analytic coefficients, every sufficiently small domain is fundamental. Also, 
any simply connected subdomain of a fundamental domain is itself funda- 
mental. A fundamental domain of (e) is also a fundamental domain of (€). 

We now can state VEKUA’S theorem thus: 
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Theorem 1.2. Jf © is a fundamental domain of (e), then every regular 
solution belongs to III (6). 

Evidently this theorem is a generalization of the statement of the example 
of section 1.1. The same example shows that the theorem can no longer remain 
true if © is multiply connected. In fact, the function 

u(x, y) = log (x? + y?) 
is harmonic in every annular domain & surrounding the origin. But the 
analytic continuation of u(x, y), 


Ug 2") = loge logs, 
is no longer analytic in (©, G). 

For simply connected domains, the statements of both Theorem 1.1 and 
Theorem 1.2 can be characterized by saying that ‘the behavior of the solutions 
imitates the behavior of the coefficients’. In the Vekua case in particular, any 
representation of the solutions in III (G) will also hold for all regular solutions, 
provided that the coefficients are in III(G). Such general representations of 
the solutions will be derived in sections 4 and 5. The proof of the main theorem 
will be given in section 3. In section 2 we shall introduce an important auxiliary 
function. 


2. The Riemann Function 


In this section we shall introduce a special solution of (e) which will be of 
use in all later developments. This solution depends only on the differential 
equation and not on the particular domain considered. It is called the Riemann 
function of e(u) = 0 because of its formal analogy with the functions thus 
called in RIEMANN’S classical method of integrating hyperbolic differential 
equations. It is defined as solution of an integral equation of the Volterra type 
and can always be constructed by the method of successive approximations; 
for some equations it can be expressed explicitly in terms of known functions. 


2.1. Volterra Integral Equations in the Complex Domain 


We first consider the case of an equation with an unknown function depend- 


ing on one variable. 

Let G be a simply connected domain, let /(z) be holomorphic in ©, and let 
K(z, t) be holomorphic in the cylinder domain (6, G). Let z, be a fixed point 
in ©. We consider the functional equation 


w(z) — à K(z, t) w(t) dt = f(2) (2.1) 
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and call any function w(z) which is holomorphic in © and satisfies (2.1) a solu- 
tion of the equation. 


Theorem 2.1. The integral equation (2.1) possesses exactly one solution. 

Proof. For f(z) = 0 the Taylor expansion of w(z) at z= 2, vanishes identi- 
cally. This shows the uniqueness of the solution. To prove the existence of a 
solution, we construct a sequence of functions w)(z) (n = 0,1,...) as follows: 


w(z) = f(z); w™(z) = f(z) + | Ke, era (n= 12, 022 
It is evident that if 5 
lim w”(z) = w(z) (2.3) 


exists uniformly in ©, then w(z) is a solution of (2.1). To demonstrate the 
uniform convergence, we observe that 


oe) = fe) + [I (2, 1) f(t) dt, (2.4) 
where : 
T(z, 8) = KO (z, 1) + Kz, à) + --- + KM (z, 6) (2.5) 
and 
K%z, t) = K(z, t), K@*%z, 1) = [Ke s) K(s, t) ds. (2.6) 
t 


The sum on the right of (2.5) is easily seen to converge uniformly in (©, 6) by 
the principle of dominated convergence, and this establishes (2.3). 
Defining 


Te) = YK, 0, (2.7 
nel 


we can write the solution of (2.1) in the form 


we) = Fe) + [Te à 10) at. (2.8) 
The function /'z, t), which depends neither on f(z) nor on z,, but only on the 


kernel K(z, ?) of the integral equation, will be called the resolving kernel of the 
equation. 


We add three corollaries to the above results. 

Nera 2.1. The solution w(z) of (2.1) is a holomorphic function of x, for | 
a6 ©. 

This is an immediate consequence of (2.8). 
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Corollary 2.2. If for every (z, t) € (G, ©) the kernel is a holomorphic function 
of a parameter E in a fixed domain 9, then the resolving kernel [= Iz, t, Ë) 
is analytic for (2, t, €) € (6,6, 9). 

The uniform convergence of /(z, t) = /(z, t, £) can be established as above. — 
If also the right hand side of (2.1) is a holomorphic function of ¢ in 9, then the 


solution w = w(z, £) is analytic in (6, 9). 


Corollary 2.3. For (z, t) € (G, G), the identity 


I(z, t) — / Ki, s) 25,2 = K(2,0) (2.9) 
; 
holds. 
From (2.5) and (2.6) we have 
I®(z,t) — / Hs) Is Ds Kia): 
2 
The required result follows by letting n > ce. 

The main task of this section consists in establishing analogous results for 
the following more complicated equation, which involves integrations with 
respect to two variables: 

w(z, 2*) — | Kale, z*, t) w(t, 2*) di = | té, 21) (es dt) di? 
#0 70 (2.10) 


- [at | Kee 2* 1, t*) w(t, 1%) dit = F(z, 2*). 


. Here the functions K,, K,, K, and F are assumed to be analytic for 
(z, 2*, t, t*) € (6, 9, G, H); 


G and $ are two simply connected domains. The points z, and z are fixed in 


6 and 9, respectively. 
We shall prove for equation (2.10) the following analogues of Theorem 2.1 


and of Corollary 2.1: 

Theorem 2.2. Equation (2.10) possesses a unique solution w(z, 2*) which 1s 
analytic in (6, 9)- 

Corollary 2.4. The solution w(z, 2*) depends analytically on (Zo, 2%) in the 


domain (©, 9): 
We shall not need the analogues of the Corollaries 2.2 anid 2.5. 
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Proof. The methods which were used to deal with the simple equation (2.1) 
can be carried over without change to the case K, = K, = 0 of equation (2.10). 
It is thus easy to show that the ‘reduced’ equation 


7 2* 


wool, 2) — [at | Kelz, 2%, 4, 89) welt, 9) dit = F(z, 29), (2.11) 


o%* 
<0 #0) 


where K, satisfies the same conditions as K in (2.10), possesses a unique 
solution w,(z, z*) which is analytic in (6, $). Also Corollary 2.4 is easily seen to 
hold in this case. 

In order to deal with the complete equation (2.10), we consider the functions 
K,(z, 2*, t) and K,(z*, z, t*) as kernels of simple integral equations of the type 
(2.1) with the respective domains G and $. The kernel K, (K,) is an analytic 
function of the parameter z* (z) in the domain § (G). According to the Corol- 
laries 2.2 and 2,3, the resolving kemnels 7, = (2 2”, and 14 = 7732" 72.22) 
are analytic functions in (6, 9, G) and (9, 6, $), respectively, and satisfy 
the relations 


IR 2, C) = | Kole og 359 15,2 Date ene | 


We now seek the solutions w(z, z*) of the complete equation (2.10) in the 
form 


w(z, 2*) = w,(z, 2*) + [Ta 2, dw *) dt a+ fre *) (2 2) dise 


20 


(2.13) 


where w,(z, 2*) is a new unknown function. Introducing this into (2.10) we 


find after some cancelling, using (2.12), a reduced equation for w,(z, z*) of the 
form (2.11), where 


Kylz, 2%, 1,1%) = K(z, z*, t, 1%) 


ee (et et) ROUE TOUR) 


+ [Kin , 5, #*) Lis, 1%, à) ds (2.14) 


+ fe ar ST) SE HE GSEE 
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Since this equation possesses a unique solution w(z, 2*), which is analytic in 
(6, $), we can reverse our argument and conclude that w(z, 2*) as defined by 
(2.13) is a function — and also the only function-which solves (2.10). This proves 
Theorem 2.2. Furthermore, since w,(z, z*) depends analytically also on (zo, 2 
in (6, 9), we can again by the representation (2.13) verify the assertion of 
Corollary 2.4. 


2.2. Defimtion and Fundamental Properties of the Riemann Function 
Upon substituting the variables 
DCR LEN, 20 TN | (1.1) 


in (e), one obtains for the function 


ee ok Z — z* 
We: z*) = | — ; 24 

the differential equation 

EAU) = Ue AU ab TL CU =); (E) 
where 

AURA {al y) + 2 d(x, y) % 

Be 2*) = 2 { als, y) — 1 d(x, y)}, (2.15) 

il 
RR 3 CCE ÿ) 


Similarly the adjoint equation (ê) transforms into 
Fre ADB GU Uy MAB Cini 


Thus, the two operations of passing to the adjoint equation and to the variables 


(1.1) can be interchanged. . 
If G is a fundamental domain of (e), the functions A, B, and C are analytic 


in the cylinder domain (6, 6). Therefore for (z, 2*, ¢, i*) € (G, 6,6, 6) the 
integral equation 


V2, 2*) — [es 2%) V(s, 2*) ds — fat. s*) V(z, s*) ds* 
a (2.16) 


ie [as f C(s, s*) V(s, s*) ds* = 1 
t t* 


is of the type studied in section 2.1. According to Theorem 2.2 and Corollary 
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2.4, it possesses a unique solution which is an analytic function of (z, 2*, t, ¢*) 


in the quadruple cylinder domain (6, 6, 6,6). 


Definition 2.1. The solution of (2.16) is called the Riemann function of 
equation (e) and will be denoted by R(z, 2*, t, t*). 


We shall state some fundamental properties of the Riemann function. 


Theorem 2.3. With respect to its first two arguments the Riemann function 
of (e) satisfies the adjoint equation (€). 

Application of the operator 0?/0z 0z* to the integral equation (2.16) yields 
(E), the complex form of (6). 


Theorem 2.4. For (2, 2*, ¢, t*) € (G, 6, 6, 6), the following relations hold: 

Rire) nl (2.17 

RASE) SBS A eae eG (2.18a) 

Ralt,2*, tt) AG 2*) RG et ae) (2.18b) 

RAS ANR 2) = BC 2 REP ee he (2.18c) 
Rare RG, BE Nee (2.18d) | 


Relation (2.17) is evident. To prove (2.18a) and (2.18c), we put in (2.16) 
2° = {* and get 


R(z, i*, 1, t*) — / BG) Ris Fa) ds (2.19) ı 
t 
The required relations follow by differentiation with respect to z and £, respec: - 
tively. The relations (2.18b) and (2.18d) are proved similarly. 

It is easy to see that the properties expressed by Theorem 2.3 and by the 
relations (2.17), (2.18a) and (2.18b) characterize the Riemann function com- 
pletely. 

The following theorem concerns the Riemann function of the adjoint 
equation. 


Theorem 2.5. J/ Riz, 2*,t,t*) as the Riemann function of the adjoint: 
equation (€), then x 
A le. (2.20) 


We can thus obtain the Riemann function of the adjoint equation simply; 
by interchanging the first and the second pair of arguments. 
Proof. Since the relations (2.18a) and (2.18b) for R amount to (2.18c) an 


(2.18d) for R, we have only to show that R(t, t*,z,2*) as a function of z an 
2* satisties E(R) = 0. 
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Let=U = U(s,-s*) be an arbitrary function analytic in (6, 6), and let 
R= Rs, s*, z, z*). Then the following identity is true 
(U Rs — R E(U) =[U(R>— A Rjh+[U(R,— BR). (2.21) 
Integrating with respect to s and s* between the limits #, z, and #*, z*, respec- 
tively, where (£, ¢*) is a fixed point in (6, G), we obtain 


Bee ONE PRIE Set) 


— 


5 (2222) 


+ | ds / CA ge Faia Ole sa 8 


met now U(2,2*) = Rl,.2*%,2,2*). In virtue of (2.17), (2.18c) and (2.18d) we 
then obtain . ae 


x > 


/ ds | Ris, et 2.27) BURG, fs, s*)) ds* = 0. (2. 
"Ber 


is) 
bo 


3) 


From this the assertion follows, since all functions involved are analytic. 


2.3. Transformation of Variables and the Riemann Function 


The Riemann function is known explicitly only for very few differential 
equations (see Table 2). Since other equations can sometimes be reduced to one 
of these standard types by transformations of the dependent or independent 
variables, it is important to know how the Riemann function behaves under 
such transformations. We shall state here two theorems concerning this be- 
havior. The proofs are purely formal and are therefore omitted. 

Let e(u) = 0 have the fundamental domain , and let Bi) = 0ebe ine 
complex form of e(w) = 0. By introducing the new dependent variable 

> 1 


UE, 2*) = De) LES) (2.24) 


where D(z, z*) is analytic in (©, 6) we obtain a new differential equation 


ie D PU PU GUN, (2.25) 
where 


Ä=4A+l(og®),, B=B+(log®,, C=zEb). (2.26) 
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Theorem 2.6. If D +0 for (z, z*) € (6, 6), the equation E(U) = 0 possesses 
again the fundamental domain ©, and its Riemann function is given by 
= D(z, z*) 
> ok K\ = 2 > © 
Wa ee ae Pe a ie Ot, Bazar (227) 


Let ©’ be a simply connected domain which is mapped conformally onto 6 
by the transformation + & 
a f(ê) » 5 < OM » 


and let 


where (t) = (2). Let E(U) = 0 be the complex form of a differential equation 
e(u) = 0 with fundamental domain © as above. Then the function 


satisfies the equation 


EUG == PU Bt 4 COUT = 0 (2.28) 
with the coefficients 
7 a ra LC 
48,69) = AH), NEN) “A, 
ee NN af(é 
Bie, 6) = B(H(0), Ko) Se, (2.29) 


j Se Me et eg if (C 
EHE C(O AED aE ACL, 
Theorem 2.7. The equation E'(U’) = 0 has the fundamental domain 6”, 
and its Riemann function ts given by 


R'(6, 6%, 7, v*) = R(F(2), AC*), He), He*)) - (2. 30) 


3. The Fundamental Solution 


In this section we shall prove VEKUA’S Theorem 1.2. As in the usual proof of 
the classical Picard theorem, the proof is accomplished by expressing the 
solution in terms of the boundary values, using a so-called fundamental 
solution; the stronger result follows by making fuller use of the analyticity of 
the fundamental solution in the large. 


3.1. Construction of a Fundamental Solution 


Definition 3.1. Let © be a fundamental domain of e(u) = 0, and let Q = (&, n) 
be a point of ©. Any solution of e(u) = 0 which in © — Q behaves like 


c(x, y) logy + go(x, 9) (r= V(x — 82 + (y —m?), 
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where the functions g(x, y) and go(x, y) are regular in © and where g(&,n) + 0, 
is called a fundamental solution of e(u) = 0. The point Q ts called the pole of the 
fundamental solution. If g(£, n) = 1/2 r, the fundamental solution 1s called nor- 
malized. 

By adding any regular solution to a fundamental solution or by multiplying 
it by a nonvanishing constant one obtains new fundamental solutions. The 
fundamental solution of a given equation and with a given pole is thus not 
uniquely determined. 

The actual construction of a fundamental solution is carried out with the 
help of the following lemma. 


Lemma 3.1. Let the closure of the simply connected domain © lie in a fun- 
damental domain of e(u) = 0, let the functions o(z) and p*(z*) be holomorphic in 


and 6, respectively, and let (£, &*) be in (6 + 06, 6 + dG). Then, provided 
that the integrals exist, the two expressions 


Die or ia" ik IE er / Qs") Rulc,sr, et) ase aoe 
are solutions of E(U) = 0. 
The proof is by straightforward verification, using Theorem 2.5 and the 
relations (2.18). 


Let us now assume that ¢ € 06, &* € 0G. Putting in (3.1), (3.2) 
pl =log(z—C), pre) = log (2* — C*), 


we obtain after simple calculations the two solutions 
1 
—— F F 0 i 
U, 2*) = R(¢, o*, z, 2*) log(z — 6) — [logs ae Theat RI Cure 2 
0 


U*(z, 2*) = R(C, C*, z, 2*) log (2* — £*) 


We write 
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Evidently this function can be written in the form 


1 
eg Rise. RE KEN: 
Bea Nele le =) (C8) lala eC, 2%), 


where the function A)(z, 2*, £, &*) is analytic in (6, 6, 6, G). The following 
statement is now obvious: 


Theorem 3.1. Let © be a fundamental domain of (e) and let $ be a simply 


connected domain such that § + 08 C G. Then for z€ 0H, 2* € 09, the function 
A(z, 2*, €&, E*) and its derivatives with respect to z and z* depend analytically on 


(¢, C*) ın (S, 9). 
For z* = z, if z moves around the point £ along an arbitrary closed contour, 
the expression 


log (z — ¢) @ — £) = logr 
returns to its initial value. Also, G(€, ‘a iS t) = 1 in virtue of (2.17). We there- 
fore have established 
Theorem 3.2. Let Q = (&, 4) € ©. The function 
Mx, y, En) =A(x+tiy,x—ty,&+in, € —17n) (3.4) 


is a normalized fundamental solution, regular in © — Q, of e(u) = 0. 


3.2. Proof of Vekua’s Theorem 
The following generalization of GREEN’s formula is well known: 


Theorem 3.3. Let § be a (not necessarily simply connected) domain with 
piecewise smooth boundary 09, and let v be the interior normal of 09. Let the 
coefficients of e(u) be in class I(H), and let u and v be two arbitrary functions 
in I($). Then the following identity holds: 


ji v e(u) — u é(v) }dx dy | 


= | is = = u v [a cos(r, x) + bcos(v, y} do | 


(3.5) 


Let now G be a fundamental domain of e(w) and let u(x, y) be an arbitrary 
solution belonging to I (G). In order to show that the function U(z, oy = 20) 


can be continued analytically into (6, 6), it is sufficient to show that the con- 


tinuation is possible into every cylinder domain (D, D) where D+ 0D CG. 


184 PETER HENRICI ZAMP 


Let D be a domain of the required kind, and let Q = (£, 7) € D. According 
to Theorem 3.2, the adjoint differential equation é(w) = 0 possesses a normal- 
ized fundamental solution A(x, y, &,n) regular in 6 — Q and having its pole at 
Q. We now choose in GREEN’S generalized formula (3.5) § = D — K,, where 
Wy denpres the dec ENONCE EE in), and put 


OX, AR MEN. 
Letting 9 > 0 we obtain 


wen) = u, À NU) ds, (3.6) 

0D 

where on the right vu = w(x, y) and 
N(u) = ae + aucos(y, x) + bucos(y, y). (3.7) 


dv 


The integration is with respect to the point (x, y). 
Formula (3.6) expresses the value of # at an arbitrary interior point of D 
in terms of the values of # and the first derivatives of uw on the kennen of DE 


We now substitute in (3.6) for A(x, yn on), the function A(z Ra. 
normal derivative dA]dv can be expressed as a linear combination of A, and Ag. 


We thus obtain for U(Z, a = u(&, 7) an expression of the form 


ue =/[{hatte A, +444 
HD 


(3.8) 


where the functions fy f,, and iE depend only on the boundary point z. According 
to Theorem 3.1, A, 1. and À, as functions of the last two arguments can be 


continued analytically into the cylinder domain (D, D). By integration with 
respect to the parameter z this property is preserved, and thus the same is true 
for U(Z, ¢). This completes the proof of VEKUA’s theorem. 


3.3. Riemann’s Function and Fundamental Solution 


In section 3.1 we derived a fundamental solution from the Riemann function. 
In this section we shall show that it is also possible to obtain the Riemann 
function from an arbitrary fundamental solution. As a byproduct we shall find 
that the coefficient of the logarithm in the fundamental solution is uniquely : 
determined. 


Let © be a fundamental domain of e(u), let Q = (£, 7) € 6 and 


Ax, V, 5: n) = o(x, y, ch n) logr o(x, AV &, n) 
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be a fundamental solution of e(u) = 0, regular in © — Q, with the added 
condition that the functions og and o belong to class III (G) with respect to 
(x, y) as well as (&, 7). 

We put 


and assert 
Theorem 3.4. For (2, 2*,.C, C*)€ (6, 6, 6,6) 
a eee 25), (3.9) 


i. €., apart from the order of the two pairs of variables the Riemann function is 
identical with the coefficient of the logarithm in a normalized fundamental solution. 
For the proof it suffices to show that R as function of (z, 2*) fulfills E(R) = 0 
and that it satisfies the relations (2.17), (2.18c) and (2.18d). This will show 
that R is the Riemann function of the adjoint equation é(u) = 0; by Theorem 
2.5 this establishes the required result. 
Minizine "thes tact, that Alz, 2,5 £*) — Als y En) satisties the given 
differential equation, we find 
E(A) = E(P) logV (z — €) (2* — C*) + = = (FAR) | 


1 
+ Dig = 


ey ar P } + regular function = 0. 


From the fact that an identically vanishing function can have no logarithmic 
singularities, we conclude that E(P) = 0. Since it also can have no pole-like sin- 
gularities, we obtain the relations 


DIENEN AP, DEREN, 
Pigg, er Be, A) Pa, C2") 0; 
which are equivalent to (2.18c) and (2.18d). The proof of (2.17) is trivial. 
We might add that, contrary to Theorem 2.5, the function A(&, 9, x, y) 1s 
in general not a fundamental solution of the adjoint equation. 
In concrete cases Theorem 3.4 can be useful for the purpose of representing 


the Riemann function explicitly. The reader is urged to construct the Riemann 
function of the equation of axisymmetric potentials, 


Au + =, (3.11) 


by superposing the three-dimensional fundamental solution of the potential 
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equations, 


v(x, 3, E,n:g)=[(x— 6)? + (y— cose)? + (y—nsing)]-* (0£<p<27), 


verifying that there is a logarithmic singularity at (x, y) = (&, 4), and extracting 
the coefficient of the logarithm. 


4. General Representations of the Solutions 


In this section we shall derive general representations of all solutions of 
e(u) = 0 which are regular in a fundamental domain in terms of holomorphic 
functions. Similar representations have been given by VEKUA for solutions 
defined in multiply connected domains, and for solutions of equations of higher 
order and of systems of elliptic equations’). 


4.1. The Goursat Problem 


Let © be a fundamental domain of e(u) = 0, and let (¢, €*) be a fixed point 
in (6, 6). Let p(t) and @*(t*) be two functions which are holomorphic in © 
and @, respectively, and satisfy the condition 


old) = p*(c*) . (4.1) 


We shall study the following problem (which for more general equations, but 
only in the small, was first considered by GOURSAT) : 


To find a solution U(z, z*) of E(U) = 0 which is analytic in (6, 6) and 
satisfies the conditions 


UE, C)= pt), 1€G6; UCM) =p), HEB. (4.2) 


Theorem 4.1. The Goursat problem has a unique solution. 
Proof. The solution, if it exists, satisfies the equation 


Uy (A Oars Cane Go (4.3) 


where A, B, and C are the coefficients of E(U) = 0. Integrating (4.3) with 
respect to the first variable from & to z and with respect to the second from 


3) Representations of solutions of elliptic equations in terms of holomorphic functions have 
also been given by S. BERGMAN [1]. From some points of view these representations are more 


complicated than those given here, and the conditions under which they are valid are not easily | 


summarized. 
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Ê* to z*, where (z, z*) is an arbitrary point of (6, 6), we find the identity 


2* 


RE 


U(z, z*) — ET C*) Ult, C*) dt — | A(C, #*) ULC, #*) ae 
= % (4.4) 


ER 


2 fat [ Cit, ı*) UG, Pr) dt* = D(z) + D*(e*) — 0), 


* 


where 
ok 


D(z) = pl) — | BU, &*) pl) dt, D*(zr) = p*(e*) — | A(C,*) gt) de®. (4.5) 


u 
F* 


The integral equation (4.4) is of the type (2.10) and possesses by virtue of 
Theorem 2.2 a unique solution which is analytic in (6, ©). This shows that 
there is at most one solution of the Goursat problem. On the other hand, by 
defining U(z, z*) as the solution of (4.4), we can easily show that it satisfies the 
equation (4. 3) and the conditions (4.2). This proves Theorem 4.1. 

We now shall represent the solution in terms of definite integrals involving 
the Riemann function. If as before R(z, z*, t, {*) denotes the Riemann function 
of e(u) — 0, it satisfies by Theorem 2.5 the integral equation 


ee) — [ Bee 2*) Rls, st, 6 2*) at - [ Ae, PY RG, 82) 0") AE | 
s s* (4.6) 


+ face, t*) R(s, 5%, 4, 2) dt=1, | 


which holds identically for (s, s*, z, 2*) € (©, 6,6, 6). Putting s*= C*, multi 
plying by ®’(s) and integrating with respect to s from £ to z, we find that the 
function 


zZ 


U, 2) = [D'(5) R6, &%, 2, 24) ds (4.7) 
¢ 


satisfies 


V(U) = D(z) — Pl), (4.8) 
where V(U) denotes the operation on the left of (4.4). Similarly 
UM (2, z*) = À D*" (s*) R(E, s*, 2, 2*) ds* (4.9) 


can be shown to satisfy 
Kal) = Dr.) Oe C2) i (4.10) 
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Since obviously 


fulfills | 
VA VIC), (4.12) 


we see that the solution of (4.4) can be represented in the form 


Ge UO oer. 


We thus have proved 


Theorem 4.2. The solution of the Goursat problem can be represented in the 
form 3 
U(z, 2*) = (6) R(6, &*, z, 2*) +] @'(t) R(t, &*, 2, 2*) dt 

de (4.13) 
+ | B*() RUC, 6%, 2, 2) di*, 
ce 
where D(z) and D*(z*) are given by (4.5). 

The importance of Theorem 4.2 rests on the fact that the representation 
(4.13) holds not only for the solutions of the Goursat problem but also for all 
solutions which are only supposed to be regular in the fundamental domain. 


Theorem 4.3. Let G be a fundamental domain of e(u) = 0 and let u(x, y) 
be a solution which is regular in ©. Then there exist two functions p(z) and p*(2*), 
holomorphic in © and ©, respectively, such that u(x, y) can be represented in the 
form (4.13) (with 2* = z,z=x+7y). 

Proof. By Vexua’s Theorem 1.2, u(x, y) can be continued analytically 
into (6, 6), i. e., there exists a function U(z, z*) which is analytic in (6, 6) 
and satisfies : 

U(x 1 y, x = y) =ulx, y), (PE CG: 
We define (2) and @*(z*) by 
lz) = U, 6%, p*(e*) = UL, 2*). (4.14) 


The functions g and @* are holomorphic in © and ©. Let us now solve the 
Goursat problem with the conditions (4.14). The solution can be represented 
in the form (4.13). In view of the uniqueness of the solution it must coincide 
with U(z, z*) and, for z* = z, with u(x, y). 


4.2. Approximation of the Solutions 


in (6, 6). Let the functions (z) and p*(z*) be holomorphic in © and 6,. 
respectively. 


Let © be a fundamental domain of e(u) and let Q = (¢, £*) be a fixed point 
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Definition 4.1. The pair of functions 
P= lol), p*(2*)] 
is called admissible (with respect to the point Q), 1f 
BUN): (4.15) 


It is evident that for fixed © and Q the set ofalladmissible pairs forms a vector 
space. If p, = (1, pf) and 2 = (g2, yf) are two admissible pairs ‘and if « 
and B are two arbitrary complex numbers, we define the pair p = « p, + B p:by 


b= (a Pi + Bhs, a pr + B PF) - (4.16) 


If for a sequence of admissible pairs p, = (y,, p*) (n = 0, 1,...) there exists 
an admissible pair p = (p, y*) such that 9, > 9, p* > p* uniformly in © and 
(5, respectively, we say that the sequence p, converges to p, and we shall 


write 
Pn >p (n>oo). 


We may look at the expression on the right of (4.13) as an operator which 
maps the space of admissible pairs onto the space of regular solutions. We shall 


write accordingly 
u(x, y) = AB]. (4.17) 


According to Theorem 4.3, the operator Q possesses an inverse. If u(x, y) isa 
regular solution, then 


Da] = f0(s,-c*), UC, 2*)] , (4.18) 
where 
1 2% 2 — z* 
ee PE) 


Moreover, the following theorems are easy consequences of the represen- 
tation (4.13): 


Theorem 4.4. The operator Q is linear. 
This means that for any two admissible pairs p, and p, and for any two 
complex numbers x, ß, 


Qa py + B Pal = a AP] zd Balz] : (4.19) 


Theorem 4.5. The operator Q is continuous in the following sense: If a 
sequence of admissible pairs p, (n= 0,1, ...) converges to an admissible pair p, 


then 
Ad.) > QP] (4.20) 


uniformly in (G, G). 
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As a consequence of these theorems, every method of approximating holo- 
morphic functions leads to a method for approximating solutions of e(u) = 0. 
For the sake of illustration we discuss the approximation by what we shall 
call complete systems of functions. 


Definition 4.2. Let & be a domain of the complex plane, and let the func- 
tions f„(2) (n= 0,1, ...) be holomorphic in 6. We shall call the system {f.(2) } 
complete with respect to & if every function f(z) which is holomorphic in © admits 
a unique expansion of the form 


Oa eG (4.21) 


which converges uniformly in ©. 

It is well known that there exist (infinitely many) complete systems of 
holomorphic functions with respect to every finitely connected domain ©. 
Some examples are listed in Table 3. 


Table 3 
Some Complete Systems of Holomorphic Functions 


Domain Functions f„(2) 
inane Gl Guiles 7 = womye 2 5 2 o 5 2 | ef 
Interior of ellipse with foci at z = + 1 . | Jacobipolynomials Pl) (z), in particular: 


Legendre polynomials P, (2). 


(2) 
( 


Interior of parabola Re (— :)1® = const. | Laguerre polynomials L%(z)t) 


Interior of strip Im z = const . . . . . | Hermite polynomials A, 


1) These systems, however, are complete only with respect to a subclass of the class of 
functions which are holomorphic in ©. In order that f(z) be expandable in the form (4.21), 
it must satisfy certain growth conditions (see [10] and [12]). 


Theorem 4.6. Let & be a fundamental domain of e(u). There exists a system 
of solutions Un(x, y) (n=0,1,...) of e(u) = O0 such that every solution in 1(6) 
admits a unique expansion, uniformly convergent in ©, of the form 


U(x, y) = Dan Un(%, Y) « (4.22) 
n=0 
Proof. Let Q = (£, C*) be a fixed point in (6, 6), and let 7,,(z) (7 = 0; 1,9) 
be a complete system of holomorphic functions with respect to G. The system 


fn(2) = f,(2) is complete with respect to ©. We define the pairs 
o= (1), Pon=[(z — 6) fn-1(2) , 0], 


Pre (tr NAO EN eee | se | 
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Clearly, the pairs p, are all admissible with respect to Q; moreover, the system 
of pairs bn (n = 0, 1,...) is complete in the sense that every admissible pair p 
admits a unique expansion of the form 


b= San Pn: (4.24) 


n =0 


We define 
a, (x, ¥) == 212,1- (4.25) 


Let now u(x, y) be an arbitrary regular solution. In virtue of Theorem 4.3 there 
exists an admissible pair p such that vu = Q[p]. By (4.24) and (4.25), 


u(x, y) = ol ÿ an» 2 = 5 ay, Un(X, y) , 
n =0 


n=0 


which is an expansion of the desired type. The uniqueness of the expansion 
follows from the uniqueness of (4. 24). 


Definition 4.3. The system of solutions u,(x, y) (n = 0,1,...) of Theorem 
4.6 is called a complete system of solutions of e(u) = 0 with respect to the domain ©. 

The complete system (4.25) is of course not fully determined by the differen- 
tial equation and the fundamental domain. It depends on the choice of the 
complete system of holomorphic functions and on the point (£, &*). On the other 
hand, there exists one distinguished system of solutions which frequently can be 
constructed explicitly and which therefore is important from the point of view 
of applications. This is the system (4.25) where ¢ = (* and. 


bo — (hl) Pon 0), 1 (0, 2*%).. (4. 26) 


It can always be defined when the origin can be included in a fundamental 
domain. 


Definition 4.4. The system of solutions given by (4.26) (with C= C= 0)%s 
called the normal system of solutions of e(u) = 9. 

Some examples of standard systems are given in Table 4. 

Since for circles around the origin the system f„(z) = 2” is complete, we have 


Theorem 4.7. The normal system is complete with respect to every funda- 
mental circle around the origin. 
We note that the coefficients a, are in this case given by the generating 


functions 


00 


mal 7/4, 2 UV ra An 12 (4.27) 
n=0 


n=1 
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Table 4 
Normal Systems of Solutions of Some Differential Equations 
: Normal system 
2guatıon (apart from constant factors) 
Neen PL eu ind 
tind 
AE = © JA r) e= 
(2 + 1 [17 6 
fot wile eal u = 0 er = ) grund 
ö } (1 ae y2)2 TEE y2 
x =7rcosû, y=rsind; 
upper sign: Yom» lower sign: Yom 1 


As usual we have put 


ere u E Se ce ik 


Since for simply connected regions the functions of the complete system of 
holomorphic functions may be taken as polynomials, the functions of a complete 
system of solutions may be assumed to be finite linear combinations of the 
normal solutions, if the latter can be defined. This means the same as 


Theorem 4.8. If the domain © is contained in a fundamental domain which 
includes the origin, then every solution regular in © can be approximated uniformly 
in © by linear combinations of the normal solutions. 


4.3. The Operator Q for Singular Equations 


If a domain D contains singularities of the coefficients of the differential 
equation e(w) = 0, it cannot belong to any fundamental domain. It is therefore 
not possible to define the Riemann function for such a domain, and no solution 
of e(u) = 0 which is regular in D can be generated by the method of § 4.2. For 
several differential equations with singular coefficients the operator 2 never- 
theless exists in the following sense: 

There exists a class C’ of functions f(z) holomorphic in and a class C of 
solutions (x, y) which is contained in III(D) such that to every f(z) € C’ there 
corresponds exactly one solution in C. If u(x, y) = U(z, z*), the function corre- 
sponding to u(x, y) is given by 


f(z) = Uz, 25), (4. 28) 


where z* is a point in D. If we use the notation (4.17) for this correspondence, 
then the operator Q is again linear and continuous. Hence any system which 
is complete with respect to C’ is transformed into a system complete with 
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respect to C. If 2% = 0 and if the complete system of holomorphic functions 
consists of a subset of the functions 2” (n= 0, 1, 2, ...), we may again speak of 
a normal system of solutions. 

In Table 5 we list some differential equations with singular coefficients for 
which the above statements have been established. Also listed are the domain 
D, the class C, 2%, the functions /,,(z) of the system complete with respect to 
C’ and the corresponding solutions #,(x, y). For proofs and applications of 
some of these results, see [4], [5], [6], [7], [8], [9]. 


4.4. Addition Theorems 


In this section we suppose that the differential equation e(u) = 0, singular 
or not, admits a transformation. More precisely, we shall assume that there 
exists a class C of solutions of e(w) = O regular in some domain © and a map- 
pine 

PP) (4.29) 
EPS y'), P=(%,y)] of © onto itself with the following property: If 
HP) EC, then also #'(P) = afr(P)]E C. 

It is clear that the totality of all such transformations forms a group. We 
shall denote this group by J’. 

Let now the functions #,(P) (n =0,1,...) form a complete system of solu- 
tions with respect to the class C. By this we mean that every function in C 
can be expanded in a unique way into a series of the form (4.22). Under the 
above assumptions also the functions 
ul u,(T(P)) (n = 0, 1, ...) (4.30) 


N 


belong to C and can therefore be expanded into series of the same form: 
t(tP)) = I ann mt) = 0,1.) (4.31) 


We may call these expansions ‘addition theorems’, because it turns out that 
almost all of the so-called addition theorems of the classical functions of mathe- 
matical physics are special instances of (4.31). Also some of the equations 
listed in the Tables 4 and 5 admit transformations. These transformations 
are listed in Table 6; they all give rise to addition theorems for the corre- 
sponding complete systems. For a more detailed account of some of these we 
refer to our previous publications [4], [7]. 

On the theoretical side we mention some open problems‘). By the above 
there is an addition theorem for every transformation r of J”. The coefficients 


4) The author is indebted to Professor C. LOEWNER for the substance of the following remarks. 


ZAMP VIII/13 
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Table 5 
Complete Systems of Solutions for Some Singular Equations 


e(u) = 0 D C 
2 y 
Au + ti, = Ü | 
y 
5 lee | <a 
2 ’ \ 
Au LA Us + Ru = 0 | u(x, y) = u(x, —y) 
y 2 
2 4A (A+ 1 
Nee ee tee y = 0 PAIE 
y at em | 
| eles a u(x, y) = u(x, —y) 
3 7 = u(—x, y) 
Zu 2 El z LE Vz? —1 
Au + Hs Uy + = di = | 2 use 
BE 
| he u(x, y) = u(x, —y) 
2 + € | 
2y+1 
Au z Br = Uy za Us u(x, y) = u(x, —y) 
x y 
= u(—*, y) 
+ [4Ak + hk? (x? + y?)] u = 0 
x=rcos?, y=rsind, Ö= Vi — 272 cos2 8 + A, 


Table 6 
Equations Admitting Transformations 


e(u) = 0 @ IN 


Au + Ru =0 regular solutions translations and 
rotations of the plane 


2v 


Au + ne 0 x =x +4, y” = y 
asin Table 5 
2 1 2 1 
ann u Uy + Mee Uy 0 x =CX, yl =cy 
x y 


mn M (4.31) depend on t. We introduce the infinite matrices 


A(t) = (are eran: Se 


It is easy to see that formally the consecutive application of two elements of I’ 
is mirrored in the multiplication of the corresponding matrices: 


Alor) = A(o) A(t). (4.32) 
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Table 5 
Complete Systems of Solutions for Some Singular Equations 
26 În(2) u,(x, y) (apart from constant factors) 
0 gn 7 v 
r" C’ (cos à) 
0 ae ra" Jae eG. (cos 8) 
0 gm vr —v—n (Bo) ) À 
nr JE es C, (cos #) 
0 foe yen Pa )(cos2 8) 
(v, a) => (u,% (1) =) , = 2 ~ 2 
Oh PEN — 2) Pei — 2?) PAG + 72) PAG — 7?) 
Me ref 2 € \" = Fpl feo —p/2 = 1/2 
c>0 (2 +o) LS Cage ET Aer ice 
0 ei Ta. M usv2124+. 1) 
»(2», 2 4) ; 
a (cos2 9) 
2 72 + c2 7? at c2 
S — = ——— MT — 
Ver? + 2)? — 40? x? Ver — 2)? +40? x? 


This means that from a formal point of view the matrices A(t) furnish a repre- 
sentation of the group J’. It would be of interest to discuss the conditions 
under which the product (4.32) actually exists. There arises also the question 
if the representation of J’ by the matrices A (r) is faithful. 


5. The Cauchy Problem 


The Cauchy problem is usually considered in connection with hyperbolic 
differential equations. In this section we shall study some aspects of the 
Cauchy problem for the elliptic equation e(u) = 0. 


5.1. Formulation of the Problem 


Let C be a simple analytic arc in the (x, y)-plane, and let f(z) and g(z) be 
two holomorphic functions defined in a domain which contains C. Let a 
positive normal » be defined on C. We consider the problem of finding a solution 
u(x, y) of e(u) = 0 which is regular in a neighborhood of C and which on C 


satisfies the conditions 


u=je), “ =e) G=x+iyec). (5.1) 
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This problem is a typical case of the so-called Cauchy problem in the 
general theory of partial differential equations. Since the considered differ- 
ential equation is elliptic, it may be called an elliptic Cauchy problem. According 
to a wide-spread conviction, Cauchy problems for elliptic equations are not 
correctly posed. Indeed, even though under the assumption that the coefficients 
of e(u) are analytic along C there exists a unique solution of the Cauchy 
problem, it may happen that in a sense this solution does not depend conti- 
nuously on the data. This is demonstrated by the following example (essen- 
tially due to J. Hapamarp): Let C be the real axis and let e(u) = Au. We con- 
sider the sequence of data (n=0,1,...) f„(2) = (cosn z)/n, g„(2) =0. The 
corresponding solutions are easily found to be 


_ cosn # Coin y 
i N i 


unl, y) (5.2) 
Although /,,(z), g„(2) > 0 on C, the sequence of solutions does not tend to zero 
in any domain of the (x, y)-plane. 

In the following sections we shall try to clarify this situation and, in 
particular, to save the continuous dependence of the solution on the data by 
subjecting the latter to stronger conditions. 


5.2. Results 


We shall need the concept of conformal symmetricity with respect to a 
given analytic arc. 


Definition 5.1. A domain © is called conformally symmetric with respect to 
an analytic arc C, if there exists a conformal map which transforms C into an 
interval of the real axis and © into a domain which is symmetric with respect to 
the veal axis. 


The four following theorems will all be proved in section 5.3. 


Theorem 5.1. Let the fundamental domain © of e(u) be conformally sym- 
metric with respect to the arc C, and let the data f(z) and g(z) be holomorphic 


throughout 6. Then the solution of the Cauchy problem (5.1) exists and is 
regular in ©. 


This theorem admits of the following converse: 
Theorem 5.2. Let the fundamental domain © of e(u) be conformally sym- 


metric with respect to C, and let u(x, y) be a solution of e(u) = 0 which is regular | 
in ©. Then the functions | 


2=x+iyeC) (5.3) 


are holomorphic on C and can be continued analytically into the whole of ©. 
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We may look at the solution of the Cauchy problem as an operation which 
associates with every pair of functions holomorphic in 6 a solution of e(u) = 0. 
We write accordingly . 
w(x, y) = O[?], 
where p = [f(z), g(z)]. It should be noted that in this case the pair p does not 
have to satisfy a condition of admissibility. Moreover, the functions f(z) and 
g(z) are assumed to be holomorphic in the same domain &. Apart from that the 
properties of © are analogous to those of 2. Theorem 5.2 shows that © possesses 
an inverse. (An explicit formula for the inverse will be given in the proof of 
Theorem 5.2.) We also have the following analogues of the Theorems 4.4 and 4.5: 


Theorem 5.3. The operator © is linear. 
Theorem 5.4. If f„(z) > f(z) and g,(z) > g(z) uniformly in ©, and tf py 


ee p> 60 (5.4) 
untformly in ©. 

The last theorem contains a sufficient condition for the continuous depend- 
ence of the solutions of an elliptic Cauchy problem on the data. In the example 
of Hadamard quoted above this condition is clearly violated, since in no domain 
of the complex plane we have uniformly 

cosn Z 


+ 0. 


5.3. Proof of the Theorems stated 


We split up the general Cauchy problem into the two partial problems 


du 


(1) w=fe)» “ =0 


4 BE « 

Du, Mage | 
We shall call these problems the first and the second Cauchy problem, and 
their solutions will be denoted by O,[f] and @,{g], respectively. Clearly, 


9] = O,[f] + 9:8] - (5.5) 


We first take up the case where the initial curve C consists of a segment of 
the real axis. We shall call this the reduced case of the Cauchy problem. Here 
the solution of the two partial problems can be written down explicitly in 
terms of the Riemann function. Let & be a fundamental domain which is 
symmetric with respect to the real axis, and let the functions f(z) and g(z) be 
holomorphic in ©. Let, as before, 


EE Up AU, BU CU =0 
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be the complex form of e(u) = 0. We then can construct the two functions 


Ust) : [fz) R(z, 2, 2, 2*) + f(e*) R(2*, 2*, 2, 2*)] 


+ fan {BU à — AG 01 RG 4 2 2") _ 69 
+ 5 [Rl 1,2, 2*) — RES ze] at, 
V(z, 2*) = + ï [et Rit, t, 2, 2%) di. (5.7) 


It is evident that the functions U and V are analytic in the cylinder domain 
(6, 6). We assert that the functions u(x, y) = U(z,2) and v(x, y) = V(z, 2) 
(z = x + 2 y) are solutions of the first and the second Cauchy problem, respec- 
tively. By construction the functions # and v are in class III(6). By formal 
computation, using the relations of Theorem 2.4, it is easy to show that 
E(U) = 0, E(V) = 0 and that the relations 


Ut =7@), URL ee (5.8) 
and 
PV 2=0, F2 2) = —2.2(2) (5.9) 


hold. This implies that e(w) = 0, e(v) = 0 and 
4% 0) = AL 2,0) = 0; (5.10) 
ACH) Age) = e(x) (5.11) 


This proves the assertion and, since the uniqueness of the solution of the 
elliptic Cauchy problem is classical, Theorem 5.1 for the reduced case. The 
statements of Theorem 5.3 and Theorem 5.4 can be read from the integral 
representations (5.6) and (5.7). 

To prove Theorem 5.2 in the reduced case, we note that by VEKUA’S 
theorem there exists a function U(z,z*), analytic in (6, 6), such that 
u(x, y) = U(z, 2) for z € 6. We define 


IAE U@, 2), gz) = 1 UC, 2) - Url 2)). 
The functions f(z) and g(z) are holomorphic in 6. However, for (OS 


I(x) = u(x, 0), g(x) = (x, 0). 


Thus, f(z) and g(z) represent the analytic continuations of u(x, 0) and w,(x, 0) | 
into ©. 


Vol. VIII, 1957 Vekua’s Theory of Elliptic Partial Differential Equations 199 


We now turn to the case of a general initial curve C. By assumption there 
exists a conformal transformation z= g(£) which maps an interval 7 of the 
real axis of the ¢-plane onto C and a domain 6’ which is symmetric with 
respect to the real axis onto ©. The initial conditions (5.1) can in terms of the 
function 


| be written in the form 
U(g(s), p(s)) = f(p(s)), (5.12) 
1 


rete) (Ar) FO) 76) — Ua HOS), PO) po} (8), 6.13) 


where s € J. We now substitute into E(U) = 0 new variables £ and ¢* defined by 


=D), gi), (5.14) 


where 9(¢*) = (C*). The equation then transforms into an equation E’(V) =0 
for the function V(¢, £*) = U(o(£), p(£*)) which is of the same form and of 
which by Theorem 2.7 (’ is a fundamental domain. We write 


F(l)=f(@(C)), GC) = (pt). (5.15) 


The functions F and G are holomorphic in 6’. For V(¢, £*) we get from (5.12) 
and (5.13) the boundary conditions 


V (S08). = Fis)y (5.16) 
Pis si Vo(s, s) = (5), (5.17) 

where 
H(s) =—i|@"(s)| G(s) (s€ J). (5.18) 


We assert that the functions F(s) and H(s) can be continued analytically into 
G’. This is evident for F(s). For H(s) the continuation is given by 


H(0) = —iV9'(O v0) GO) (5.19) 


Hence V(¢, ¢*) must satisfy a reduced Cauchy problem. Since the data is 
continuable into ©’, the solution exists in (G’, ©’). By transforming back we 
find that U(z, z*) is a solution of the original problem which is analytic in 
(6, 6). This proves Theorem 5.1. 

The proofs of the Theorems 5.3 and 5.4 follow from the corresponding 
statements for the reduced case. The transformation (5.14) preserves con- 
tinuity. ’ 

To prove Theorem 5.2, let the solution u(x, y) be regular in the domain ©, 
which as before is assumed conformally symmetric with respect to C. By 
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Vekua’s theorem the continuation U(z, z*) into (6, 6) exists. Let the function 
p(&) be the same as in the proof of Theorem 5.1, and let q+ be the inverse 
function. We introduce the function 


2 = D(z) = plpe))- (5.20) 


The function ®(z) maps © conformally onto 6. (The point z is the ordinary 
conjugate of the conformally conjugate point of z with respect to Ca Lhe 
inverse map is given by 


z= D) = PER) (5.21) 

We note the relations 
nn — Fe) Go FERN 5.22 
PA) = eye OO = pre) 2.27 


We assert that the desired analytic continuations of the values of # and du/dv 


on C are given by e 
f(z) = Us, 2); (5.23) 


gta) = {0 VOR) — UP}. (5.24) 


Indeed, these functions are holomorphic for z € ®, since D'(2) +0; D'(2) + Of 
But for z = q(s) and s € I we have z = Gs) and, in virtue of (5.22), 


D rio re 5.25 
(y(s)) q’ (s) ’ (p(s)) @’ (s) ( ) 
Hence, if the square roots are appropriately chosen, the functions /(p(s)) and 
g(p(s)) reduce to the expressions on the left of (5.12) and (5.13). This completes 
the proof of Theorem 5.2. 


5.4. Singular Cauchy Problems 


The results of section 5.2 are subjected to the condition that the considered 
domain is fundamental. As in section 4.3 for the operator Q, it has been possible 
in the case of some special differential equations to extend the above theory 
of the elliptic Cauchy problem to nonfundamental domains. We shall present 
these results here without giving proofs. Proofs of some of the results are given 
in [4] and [9]; for some related results, see [3], [11] and [13]. 

The mentioned equations are the following: 


2 
Au + a w=0, (5.26) 


Au + =? p+ hu =0, (22 


2 
Ay ee > Ho = 0. (5.28) | 


x 
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Although the first equation is a special case of the latter two, it is considered 
separately, since for it the explicit results are particularly simple. The three 
equations together will be referred to below as the special equations. 

The Cauchy problems to be dealt with in this section are singular in that the 
initial curve is a segment of the x-axis, which for » + O is a singular line of the 
special equations. The problems are all first Cauchy problems in the sense of 
section 5.3. It can be shown that for the initial curve y — 0 and for the above 
special equations the second Cauchy problem possesses in general no solution. 


Definition 5.2. A domain © is called suitable, if it is simply connected and 
symmetric with respect to the x-axis and if, in the case of equation (5.28), it lies 
either entirely in the halfplane x > 0 or entirely in x < 0. 

We now can state the following partial analogues of the Theorems 5.1 and 5.2: 


Theorem 5.5. Let the domain © be suitable, and let f(z) be holomorphic in 

G. Then the three special equations possess for y + —1, —2,... uniquely 

determined solutions u(x, y) which are in class IIT(G) and which for (x, 0) € © 
satisfy the conditions 

wx, OP = fix), (x, 0) = 0% (5.29) 


Theorem 5.6. Let Rev > 0, let © be a suitable domain and let u(x, y) be a 
solution of a special equation which is in class 1(G). Then the function 


f(x) = u(x, 0) 


can be continued analytically into ©. 

Combining the two theorems we also get the analogue of VEKUA’S theorem 
for suitable domains and for the special equations with Re » > 0. We do not 
know if this theorem is also valid for Rev < 0. 

Although the Riemann function cannot be used, since it is undefined for 
nonfundamental domains, it is still possible to represent the solutions of the 
singular Cauchy problem for the special equations explicitly in terms of a). 
For Re » > 0 these representations are written most simply in the form 


u(x, y) = | Kx, y;t} f(x +1 yt) di. (5.30) 


The path of integration must be curved, if necessary, so that the argument of 
f lies always in ©. The kernels K are tabulated in Table de | 

For » = 0 the Cauchy problems are regular, so that the representation of the 
solutions in terms of the Riemann function can take place. For Re y = 0,» + 0 
the integral (5.30) is to be replaced by a contour integral of a type considered 


in [11]. 
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Table 7 
Kernels for the Representation of Solutions of Singular Cauchy Problems 
Equation K(x, y; t) 
l'(v LE 1/2) 9,7—1 
(5.26) To) LU/2) HE) 
Tv +1/2) (Ry\-?t1 
(5.27) ra (3 ) J._.(& y y1—#) 
ACROSS UE ( SEE 
(5.28) To) Fup) tig —-BIrn1—-mi:Z en! 
V 
Fee) | 
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Zusammenfassung 


In einer Reihe von Abhandlungen hat I. N. VEKUA eine Theorie der ellip- 


tischen partiellen Differentialgleichungen mit zwei unabhängigen Variabein und | 
mit analytischen Koeffizienten entwickelt, in welcher gewisse klassische Aspekte 
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der Theorie der holomorphen Funktionen einer komplexen Veränderlichen ver- 
allgemeinert werden. Die Vekuasche Theorie ist für den angewandten Mathe- 
matiker insofern von Interesse, als sie ihm ein in manchen Fällen wirksames 
konstruktives Verfahren zur Herstellung der Lösungen in die Hand gibt. 

Die vorliegende Arbeit ist als eine Einführung in die Vekuasche Theorie 
gedacht. Es werden in ihr vor allem die Vekuaschen Resultate bezüglich der 
analytischen Fortsetzung der Lösungen und ihrer Darstellung durch holomorphe 
Funktionen zur Sprache gebracht. In einer zweiten Arbeit soll die damit eng zu- 
sammenhängende Vekuasche Theorie der Randwertprobleme dargestellt werden. 
Der Autor hat die Gelegenheit wahrgenommen, die Vekuaschen Resultate um 
einige Beispiele zu bereichern und auch einige eigene Resultate einzuflechten, 
die dem gleichen Gedankenkreis angehören. Es sind neu oder fussen auf eigenen 
Arbeiten des Autors die Abschnitte über singuläre Differentialgleichungen ($ 4.3), 
Additionstheoreme ($ 4.4) und Cauchysche Anfangswertprobleme bei regulären 
und singulären Gleichungen ($ 5). 


(Received: August 22, 1956.) 


Bolzenkathode als Objekt im Elektronen-Emissionsmikroskop 
Von Ents B. Bas, Zürich!) 


In früheren Arbeiten ([1], [2], [3], [4]?)) wurde die vom Verfasser entwickelte 
Bolzenkathode im Zusammenhang ihrer Anwendung in Elektronenkanonen 
näher behandelt. In folgender Arbeit soll gezeigt werden, dass diese Kathoden- 
konstruktion auch im Elektronen-Emissionsmikroskop als Objekt gute Dienste 
leisten kann, insbesondere durch eine neuartige Präparationsmethode. 

Anhand von Figur 1 wollen wir zuerst das Prinzip der Bolzenkathode mit 
einigen Worten kurz erläutern. Das als Bolzen bezeichnete Wolframstäbchen i 
ist an einem Ende in einer Klemmbacke 2 fest eingeklemmt, während die 
Stirnfliche am anderen Ende als Emissionsfläche dient und in unserem Falle 
den zu untersuchenden Stoff 3 enthalt. Um den Bolzen herum ist konzentrisch 
eine Wolframwendel 4 angeordnet, welche von den Stromzuführungsstiften 5 
und 6 getragen wird. Diese Zuführungsstiften tragen zugleich einen Strahlungs- 
schutz, bestehend aus zwei konzentrisch zum Bolzen angeordneten Molybdan- 
zylindern 7. Kathodenblende 8 vervollstandigt die Kathode, wahrend 9 die 
erste und die zweite Blende des Immersionsobjektives darstellt. 

Die Heizung des Bolzens erfolgt so, dass die Wendel durch Stromdurchgang 
geheizt wird und als Primärkathode dient. Sie erhält gegenüber dem Bolzen 
eine negative Spannung von einigen hundert Volt, womit die von der Wendel 
emittierten Elektronen auf den Bolzen aufprallen und ihn auf die gewünschte 


1) Institut für technische Physik der BRS 


2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 212. 
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Temperatur aufheizen. In der Heizschaltung ist dafür Sorge zu tragen, dass 
infolge des Riickheizeffektes von Bolzen auf Wendel keine Heizinstabilitat 
auftritt. Bei niedrigeren Objekttemperaturen kann die Bombardierung vollig 
ausbleiben. Die Heizung des Bolzens erfolgt dann durch die Zustrahlung der 
Heizwendel. 


ılılahlalıl a 


UT 


Figur 1 
Schnitt durch die Bolzenkathode als Objekt im Emissionsmikroskop: 1 der Bolzen aus Wolfram als 
Objekthalter; 2 Einspannbacken für den Bolzen; 3 auf den Bolzen aufgeschmolzenes Objekt; 


4 Heizwendel aus Wolfram; 5 und 6 Haltestiften für die Halterung der Heizwendel und der Ab- 
schirmung; 7 Abschirmzylinder aus Molybdän; 8 Abdeckkappe aus Molybdän; 9 Lochblenden des 
Immersionsobjektivs. 

Die Heizung des Objektes erfolgt so, dass die Heizwendel 4 mit Gleichstrom auf etwa 2300°C 
geheizt wird; sie emittiert dann Elektronen, welche auf rund 300 V beschleunigt werden und den 
Bolzen 1 bombardieren, wodurch seine Temperatur und somit die Temperatur des Objektes 3 auf 
den gewünschten Wert erhöht wird. 


Für die Anwendung der Bolzenkathode als Objekt im Emissionsmikroskop 
sind vor allem drei Dinge von Bedeutung: Axiale Ausdehnung des Bolzens, 
Schwingungen des Bolzens und das magnetische Störfeld der Heizwendel. 

Die axiale Ausdehnung des Bolzens ist nicht zu vermeiden. Dies hat zur 
Folge, dass man bei Veränderung der Objekttemperatur die Scharfstellung 
durch Verschiebung des Immersionsobjektives nachkorrigieren muss. Dieser 
Umstand ist besonders bei raschen Temperaturänderungen, welche durch die 
Dynamik der zu untersuchenden Vorgänge vorgegeben werden, störend. Diese 
thermische Bewegung des Objektes ist aber bei allen Objektanordnungen in 
den Emissionsmikroskopen mehr oder weniger vorhanden. Die Emissionsfläche 
der Bolzenkathode bei der in Figur 1 dargestellten Konstruktion verschiebt 
sich beim Aufheizen auf 2000° K Objekttemperatur um rund 0,1 mm, und bei 
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1000° K beträgt die Verschiebung etwa 0,04 mm. Die Verschiebung des Objektes 
bei konstanter Objekttemperatur infolge Nichterreichen des Beharrungszu- 
standes ist meistens so gering, dass Belichtungen bis zu 30s Belichtungszeit 
dadurch nicht gestört werden. 

Den mechanischen Schwingungen des Bolzens ist grosse Bedeutung beizu- 
messen, da sie die erzielbare Auflösung stark beeinflussen können. Um hier 
einen Überblick zu bekommen, betrachten wir den idealisierten Fall eines ein- 
seitig eingespannten elastischen Stabes von der Länge / mit einem Massen- 
punkt m am Ende (Figur 2). Die Transversalkoordinate dieses Massenpunktes 


Figur 2 


Mechanische Schwingungen des Bolzens. 


bezeichnen wir mit y* und die laufenden Koordinaten des Stabes mit x, y. 
Dann lässt sich die Schwingungsgleichung dieses Systems wie folgt formulieren: 
d?y* 


Sr d?y a (ayy 
Mig Pint AE es reg (a7) =. (1) 


Das letzte Glied, das der zeitlichen Änderung des Biegemomentes, also des 
zweiten Gliedes, proportional gesetzt worden ist, berücksichtigt die Dämpfung 
durch innere Reibung. & ist der sogenannte normale Viskositätskoeffizient [5]. 
I bedeutet das equatoriale Trägheitsmoment des Stabes und E den Elastizitäts- 
modul. Die zweimalige Integration obiger Gleichung nach x mit Einsetzen der 
Grenzbedingungen x = 0; dy/dx = 0, y — 0 und x — lo hetertouns: 


d?y 


MATE 


3 aye 3 


Dies ist eine Gleichung fiir gedampfte Schwingungen, deren Lösung lautet: 


y* = ye e Fol? cos (wot + €) (3) 
mit ou 
Bee 
Oo = mie (4) 


als Eigenfrequenz des Systems. 
Für die Halbwertzeit der gedämpften Schwingungen erhalten wir: 


i ik 
Men (6) 
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Für die Anwendung dieser Betrachtungen auf die Bolzenkathode wollen 
wir folgende Vereinbarung treffen: als die Stablänge l soll derjenige Abschnitt 
gelten, welcher sich nicht auf hoher Temperatur befindet und dadurch seine 
Elastizität bewahrt. Als Masse m gilt die Masse des übrigbleibenden Endstückes 
des Bolzens. Nehmen wir als Beispiel für unsere in Figur 1 dargestellte Kon- 
struktion mit: 


b=7-10-1cm; d5„=65:10-2em; I, == 6 10 em 3m ae Le 
und für Wolfram 
E73 3,5 - 102 Dynlem S22 107-Dyn- SIC, 


so erhalten wir: 
Wy >22, 9kH2;, S10 8. 


Nehmen wir weiterhin an, dass der Bolzen durch einen Stoss auf eine Amplitude 
von: 
ye = 10 Cm 


angeregt würde, so wird diese Amplitude in 10-3s auf 1072 - 105 = 1075 cm 
oder 0,1 u absinken. Wir sehen hieraus, dass die Erschütterungsempfindlichkeit 
bis herab zu der Auflösungsgrenze des Emissionsmikroskopes ausreichen dürfte. 

Die dritte uns hier interessierende Frage betrifft das magnetische Störfeld 
im Immersionsobjektiv, hervorgerufen durch den Wendelheizstrom. Das magne- 
tische Feld der Wendel können wir in zwei Anteile zerlegen, den rotationssym- 
metrischen Anteil, hervorgerufen durch die Windungen der Wendel, und den 
Querfeldanteil, hervorgerufen durch die Wendelzuleitungen. 

Die rotationssymmetrische Komponente ist sofort aus der Feldstärkenglei- 
chung einer Zylinderspule anzugeben: 


Howe zu? PR Salsa Inn Sr A ee | (6) 
bee ie Aree ne er | 


Hier bedeutet: 


I,, Wendelheizstrom; 

w Anzahl der Wendelwindungen; 
ly Wendellänge; 

d, mittlerer Wendeldurchmesser ; 
2 


laufende Koordinate auf der Achse der Wendel, von der Mitte der Wendel 
gezählt. | 
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In unserer Anordnung hat die Heizwendel folgende Daten: 


PES Sn mn 
HIS Sin 
w = 14; 

I ES 2 


damit erhalten wir für die axiale Feldstärke die Beziehung: 


H, = 50 — : De — - 


/ 1,35 \2 ‘if 1,35 
Pets (ie TE / ne 
| Arar sy, ee 


[z in mm]. 


Diese Beziehung ist in Figur 3 graphisch dargestellt. 


u, 
> 
| 
=F 
10! 
an 
= 
Aie] 
© ly= 2A 
5 dy=3,5mm 
wW=14 
In = 4mm 


ae ee, SN AN ul 


Figur 3 
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Axialsymmetrische und transversale Anteile der magnetischen Störfeldstärke der Heizwendel. 


Die Querkomponente des magnetischen Wendelstörfeldes berechnen wir 
aus dem in Figur 4 dargestellten vereinfachten Stromkreis. Nach dem Biot- 
Sovartschen Gesetz lässt sich für jede einzelne Stromkreisstrecke für den in 


einem Punkt P erzeugten Feldanteil angeben: 


CA I 3 
sına 
= - d 
H 7? 2 
ay 


(8) 
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Figur 4 


Zur Berechnung der axialen und radialen magnetischen Störfeldstärke der Heizwendel. 


In unserem Falle liegen alle Leiter in der Zeichnungsebene; damit ist die Feld- 
stärkenrichtung stets zur Zeichenebene senkrecht. Da wir uns nur für die Feld- 
stärke auf der Achse interessieren, liefern nur die Strecken 7, 2, 4 und 5 einen 
Beitrag. Die Rechnung führt schlussendlich auf folgende Beziehung: 


2,4 (+) ++) -2] em. 6 


Setzen wir wieder unsere obigen Wendeldaten und für die Länge des Zuleitungs- 
drahtes /, = 4 mm ein, so erhalten wir: 


ae [2+ GG) + + 2 LOS er Hs 


[zinmm]. 


In Figur 3 finden wir auch A, in Abhängigkeit von z graphisch aufgetragen. 
Aus konstruktiven Gründen beträgt der minimale Abstand der Emissionsfläche 
von der Wendelmitte ungefähr 2,8 mm. Für diesen Fall erhalten wir für die 
beiden Feldstärkenkomponenten folgende Werte 


H,=7,3(Oe]; Hy = 1,63[0e]. 


Der Einfluss dieses Stérfeldes auf die Abbildungsgiite des Immersionsob- 
jektives ist schwer zu beurteilen. Fallt die Achse der Heizwendel mit der Achse 
des Immersionsobjektives zusammen, so diirfte die Wirkung der rotationssym- 
metrischen Feldkomponente H, gänzlich zu vernachlassigen sein. Hingegen ver- 
ursacht die transversale Komponente H, stets eine ablenkende Wirkung auf 
die emittierten Elektronen, so dass die optische Achse gekrümmt wird, wodurch 
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zusätzliche Abbildungsfehler entstehen können. Selbstverständlich wird die 
Wendel mit gutgesiebtem Gleichstrom geheizt, so dass keine Wechselkompo- 
nente des Feldes vorhanden ist. Die obige Angabe für den Abstand zwischen 
Wendelmitte und Emissionsfläche von 2,8 mm ist der konstruktiven Ausfüh- 
rung der Bolzenkathode als Elektronenquelle für die Elektronenkanonen ent- 
nommen. Bei dieser Anwendung ist man bestrebt, die Bombardierungszone 
möglichst nahe bei der Emissionsfläche anzuordnen, da sich die heisseste Stelle 
des Bolzens in der Mitte der Bombardierungszone befindet und durch die 
starke Verdampfung des Wolframs in dieser Zone die Lebensdauer der Kathode 
bedingt ist [4]. Nun sind wir beim Emissionsmikroskop aus zwei Gründen in 
dieser Beziehung nicht so stark eingeschränkt. Erstens ist die Lebensdauer des 
Bolzens von untergeordneter Bedeutung, das heisst, wir können für die Bolzen- 
temperatur in der Mitte der Bombardierungszone viel höhere Werte zulassen, 
und zweitens sind Temperaturen der Emissionsfläche bei den elektronenmikro- 
skopischen Untersuchungen bedeutend tiefer als bei der Anwendung der 
Bolzenkathode als Elektronenquelle in Elektronenkanonen. Aus diesem Grunde 
kann die Emissionsfläche bedeutend weiter von der Heizwendel weggerückt 
werden, wodurch nach Figur 3 die Störfeldstärke der Heizwendel noch weit- 
gehend vermindert werden kann. Ausserdem ermöglicht ein grosser Abstand 
zwischen Heizwendel und Emissionsfläche die Anordnung einer magnetischen 
Abschirmung. Es erhebt sich nun die Frage, wie sich die Bombardierungs- 
leistung des Bolzens für eine bestimmte Objekttemperatur beim Wegrücken 
der Emissionsfläche von der Heizwendel verändert. Diese Frage wurde experi- 
mentell geprüft, woraus die Kurvenschar in Figur 5 resultiert. Die Messungen 


2 


Parameter: Temperatur der Emissionsfläche 


3 a 


on 


Bombardierungsleistung [w] 


25 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 5,5 
Abstand Heizwendelmitte— Emissionsflache [mm] 


Figur 5 


Abhängigkeit der Heizleistung von der Entfernung der Emissionsfläche von der Heizwendelmitte: 
Bolzendurchmesser 0,6 mm (Wolfram), Objektdurchmesser 1,5 mm (Wolfram). 


ZAMP VIII/14 


AN Enis B. Bas ZAMP 


wurden mit einem W-Objekt durchgefiihrt, und die Anordnung war so getroffen, 
dass der Abstand zwischen Wendelmitte und Einspannstelle des Bolzens stets 
11,2 mm betrug. Bolzendurchmesser war dz = 0,6 mm und Objektdurchmesser 
dx = 1,5 mm. Durch die Verlängerung des hochgeheizten Bolzenendes wird nun 
ch die axiale Ausdehnung des Bolzens ausgeprägter. Die gemessenen Aus- 
dehnungen sind durch die Kurvenschar in Figur 6 graphisch dargestellt. Über 
den Einfluss des Abstandes Wendelmitte-Emissionsfläche auf das Auflösungs- 
vermögen wurden noch keine systematischen Versuche durchgeführt. 
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Parameter: Temperatur der Emissionsflache 


a 


Ausdehnung des Bolzens 


25 3,0 35 40 45 5,0 5,5 
Abstand Heizwendelmitte — Emissionsfläche |mm]| 


Figur 6 
Axiale Verschiebung der Emissionsfläche bei verschiedenen Temperaturen in Abhängigkeit des 
Abstandes Emissionsfläche-Heizwendelmitte: Bolzendurchmesser 0,6 mm (Wolfram), Objektdurch- 
messer 1,5 mm (Wolfram). 


Wir wenden uns jetzt der Objektpräparation zu. Diese besteht aus drei 
Stufen: 
a) Präparation des Wolframbolzens; 


b) Aufschmelzen des zu untersuchenden Stoffes auf den Wolframbolzen ; 
c) Präparation der Emissionsfläche. 


Der Wolframbolzen wird aus dem handelsüblichen Wolframdraht herge- 
stellt. Der meist angewendete Durchmesser beträgt 0,6 mm. Zuerst werden 
Drahtstücke von rund 300 mm Länge in einer Streckvorrichtung in Schutzgas 
bei etwa 1000°C gestreckt. Aus so gerichtetem Draht werden Stücke von pas- 
sender Länge herausgeschnitten und in einem Rekristallisationsofen bei 3000°K 
rekristallisiert (Figur 7a). Nun werden die rekristallisierten Bolzen in einen 
Halter eingesteckt und in eine Kathodenstrahlröhre eingeschleust. Durch den 
auf die Stirnfläche des Wolframbolzens konzentrierten Elektronenstrahl wird | 
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das Wolfram so weit geschmolzen, bis eine Kugel von gewünschtem Durch- 
messer entsteht (Figur 7b). Es stand uns im Elektronenstrahl eine Leistung von 
14kV - 10 mA = 140 W zur Verfügung, womit Kugeldurchmesser von etwa 
2 mm ohne Schwierigkeit erzielt werden können. Schliesslich wird die Wolfram- 
kugel bis auf die Hälfte abgeschliffen, und der Wolframbolzen steht für weitere 
Präparation des Objektes bereit (Figur 7c). 


Figur 7 
Verschiedene Stadien der Objektpräparation: a Ausgangsstäbchen für Wolframbolzen; b Wolfram- 
stäbchen mit geschmolzener Kugel an der Stirnfläche; c fertig präparierter Wolframbolzen; 
d Bolzen mit einem aufgeklebten Präparat; e Bolzen mit einem aufgepressten Pulverpräparat; 
f Bolzen mit angeschmolzenem Präparat; g einsatzbereites Objekt mit geschliffener und feinpo- 
lierter Emissionsfläche. 


Der nächste Schritt ist das Aufschmelzen des zu untersuchenden Stoffes. 
Dieser Stoff kann in massiver Form oder in Pulverform vorliegen. Liegt er in 
massiver Form vor, so wird ein Stück von geeigneter Grösse auf die Stirnfläche 
eines wie oben vorbereiteten Wolframbolzens mit Hilfe von Kollodium ange- 
klebt (Figur 74). Falls der zu untersuchende Stoff in Pulverform vorliegt, wird 
eine bestimmte Menge von diesem Pulver bzw. Pulvergemisch in einer kleinen 
Pressform auf die Planfläche der Halbkugelkalotte des Bolzens aufgepresst 
(Figur 7e). Es kann ein wenig Kollodium als Bindemittel zugegeben werden. 

Der Wolframbolzen mit aufgeklebtem bzw. aufgepresstem Präparat wird 
wieder in den Elektronenschmelzofen eingeschleusst und durch Elektronen- 
beschuss auf das Wolfram aufgeschmolzen (Figur 7/). Da Wolfram einen hohen 
Schmelzpunkt besitzt und das Aufschmelzen unter Umständen in Bruchteilen 
einer Sekunde erfolgt, besteht sehr geringe Wahrscheinlichkeit für eine Legie- 
rung mit Wolfram. 

Schliesslich kommt die Fertigstellung des Objektes. Dafür wird zuerst die 
Schmelzkugel auf dem Wolframbolzen auf den gewünschten Durchmesser 
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rundgeschliffen und dann die Emissionsfläche plangeschliffen (Figur 7g). Bei 
diesem letzten Schritt ist zu beachten, dass die resultierende Dicke des zu unter- 
suchenden Stoffes auf dem Wolfram ausreichend ist. Die Schlussphase der 
Präparation bildet die feine Politur der Emissionsfläche. 

Die beschriebene Objektpräparationsmethode bietet verschiedene Vorteile. 
Das Objekt kann sehr präzise hergestellt werden. Das Schmelzen erfolgt in 
kurzer Zeit, so dass keine Reaktion mit der Unterlage, das heisst mit dem 
W-Bolzen zu befürchten ist. Man kann auf diese Weise aus kleinen Stoffmengen 
sehr reine Präparate herstellen. Dass man dabei von Pulver ausgehen kann, 
ist ein weiterer Vorteil. Man kann leicht legierte Objekte herstellen und dabei 
auch Legierungskomponenten mit höherem Dampfdruck anwenden, da der 
Schmelzvorgang sehr rasch erfolgt. Bezüglich der Schmelztemperatur ist man 
nicht beschränkt und kann mit dem Schmelzpunkt des zu untersuchenden 
Stoffes bis nahe an die Schmelztemperatur des Wolframs herangehen. Einen 
gewissen Nachteil bedeutet die Einschränkung im Objektdurchmesser. Objekte 
mit einem Durchmesser der Emissionsfläche von 2 mm können ohne Schwierig- 
keit hergestellt werden. 

Selbstverständlich können in vielen Fällen Bolzen aus vollem Material des 
zu untersuchenden Stoffes herausgearbeitet und in die Bolzenkathoden- 
Anordnung als Objekt eingebaut werden. Wir haben allerdings zurzeit diesbe- 
zügliche Erfahrungen nur mit hochschmelzenden Metallen Molybdän und 
Tantal gemacht. 

Zum Schluss zeigt uns Figur 8 als Beispiel ein emissionsmikroskopisches 
Bild, wobei die beschriebene Anordnung mit einem Molybdän-Objekt zur An- 
wendung kam. Die Aufnahme stellt die Auskristallisation von Mo,C in mit C 
übersättigtem Mo dar. Über diese Untersuchungen wird an anderer Stelle aus- 
führlich berichtet [6]. 
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Summary 


Experiences are reported in connection with the use of bolt cathode as the 
object-holder in an electron emission microscope. The bolt cathode consists of a 
cylindrical Tungsten rod, the bolt, close pinched at one end, the top of the other 
free end being used as the emission surface. The bolt is surrounded by a Tungsten 
helix, which can be heated by passing direct current. This helix serves as a. 
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Figur 8 


Auskristallisation von Mo,C aus mit Kohlenstoff gesättigtem Molybdän. 


primary cathode emitting electrons for electron bombardment of the bolt. In 
the case of use of bolt cathode as specimen holder in an electron emission micro- 
scope the specimen is melted on the top of the Tungsten bolt. Melting occurs by 
the bombardment of specimen substances with accelerated electrons from an 
electron gun. This method has many advantages and is described in detail. Two 
properties of the bolt cathode, important for the emission microscope, i. e. the 
axial displacement of the object and the magnetic field of the heating helix, are 
discussed in detail. A micrograph shows the quality of the electron emission 


pictures obtained. 


(Eingegangen: 6. Dezember 1956.) 
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Das Verfahren der Treppeniteration und verwandte Verfahren 
zur Lösung algebraischer Eigenwertprobleme 


Von FRIEDRICH L. BAUER, München!) 


In Verallgemeinerung des klassischen Bernoullischen Verfahrens haben wir 
vor kurzem Verfahren angegeben [2]?), die unmittelbar zu einer Faktorisierung 
eines vorgegebenen Polynoms P(x) führen. Diese Verfahren lassen in Matrix- 
schreibweise [unter Verwendung der zu P(x) gehörigen Frobenius-Matrix] un- 
schwer eine Verallgemeinerung auf den Fall eines Eigenwertproblems für eine 
beliebige Matrix A erkennen. Die Iterationsmatrix J’, aus 2 Spalten ist von 
«Trapezgestalt», 1°,., entsteht aus A J, durch deren Orthogonalisierung an 
den ersten / Zeilen der Einheitsmatrix («Treppeniteration»). Es zeigt sich, dass 
diese Massnahme bereits zur Stabilität führt. 

Die erwähnte Orthogonalisierung (auch an einem allgemeineren System C 
von festen Zeilenvektoren, «stabilisierte Simultan-Iteration») führt auf die 
Dreieckszerlegung von G,; = CAB, wobei B die Ausgangsnäherung ist. Dabei 
treten Quotienten gewisser Minoren von G; auf. Solche Ausdrücke haben bereits 
PERRON [6] und später MUNTz [5] sowie AITKEN [1] studiert. Es zeigt sich aber, 
dass die stabilisierte Iteration und insbesondere ihr praktisch wichtigster Spe- 
zialfall, die «Treppeniteration», diese Minoren rekursiv und ohne Auslöschung 
liefert, im Gegensatz zu ihrer direkten Berechnung aus G;. Man könnte die 
Treppeniteration insofern als eine numerisch vorteilhafte Abwandlung der 
Perronschen Minorenmethode bezeichnen, mit der sie theoretisch parallel läuft. 
Die (in ihren Bedingungen übersichtliche) Konvergenztheorie lässt sich weit- 
gehend auf die erwähnten älteren Untersuchungen zurückführen?). 

Es liegt nahe, die Iteration an Spalten und an Zeilenvektoren durchzu- 
führen und diese gegenseitig zu orthogonalisieren (und damit zu stabilisieren). 
Die darauf aufbauende Methode der «gegenseitig orthogonalisierten simultanen 
Bi-Iteration» hat merkwürdigerweise enge Verwandtschaft zum erstgeschilder- 
ten Verfahren. Man könnte sie aber auch als vorschnellende Abart der Koch- 
schen Stabilisierung [4] deuten. 

Beide Verfahren stehen in engen theoretischen Beziehungen zu Rutis- 
HAUSERS IL R-Transformation [9], zur AZ-Transformation von RUTISHAUSER 
und dem Verfasser [7] und zu einer kürzlich vorgeschlagenen Eigenvektor- 


2) Mathematisches Institut der Technischen Hochschule München und Arbeitsgruppe für 
elektronische Rechenanlagen der Technischen Hochschule München. 


2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 234. 
#) Vgl. Anhang, A 2, Anmerkung 22) 


Vol. VIII, 1957 Verfahren zur Lösung algebraischer Eigenwertprobleme 25 


bestimmung mittels der ZR-Transformation [3]. All diese Verfahren beruhen 
auf dem Grenzverhalten gewisser, einer Bernoullischen Differenzengleichung 
gehorchender Folgen («Bernoullischer Konvergenztyp») [3]. 

Die Treppeniteration und die Bi-Iteration konvergieren, abgesehen von 
singulären Fällen, unabhängig von spezieller Wahl von B und C, erfordern also 
keine sogenannte «gute Ausgangsnäherung». Sie sind stabil und selbstkorrigie- 
rend; der Rechengang ist weitgehend zyklisch (Rechenvorschrift A, Rechen- 
vorschrift B). Die Verfahren dürften damit für programmgesteuerte Rechen- 
automaten besonders geeignet erscheinen. 


§ 1. Treppeniteration 


1.1. Grundlegende Beziehungen 


A sei eine n x n-reihige Matrix, von der / Eigenwerte (1 </ <7) und even- 
tuell die zugehörigen Zeilen- oder Spalteneigenvektoren zu bestimmen seien. 
Entsprechend wird die Iteration an / n-dimensionalen Zeilen- oder Spalten- 
vektoren, die jeweils zu einer rechteckigen Matrix J’, (u= 0, 1, 2,...) zusam- 
mengefasst seien, geschehen. Wir beschränken uns in der expliziten Schreib- 
weise zunächst auf den Fall der Spalteniteration, aus dem durch Transposition 
der Fall der Zeileniteration hervorgeht. 

Um zu erzwingen, dass die J", im Laufe der Iteration stets einen /-dimensio- 
nalen Raum aufspannen, verlangen wir, dass oberhalb der Hauptdiagonale 
die Elemente eines jeden J’; verschwinden®). Wir führen ferner die Normierung 
ein, dass die Diagonalelemente von 1”; Einsen sind. 

I, sei von dieser Trapezgestalt. /';,, soll dann dadurch entstehen, dass 
A I’, durch geeignete Linearkombinationen der Spalten in die verlangte Gestalt 
gebracht wird, das heisst durch Elimination unter Abspaltung einer / x /-rei- 
higen oberen Dreiecksmatrix R;;;: 


AT,=T;,1Rızı- (1) 


Wir wollen im Augenblick offenlassen, ob solche R, stets existieren, können 
aber bereits sagen, dass / nicht grösser sein darf als der Rang m von A”, anderen- 
falls die Trapezgestalt, das heisst / linear unabhängige Spalten, sicher nicht 
ständig wiederhergestellt werden kann (letzteres würde sich aber bereits zu 
Beginn der Iteration bemerkbar machen). Wir können ferner annehmen, dass 
bereits die Startmatrix J’, der Iteration durch Zerlegung einer # x l-reihigen 


Ausgangsmatrix B gewonnen wird: 


4) Anders ausgedrückt, verlangen wir, dass die k-te Spalte von ih. orthogonal zu den ersten k — 1 
Zeilen der Einheitsmatrix ist. Andere Orthogonalitätsforderungen werden wir in § 3 betrachten. 
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Wir werden die Iteration als konvergent bezeichnen, wenn I’, für u co 
elementweise konvergiert und damit einen Grenzwert besitzt: 


Ina, u (3a) 


Unter welchen Bedingungen Konvergenz herrscht, werden wir weiter unten 
diskutieren. Falls die /°, konvergieren, konvergieren aber auch die R,, es gilt 
dann 

RPS (eco) (3b) 
und 


AIR (4) 


Das bedeutet, dass /' einen Teilraum aufspannt, der durch A in sich transfor- 

miert wird. Die Eigenwerte von R sind also Eigenwerte von A. Da jedoch R 

eine (obere) Dreiecksmatrix ist, sind seine Diagonalelemente charakteristische 

Zahlen, im Falle linearer Elementarteiler sind es / Eigenwerte von À. | 
Die (Spalten-)Eigenvektoren x, von À ergeben sich zu 


ie year er (5) 


wo y, Eigenvektoren von À sind. Entsprechendes gilt für Hauptvektoren. 

Da R von Dreiecksgestalt ist, bietet die Bestimmung der yn, durch Herauf- 
rechnen kein weiteres Problem. Die Matrix { De (o = 1,2,...,1) der Eigen- und 
Hauptvektoren von R ist eine obere Dreiecksmatrix. Demnach ist die Matrix 
ea (o=1,2,..., 1) von / Eigen- (oder Haupt-) Vektoren von A gegeben durch 


ka (6 


als Produkt einer unteren Trapez- und einer oberen Dreiecksmatrix. Wir 
können also sagen: Die Treppeniteration liefert im Konvergenzfall / Eigen- (und 
Haupt-) Vektoren in Dreieckszerlegung. 


Für / = 1 geht die Treppeniteration trivialerweise in die Vektoriteration 
[6], [5] über. 


1.2. Rechenvorschrift der Treppeniteration 
Wir fassen die Rechenvorschrift in algorithmischer Schreibweise5) zu- 
sammen: 


Rechenvorschrift A. Gegeben A und die Ausgangsmatrix B= B, von I 
Spalten: 


Fürs:=0(1) N: trang(B)>T,, 
AT; na 


5) Das gerichtete Gleichheitszeichen deutet das numerische Ergebnis an. Weitere Erklärungen 
der Symbole siehe unten. 
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pS Myfalis | T= Ty4 Se, 
triang(By 9) >Ly.., R 
diag(Ry 4) >{&,}- 
Für @=1(1)/: eigenv(Ry,1,4,)> 9, ; 


L720, DE: 


Der mit triang(B;) bezeichnete Prozess kann entweder durch Gaußsche 
Elimination erfolgen, da R, zunächst nicht gebraucht wird, und schliesslich die 
Diagonalelemente von Ry, [mit diag(Ry.ı) bezeichnet] die Reziproka der 
Eliminationselemente sind. Er kann aber auch durch explizite Dreieckszerle- 
gung nach BANACHIEWICZ erfolgen, wobei die R, nicht gespeichert zu werden 
brauchen. 

| C | bezeichnet eine geeignete Norm, etwa Max (ci x). Das Abbrechkrite- 


N+1» 


rium kann verschärft werden, etwa dahingehend, dass die Iteration über einige 
Schritte hinweg «stehen» soll. Die Bestimmung des Eigenvektors durch Herauf- 
rechnen an der Matrix Ry., — 4, E ist mit eigenv(Ry ,1, À,) bezeichnet. 


§ 2. Konvergenz 


2.1. Vorbemerkungen 


Es mag angebracht sein, die Konvergenzuntersuchungen in den Anhang zu 
verweisen. Um eine richtige Einschätzung der Konvergenzbedingungen zu er- 
möglichen, muss jedoch einer Zusammenfassung der Ergebnisse ein Überblick 
über das Funktionieren der Konvergenz vorangestellt werden. 


Nach (1), (2) gilt 
(1), (2) g 4B= LP, 7 


Pp Ry Rpg KR, (8) 


ist. I’, ist also die linke Dreieckszerlegte von A? B. Diese Beziehung, die die 
Grundlage der allgemeinen Konvergenzuntersuchungen von A 2 ist, lässt 
bereits erkennen, dass bei der Treppeniteration Minoren von Matrixpotenzen 
eine Rolle spielen®). Das bringt mit sich, dass sie die Tendenz hat, mit linearer 
Konvergenz eine Trennung der Eigen- (und Haupt-) Vektoren herbeizuführen 
derart, dass diese sich geordnet nach Beträgen der zugehörigen charakteristischen 
Zahlen ergeben. Das heisst, dass /', gegen die untere Dreiecks-(Trapez-)Zerlegte 
T der in eben dieser Reihenfolge aneinandergereihten Eigen- und Haupt- 


vektoren streben möchte. 


6) Vergleiche die historischen Bemerkungen in der Einleitung. 
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Die oben erwähnte Ordnung gelingt selbstverständlich nur insoweit, als die 
betreffenden charakteristischen Zahlen betragsverschieden sind. Jedoch besteht 
auch noch in dem wichtigen Fall, dass die betragsgleichen charakteristischen 
Zahlen sogar gleich sind, eine gewisse Tendenz zur Trennung von zugehörigen 
Eigenvektoren’). Diese normale Konvergenztendenz kann durch besondere Wahl 
von B gestört werden’); die Fälle anomaler Konvergenz, in denen sich die 
Eigen- (und Haupt-) Vektoren nicht in der normalen Ordnung ergeben, sind 
durch das Verschwinden der Ausdrücke (*), A 2, gekennzeichnet. Praktisch 
interessiert nicht die explizite Gestalt dieser Bedingungen, sondern nur der 
Umstand, dass es sich dabei um isolierte Fälle handelt®). Wenn nicht besondere 
Umstände vorliegen!®), ist ihr Auftreten zufällig und praktisch bedeutungslos, 
selbst unter Berücksichtigung des Umstands, dass bereits die Umgebung 
solcherart singulärer B zu den erwähnten numerischen Unzuträglichkeiten 
führt, also bei zufälliger Wahl von B eine endliche, aber geringe Wahrschein- 
lichkeit für die praktische Störung der normalen Konvergenztendenz besteht. 

Unter der normalen Konvergenztendenz jedoch ist die Iteration numerisch 
stabil und in Verbindung mit der Tatsache, dass die Rechenvorschrift die Form 
einer Stationaritätsbedingung hat, selbstkorrigierend in der Gewinnung von /"?). 

Eine andere Störung der numerischen Rechnung kann dadurch hervorge- 
rufen werden, dass, anschaulich gesprochen, die Dreieckszerlegung der Matrix 
{x,} von Eigen- (und Haupt-) Vektoren, die sich unter einer bestimmten Kon- 
vergenztendenz, insbesondere der normalen, einstellen möchten, nicht existiert. 
In diesem isolierten Fall, der wiederum durch das Verschwinden gewisser Aus- 
drücke (**), vgl. A 2, gekennzeichnet ist und praktisch ebensowenig Bedeutung 
besitzt wie die Fälle anomaler Konvergenztendenz, liegt eine unglückliche 
Orientierung der Eigenvektoren im Hinblick auf die starre Eliminationsreihen- 
folge vor. Er kann durch Pivotelimination stets umgangen werden (vgl. 3.2), 
eine allgemeinere Behebung dieser Schwierigkeit wird sich in $ 3 ergeben. 


2.2. Konvergenzsätze 


Alles für die praktische Anwendung Wesentliche ergibt sich also aus dem 
nachfolgenden Satz, bei dem, wie im folgenden, die charakteristischen Zahlen 


7) Von Heupty ektoren ebenfalls, jedoch ist die Konvergenz dann nur noch logarithmisch und 
damit praktisch bedeutungslos. Es mag nur vermerkt werden, dass sich zuerst die Eigenvektoren, 
dann die Hauptvektoren, geordnet nach ihrer Stufe, Siecle 

8) Ist etwa jede der / Spalten von B bereits Risen’ ektor, so ist die Treppeniteration trivialer- 
weise sofort stationär und liefert eben diese Eigenvektoren in der ursprünglichen Reihenfolge. 

®) Sie führen zu Unannehmlichkeiten in der numerischen Rechnung dürch das Auftreten von 
Stellenverlust infolge Auslöschung; sie sind auch numerisch, das heisst unter der Auswirkung von 
Rundungsfehlern, instabil. Die normale Konvergenztendenz setzt sich also schliesslich immer durch. 
Praktisch ist dies nicht sehr bedeutungsvoll, da es unerträglich lange dauern kann. 


10) In Fällen absichtlicher Herbeikihrung anomaler Konvergenz ist jedoch auf Stabilisierung 
zu achten °), 

11) Die schliessliche Berechnung der Een mag jedoch unerwünschte Rundungsein- 
flüsse mit sich bringen. Abhilfe ergibt das Verfahren von $ 4. 
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von À als betragsmässig geordnet anzunehmen sind: 


Satz 1. Die 1°, Rechenvorschrift A, konvergieren (abgesehen von singulären 
allen‘, jalls funk 112,1 


gilt. Die Bedingungen entfallen für k = n. Die &, ... €, treten in dieser Reihenfolge 
in der Diagonale von R auf. Der Iterationsprozess ist numerisch stabil und selbst- 
korrigierend. Die Konvergenz ist linear, falls alle mit &, numerisch gleichen 
charakteristischen Zahlen jeweils zu linearen Elementarteilern gehören, also (mehr- 
fache) Eigenwerte sind. €, ... &, sind sodann Eigenwerte, x, ... x, sind die zugehö- 
rigen Eigenvektoren. 


Die Treppeniteration konvergiert insbesondere (abgesehen von singulären 
Fällen) für Hermitesches, in praxi für reell-symmetrisches A, soweit keine ent- 
gegengesetzt-gleichen Eigenwertpaare vorkommen. Falls A semidefinit ist, 
erledigt sich auch die letztere Einschränkung. Zu diskutieren ist noch die schon 
in 1.1 erwähnte Beschränkung für /, genau formuliert die Bedingung = —7, 
wenn A die charakteristische Zahl Null 7-fach besitzt. Offensichtlich lässt sich 
auch der noch fehlende Teilraum leicht ermitteln. Man kann nach der mit 
1= n — r durchgeführten Iteration l'in beliebiger Weise zu einer vollen unteren 
Dreiecksmatrix ]” ergänzen, worauf sich ohne weiteres ein R’ bestimmen lässt 
Herart, dass À 1” = I” R ist. 

Satz 1 ist ein Spezialfall des folgenden Satzes, aus dem hervorgeht, ob eine 
gewisse Spalte von J’; überhaupt konvergiert und wenn, mit welchem Konver- 


genzfaktor. 


Satz 2. Die k-te Spalte von I’, konvergiert (abgesehen von singulären Fällen), 


falls 
lExl> lËéxs1l oder falls Ee fon 


und alle von y verschiedenen &, auch betragsmässig von y verschieden sind, und 
nur dann: das k-te Diagonalelement von R; strebt gegen &,. Im ersteren Fall 
herrscht lineare Konvergenz mit einem Konvergenzfaktor 


_ | fn 
7 | & | ; 
im letzteren Fall nur, falls alle charakteristischen Zahlen vom numerischen Wert y 
(mehrfache) Eigenwerte sind. Der Konvergenzfaktor ist dann 


_ | Se 
n= |e) 


220 FRIEDRICH L. BAUER ZAMP 


wobei E, die betragsgrösste unter den auf &x41 folgenden (betragskleineren) charak- 
teristischen Zahlen ist. 


Einzelne Spalten von J’; mögen also konvergieren, auch wenn die /-spal- 
tigen J’, im ganzen es nicht tun. Darauf baut sich die im nächsten Abschnitt 
zu besprechende Methode zur Behandlung des Falles betragsgleicher charak- 
teristischer Zahlen (und höherer Elementarteiler) auf. Dieser Fall ist praktisch 
auch dann anzunehmen, wenn gewisse Spalten infolge eines nur wenig von Eins 


verschiedenen Konvergenzfaktors ungenügend konvergieren. 


2.3. Der Fall betragsgleicher charakteristischer Zahlen 
Dieser Fall stützt sich auf die Konvergenzaussage des folgenden Satzes 3. 
Mit I’;(a, «) sei die aus den « Spalten a, a + 1,..., a + « — 1 von I’; gebildete 
rechteckige Matrix bezeichnet, mit 12 &) die aus den Zelenta cle 
a+ax—1 von I,(a,«) gebildete « x «-reihige untere Dreiecksmatrix mit 
Diagonaleinsen. L,(a, «) sei definiert durch 


T‘(a, «) = l';_1(a, x) L;(a, a). (10) 
Satz 312). Ist 
[Seal > Il und 16,,121841%9, 
so geht, abgesehen von singulären Fällen, der von den o Spalten 
N OO Lt 


von I’, gebildete Teilraum im Limes 1 = oo in sich über; es gilt mit 
Ti, 0) — Ti(k, 6) Lig (h, 6) = 0 
sogar 
Ty, 41(k,0) — Lie, 0) Lil) >0 (i>oo). 


Das bedeutet insbesondere, dass die / x /-reihige untere Dreiecksmatrix 
L;— L;(1,1), die unter den Voraussetzungen von Satz 1 gegen die Einheits- 
matrix geht, unter den schwächeren Voraussetzungen von Satz 3 wenigstens 
unterhalb gewisser Ausbuchtungen folgender Art 


a 12) 


Ähnlich wie in Satz 2 sind auch in Satz 3 und den Zusätzen offensichtlich schwächere 
Voraussetzungen im Fall gleicher Eigenwerte möglich, auf deren explizite Formulierung an dieser 
Stelle wir glauben verzichten zu können, 


13) Die erste bzw. zweite Ungleichung entfällt für k = 1 bzw. k oo 1 =n. 
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im Limes 7 + co elementweise gegen Null geht. Dies findet, grob gesprochen, 
um so starker statt, je weiter das betreffende Element von der Diagonale 
entfernt ist. Es gilt nämlich 


Zusatz 1 zu Satz 3: Das Element in der j-ten Zeile und k-ten Spalte, 
k <j, von L,(1,1) strebt mit linearer Konvergenz gegen Null, falls 


Le LE a , : - | 
E,| > |&|, der Konvergenzfaktor ist | < : 
Sk 


Ire Srp 


Ein anschauliches Ergebnis liefert ferner der folgende 


Zusatz 2 zu Satz 3: Mit A,(1,1') werde der l'-reihige linke obere Abschnitt 
von L, R, bezeichnet. Es strebt 


ALAN TE A005), 


wenn Ll’ die Nummer irgendeiner konvergenten Spalte von I‘, zum Beispiel der 
letzten konvergenten, ist). 


Es wird also dann 4,(1, l’) im Limes 7 + eine verkürzte Ähnliche zu A, 
die wegen Zusatz 1 hochgradig reduzibel ist; jede nach Satz 2 konvergente 
Spalte erzeugt eine Einkerbung. Die charakteristischen Zahlen der (gering- 
dimensionalen) einzelnen Diagonalkästchen A,(k, co) streben gegen charakte- 
ristische Zahlen von A. Man beachte, dass die Folge der A,(1, 2’) und die 
der L;(1, 7’) dabei nicht zu konvergieren brauchen. Praktisches Interesse hat im 
allgemeinen nur der Fall einfacher Paare konjugiert-komplexer oder ent- 
gegengesetzt-gleicher Eigenwerte. Wir wollen ihn als Beispiel zur Erläuterung 
des vorangehenden ansehen: Als Abbrechkriterium für die Iteration diene nun 
etwa (mit den Bezeichnungen des vorigen Abschnitts) 


ZN, Salsa 11) = 1: 
I ee en pe) = Lin Lash + A, 1)| Se 


für passend gewählte J; , (/;,; = 0) und falls auf jedes nichtverschwindende /y, ; 


ein praktisch verschwindendes /y ;,, folgt. 
Es möge etwa ly, „nicht verschwinden. Ferner sei (ly 41, = } gesetzt) 


Ly (6, 2) = is “A und Ry 11%, 2) > lé N © 


Dann hat 
a b 
Ax106 2) = Ly 1, 2) Ry 1% 2) = Fe Dir ) 


die gesuchten charakteristischen Zahlen Ess: 


14) Fürl=nist”=1!=n,esgilt dann trivialerweise sogar 
A T,(1, n) = ©, 2) 4;,101, nr). 
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Auch wenn es sich dabei um ein konjugiert-komplexes Paar handelt, kann 
man Real- und Imaginärteil der Eigenvektoren x,, %,+1 in reeller Rechnung 
erhalten. Wir deuten einen Weg kurz an: Es sei 


E | AR art Aa ar 
ms =k > pb, wo I 
| P= Vidiiisend.: 


Je 


für al +0 sind Eigenvektoren!) des Kästchens A, ,,(x, 2) gegeben durch 
ao) fil 
| al ) au 


Sonach hat man einerseits mit 


LA ! 
VIA ae, 


K 


andererseits mit 
JS sel 9 = Sy, =O 


SH 7 n+1 


das Heraufrechnen an der Matrix A,.,(1,/) zu beginnen!®). Die Vektoren 
y’ = {y:} und y” = {y4} bzw. die Vektoren x = I'y,, 9’, 2" = I’'y+ı 9” liefern 


(ee 


die Eigenvektoren | uns von A zu den Eigenwerten $, 
#41 Er 


“+1 


§ 3. Stabilisierte Simultaniteration 
3.1. Orthogonalisation an einem festen V ektorsystem 


Bereits einleitend erwähnten wir, dass die fiir die Treppeniteration kenn- 
zeichnende Dreieckszerlegung als Orthogonalisierungsprozess an den Zeilen der 
Einheitsmatrix E aufgefasst werden kann. Statt dessen kann auch eine allge- 
meinere nichtsinguläre Matrix C benutzt werden, deren / erste Zeilen zur 
stabilisierenden Orthogonalisation dienen. 9; sei an C orthogonalisiert. Dann 
ergibt sich 9,,, durch Orthogonalisierung von A 6; an C, das heisst 


= 65 Ro; (11) 
AO 8 Den (12) 


wo À, wiederum eine obere Dreiecksmatrix und C 0, eine untere Dreiecks- 
matrix ist (die selbstverständlich nicht explizit berechnet zu werden braucht). 


5) Ein Eigenvektor, falls B = 0; dann ist (;) Hauptvektor. 
16) Wenn sich dabei der direkten Rechnung weitere Ausbuchtungen in den Weg stellen, ist 


allenfalls die triviale Lösung eines Systems von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten zu bewerk- 
stelligen. 
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Falls die Iteration konvergiert, also 6; > 6 strebt, kommt man sinngemäss auf 
die Gleichung (3) bis (6) von $ 1 zurück. 6 ist die an C orthogonalisierte Matrix 
(irgendwelcher) Eigen- (und Haupt-) Vektoren. Abgesehen davon, dass in der 
Rechenvorschrift A die Operation der Dreieckszerlegung durch die allgemeinere 
der Orthogonalisation an C [triang(B,) durch C-orth(B,)] zu ersetzen ist, 
ändert sich nichts an der Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren. 

Es ist zu erwarten, dass auch die Konvergenzsätze im wesentlichen gültig 
bleiben. Es gilt ja nach (11), (12) mit P; nach (8) 


ALB = 6; Jee (13) 
und, wenn 
EN LE (14) 
gesetzt wird, die (7) genau entsprechende Dreieckszerlegung 
CABET,P; (15) 
es ist dann 
OS ea (16) 


In der Tat wird von der Wahl von C nur die Minorenbedingung (**) betroffen, 
und es ist jetzt immer möglich, durch geeignete Wahl von C (insbesondere als 
Permutationsmatrix, siehe unten) diese Bedingung ebenso zu erfüllen, wie es 
durch die Wahl von B, für die Bedingung (*) bisher schon möglich war. 

Diese Sätze 1,2 und 3 von $ 2 bleiben also, unter Abschwächung der For- 
derung bezüglich der auszuschliessenden singulären Fälle, gültig. 


3.2. Pivotelimination 


Insbesondere wird C Abschnitt einer Permutationsmatrix, wenn an B; 
anstatt der starren Dreieckszerlegung Pivotelimination durchgeführt wird, das 
heisst als Eliminationselement (pivot) das jeweils betragsgrösste unter den 
zulässigen Elementen (den Elementen, deren Zeilennummer noch keinen der 
vorhergehenden pivots gestellt hat) gewählt wird. Die Pivotverteilung kann 
sich (und wird sich im allgemeinen) im Lauf der Iteration ändern; da jedoch 
jedes Zwischenergebnis als Ausgangsnäherung angesehen werden kann, ist zur 
theoretischen Konvergenz nur zu fordern, dass schliesslich eine feste Pivot- 
reihenfolge gewählt wird. Vom numerischen Standpunkt ist dagegen nichts 
einzuwenden, es besteht kaum eine Gefahr, dass durch zu frühe Festhaltung 
der Sinn der Pivotelimination, ein unzulässiges Kleinwerden des Eliminations- 
elements zu verhindern, gestört wird. Im Gegenteil, man wird aus Aufwands- 
gründen bestrebt sein, möglichst früh die Pivotreihenfolge festzuhalten. 

Unter Ausserachtlassung der schliesslichen Festhaltung der Pivotreihen- 
folge besteht die Gefahr, dass es zu einer ständigen Pendelung kommt. Wenig- 
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stens unmittelbar vor einer Konvergenzprüfung sollte also die Pivotreihenfolge : 
festgehalten werden. 


§ 4. Gegenseitig orthogonalisierte Bi-Iteration 


4.1. Rechenvorschrift der Bi-Iteration 


Als Nachteil durfte man bisher (wenigstens was die Eigenvektorbestimmung 
anbelangt) anführen, dass nicht die Matrix der Eigenvektoren direkt, sondern 
nur eine gewisse Zerlegung von ihr approximiert wird. Damit wird bei der 
nachtraglichen Berechnung der Eigenvektoren die erreichte Genauigkeit infolge 
von Rundungsfehlern in nicht ganz übersichtlicher Weise gestört. 

Dieser Mangel erledigt sich merkwürdigerweise von selbst bei der nachfol- 
gend diskutierten gegenseitig orthogonalisierten Bi-Iteration. 

Die beste Wahl für die Orthogonalisierungsmatrix C wäre offensichtlich die 
Matrix der Linkseigenvektoren A. Beim Verfahren von Koch [4] wird auch 
gerade durch Orthogonalisierung an der Matrix der schon bestimmten Links- 
eigenvektoren eine Stabilisierung in der Bestimmung der höheren Eigenwerte 
erreicht. Schon einleitend haben wir darauf hingewiesen, dass neben der bisher 
allein behandelten Rechtsiteration an Spaltenvektoren ebensogut eine Links- 
iteration an Zeilenvektoren möglich ist, die nunmehr (bei Transposition aller 
Formeln, jedoch nicht von A) Linkseigenvektoren liefern würde. Es liegt 
nahe, beide Iterationsprozesse nebeneinander her laufen zu lassen, nunmehr 
jedoch die Iterationsspalten an der Matrix der Iterationszeilen und umgekehrt 
zu orthogonalisieren. Dabei bleibt das System der Iterationsspalten und das 
der Iterationszeilen ständig gegenseitig orthogonal, und es ist zu erwarten, dass 
sie gegen ein System von Rechts- und von entsprechenden Linkseigenvektoren 
streben. Formelmässig haben wir, wenn die Matrix der / Iterationszeilen bzw. 
Spalten mit ®, bzw. WY; bezeichnet wird 


A Yoel aa Roms (17) 
@,A = L;,; D;,1, (18) 


wo R;,, und L;,, obere bzw. untere Dreiecksmatrizen sind und die Zerlegung 
dadurch bestimmt ist, dass 


Dr Pis = E (19) 
ist. Wir haben also folgenden Algorithmus: 


Rechenvorschrift B. Gegeben A und die AusgangsmatrienC=C„B=B, 
von / Zeilen bzw. Spalten. 


DD 
D 
n 
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Für i = 0(1) N 
triang(C; B,) > L; R,, 
—1 
B; R; = Bis ’ 


Er S D}, 
Ar: DD. 
D, À = Ci 
i= N, falls 
er og und 
|\®;.,— B; ®,;| <e für passende «,, B;, 

diag(Dy 4 Py is) >{E}, 

Pri >{W,} 

cA See 

| hes {w, }, ve o=1,...,l sind beziehungsweise Eigenwerte, Links- und 


Rechtseigenvektoren. Die aus ®y,, A Yy.ı bestimmten Eigenwerte haben 
Fehler von der Ordnung & 7, wenn By ., bzw. Wy ,; Fehler von der Ordnung € 
bzw. 7 haben. Die Anzahl der genauen Stellen von £, ist also etwa die Summe 
der Anzahlen genauer Stellen von ®y ,, und Y\.,. Für symmetrische Matrizen 
fällt natürlich für C = BT Links- und Rechtsiteration numerisch zusammen, 
hier verwendet man vorteilhaft Choleskiartige Zerlegung!’). Die Iterationsvek- 
toren ergeben sich dann von selbst auf Eins normiert. Sonst kann die Dreiecks- 
zerlegung beliebig normiert werden. Durch geeignete Normierung kann (und 
soll) die Grössenordnung der einzelnen Zeilen von ®,und Spalten von Y; stabil 
gehalten werden. 


4.2. Zusammenhang mit der Treppeniteration 


Analog zu (8) gilt 


AiB=V,R,R,_., -R (20) 
und 
CAî=L,L,:.-L;®,. (21) 
Daraus folgt wegen (19) 
CAB=L L,--LR;R;: Ro. (22) 
Vergleich mit $ 3 ergibt, dass 3 
L, L, L,;= 13; (23) 
und 
R; R;_1 ++: Ro = Pai (24) 


ZAMP VIII/15 
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ist, wobei Te und P,, diejenigen Matrizen sind, die sich [Gleichung (23)] bei 
stabilisierter Iteration mit der Orthogonalisierungsbasis C und der Ausgangs- 
näherung B ergeben. Wird noch in Verallgemeinerung von (10) 


el a mie (25) 


Be 

gesetzt und hat auch R, die alte Bedeutung, so gilt 
L; = Li; 1 Li, (26) 
R;= Ro; Ross. (27) 


Dies zeigt bereits, welchen engen und analytischen Zusammenhang die Bi: 
Iteration mit dem Früheren hat. 
Aus 
CARPE Lele: Leper RS Rossi 


im Sinn der stabilisierten Iteration und 
CATR = CAM ALB = IL, DD AT RAK EIER 


folgt 
DEAN Lowa, Ross. (28) 
Ferner haben wir 


D, AP; D, Fr Roi+a Rossi = Loir Loire Pia ls , 


woraus folgt 

®, HE = Le Res (29) 
und 

®,.,: nz = En Ro : (30) 


Eine Reihe weiterer Beziehungen könnte sich anschliessen, etwa nach (20) bzw. . 
(21) sowie (22) 


C va = L, L, We L, Rey he ne; Res ’ (31) 
D, 5 = Ley Le a Lo R, Ri 14 Ry : (32) 


4.3. Konvergenzsätze 


Für die Konvergenzuntersuchung ist es zweckmässig, die ®, und Y, auf die: 
Iterationsmatrizen 0, ; von § 3 zurückzuführen, nach Gleichung (16) definiert als; 


Aus (20) ergibt sich mittels (24) W,— Ai B Py = At TAMHBIP also dae 
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Piped tn (33) 


grundlegende Beziehung 


In gleicher Weise lässt sich ®, auf eine an B stabilisierte Iteration an Zeilen- 
vektoren, mit der Ausgangsnäherung C, zurückführen. Aus Symmetriegründen 
genügt es, das Grenzverhalten von VY; weiter zu diskutieren. In $2 und $3 
haben wir gesehen, dass 6,,, falls es konvergiert, gegen die an C orthogonali- 
sierte Matrix irgendwelcher Eigen- (und Haupt-) Vektoren Er strebt, und 
dass im Fall der normalen Konvergenz die x, sich nach einer Ordnung der 
Beträge ihrer charakteristischen Zahlen einstellen. In der k-ten Spalte von 
6,; sind, sofern ihre Konvergenz linear ist, die Beiträge späterer x,, o > k, klein 
von der Ordnung 2 7 gegenüber den Beiträgen der ersten k x,. Nunmehr werden 
durch Anwendung von A~? die Beiträge derjenigen Eigenvektoren x,, die zu 
den betragskleinsten der ersten k charakteristischen Zahlen gehören, derart 
angehoben, dass alle übrigen x, ihnen gegenüber klein von der Ordnung 7 
werden. Man kann daraus ersehen, wieso es der bistabilisierten Iteration etwa 
bei betragsverschiedenen charakteristischen Zahlen gelingt, die k-te Spalte 
von Ÿ, gegen die Richtung des k-ten Eigenvektors zu zwingen. 

Falls jedoch die k-te Spalte von 6,; nur logarithmisch konvergiert, schiesst 
die Anwendung von A-: weit übers Ziel hinaus. Schon die einfachsten Beispiele 
zeigen, dass die k-te Spalte von Y, nicht gegen einen Hauptvektor konvergieren 
kann18). Wir werden den Fall höherer Elementarteiler (soweit er nicht, falls 
l<n, für die Konvergenz der / Iterationsspalten bei normaler Konvergenz- 
tendenz belanglos bleibt), weiterhin nicht in Betracht ziehen. 

Damit dürfte verständlich sein, dass die Konvergenzuntersuchungen, 
derentwegen wir auf den Anhang (A3) verweisen, auf gegenüber Satz 1 bis 3 
nur unwesentlich abgeänderte Konvergenzsätze führen. Unter Konvergenz ist 
dabei Konvergenz der Richtungen der einzelnen Vektoren, das heisst Konver- 
genz bis auf Skalenfaktoren zu verstehen. Für eine Bedingung, unter der die 
Grössenordnung der Vektoren stabil bleibt, vergleiche A3. In praxi wird es 
meist genügen, die betragsgrössten Elemente der einzelnen Zeilen von Y, oder 
Spalten von ©, gelegentlich oder ständig auf Eins zu normieren. 


Satz 4: Die k-te Zeile der D, und k-te Spalte der V,, Rechenvorschrift B, kon- 
vergiert (abgesehen von singulären Fällen) unter denselben Bedingungen, unter 
denen sie bei der Treppeniteration nach Satz 1 und 2 linear konvergtert. 

Die Konvergenz ist linear mit dem Konvergenzfaktor 

Eo ke 
Max, à), 
N ax| 


18) Die Divergenzerscheinung ist von der Art, dass zwar fiir jedes gentigend hohe i die Spalte 
einem (sich mit 7 ändernden) Hauptvektor b = hi) beliebig nahe kommt, dass jedoch die Folge 
der (7) gegen den zugehörigen Eigenvektor strebt. 
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wo Ë, bzw. &, die &;, betragsmässig nächsten der von £, betragsverschiedenen charak- 
teristischen Zahlen sind. Die Rechts- und Linkseigenvektoren treten geordnet nach 
den Beträgen ihrer Eigenwerte auf. Der Iterationsprozess ist numerisch stabil und 
selbstkorrigierend. 


Die Selbstkorrektur erhellt sofort daraus, dass die Iterationsvorschrift 
wieder eine Stationaritätsbedingung ist. Damit ist die Bi-Iteration eines der 
wenigen Verfahren, das «höhere» Eigenvektoren unmittelbar und selbstkorri- 
gierend liefert. Sie dürfte damit auch zur Nachiteration der Ergebnisse, die 
mit anderen, rascher konvergenten Verfahren zu erzielen sind, vorzüglich 
geeignet sein. 

Im übrigen können die einzelnen Spalten von Y, oder Zeilen von ®, wieder 
verschieden rasch konvergieren; wenn einzelne nicht konvergieren, braucht 
dadurch die Könvergenz der nachfolgenden nicht gestört zu werden. 

Der Fall betragsgleicher Eigenwerte erledigt sich diesmal wesentlich ein- 
facher. Die Matrix A,,,,= DAY, = 14; Rar, ı zertallt im Limes > co 1g 
Kästchen (die die Eigenwerte gleichen Betrags enthalten), wenn die Iteration 
grössenordnungsstabil geführt wird. 


Satz 51°): Unter den Bedingungen von Satz 3 wird bei grössenordnungs- 
stabiler Iteration der von den Spalten k, k+1,...,k+o—1 <1 von /, (ent- 
sprechendes gilt für ®,) gebildete Teilraum durch A im Limes in sich transformiert, 


AY, (k, o) —W;, (k, 6) Ageia la) >0 (i>o). 


Das Element in der j-ten Zeile und k-ten Spalte von À,;,, strebt mit linearer Kon- 
vergenz gegen Null, falls | &;| + | &, |, der Konvergenzfaktor ist 


Min (re er): 


4.4. Weitere Zusammenhänge 


Falls / = n ist, gelten eine Reihe weiterer Beziehungen, die theoretische 
Zusammenhänge mit der LR-Transformation von RUTISHAUSER [8], [9] und 
der AX-Transformation von RUTISHAUSER und dem Verfasser [7] aufzeigen. 

Da dann 6; 7,,,= 0;,, ist, ergibt sich für die stabilisierte Iteration von § 3 

R; L; = Li4ı Riss (34) 
die Grundbeziehung der L R-Transformation oder 


L; Rn = Rab Lay > (35) 


was man nunmehr mit den Formeln (29), (30) für die Bi-Iteration vergleiche. 


15 ; sy a 
) Anmerkung 1?) gilt sinngemäss. 
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Wesen 15," C =D, = #7 ergibt sich ferner aus (31), (32) 


0 


2 = Fo Ly L, pur L, ome Ras LE Roi — PA, Pre (36) 
und entsprechend 
22 = L;; Li: 2a Li R; FR; ws R, D, = Ax LE, D, ; (37) 


mit den Bezeichnungen, die in [7] verwendet wurden. Aus ®, Y; = E ergibt sich 
Piel PF (38) 


die Grundbeziehung der A-Transformation. Gleichungen (36) und (37) lehren, 
wie man mittels der A-Transformation unmittelbar die Eigenvektorbestim- 
mung durchführen kann [3]. Durch einfache Umformung mittels (34) oder auf 
Grund von (29), (30) erhalt man die Beziehungen 


ee gia PR eg he ot LR Ee Bate, (6) 
und 


D, Ly Roi: Ly. ra L,' Ry Bo = Ro; Li; R,;2k Ly" D (40) 


21- 


die ebenfalls in [3] zur direkten Eigenvektorbestimmung mit Hilfe der LR- 
Transformation vorgeschlagen wurden?®). 

Bei der Treppeniteration und bei der Bi-Iteration ist man jedoch nicht an 
den Fall J = gebunden. Bei Matrizen hohen Grades, wenn einige wenige 
Eigenwerte und eventuell Eigenvektoren zu bestimmen sind, dürften sich 
daher diese Verfahren empfehlen. 


4.5. Mischtypen von Bi-Iteration und LR-Transformation 


Offensichtlich kann jederzeit von der nicht-selbstkorrigierenden LR-Trans- 
formation mit Eigenvektorapproximation nach (39), (40) auf die selbstkorri- 
gierende Bi-Iteration übergegangen werden und umgekehrt. 

Dadurch ist unter Umständen (bei besonderer Gestalt der L,, R,) eine 
erhebliche Einsparung an Rechenaufwand erzielbar, ohne dass die Selbstkor- 
rektur prinzipiell aufgegeben werden muss?!). Wir glauben, dass in praxi auch 
ein Mischtyp solcher Art die optimale Lösung hinsichtlich Sicherheit und 


Aufwand darstellen kann. 
20) Für den Spezialfall, dass By = (At, ... , A'-1t) und Ol = (5, 45,..., Als) ist und 
damit in Ly und R, nur die erste untere bzw. obere Nebendiagonale nicht verschwindet, ergibt sich, 
falls =, die Rechenvorschrift B des QD-Algorithinus von RUTISHAUSER [10]. 

21) Falls 1 < n, sind jedoch jeweils nur die ersten 1 — ß Zeilen von ®,, , bzw. Spalten von pee 
mittels der Formeln (39), (40) berechenbar, wenn in Lu und Ry, nur die ersten B unteren bzw. oberen 
Nebendiagonalen nicht verschwinden. Dies ist etwa der Fall, wenn A von Bandgestalt ist und 
By = Co = E. Wie beim Spezialfall des QD-Algorithmus [10], Rechenvorschrift D (6 = 1), müssen 


die B letzten Zeilen bzw. Spalten durch Iteration ermittelt werden. 
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Anhang 


A 1. Determinantendarstellung der Dreieckszerlegung 


Die Determinantendarstellung einer Dreieckszerlegung G = UDO, wo G 
eine nichtsinguläre quadratische, U bzw. O eine untere bzw. obere Dreiecks- 
matrix und D eine Diagonalmatrix ist, lautet bekanntlich 


OO? N 
Opa Dis; En 
wo 

Su S12 Su; | 

So1 S22 Sor 

Var = Vinl(G) = | rss een | (41) 

É-1,1 8-12 pre) 

| 8; SP) Sik 


Yo = 1, Vik > Vei(G*) 


und 0;, 0} beliebige von Null verschiedene Normierungsfaktoren sind. Ge- 
bräuchlich sind die folgenden Normierungsvorschriften, wobei D = E wird: 


/ k no 7 

a) On = Ver’ 0, ie lt ED 
’ k 7 

DU 0; = ne 


wodurch U bzw. O Diagonaleinsen bekommen, sowie fir positiv-definites, 
hermitesches G 


TR Ve =. Mg DU 
c) = Vynn Ye—t,a0—a) 0; = Vi Vins à 


wodurch UT = O wird. 
Falls G eine rechteckige Matrix von m Zeilen und / Spalten ist, die den 


Höchstrang hat, gelten offensichtlich die obigen Formeln (bei sinngemässem . 
Indexlauf) auch für Zerlegungen, bei denen 


(i) U (für m > 1) Trapezgestalt bzw. 
(i) O (für m <1) Trapezgestalt hat. 


À 2. Konvergenz bei Treppeniteration und der stabilisierten Iteration 


Nur zu Beweiszwecken sei die Matrix C von § 3 durch Hinzufügen weiterer | 
linear unabhängiger Zeilen zu einer quadratischen (nichtsingulären) Matrix: 
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C ergänzt gedacht. Die Rechenvorschrift wird dadurch nicht berührt, und wir 
werden darauf zu achten haben, dass auch im Endresultat nur die Zeilen von 
C auftreten. = 

Wir haben sodann die Dreieckszerlegung von C 4° B zu diskutieren, 


CS ee. 


wobei C = E fiir die Treppeniteration. Dabei hat /', Diagonaleinsen, wir haben 
also den Fall a) von Abschnitt 1 vor uns mit 


Falls 7 < n, haben wir ausserdem den Fall (z), /', von Trapezgestalt. Als Ele- 
mente von J’; (und P,) treten damit Minoren von C AB auf, deren Grenzver- 
halten schon PERRON [6] und Müntz [5] studiert haben. Für unsere Zwecke 
ergibt sich folgendes ??): 
A habe die kanonische Darstellung 
A=AEW WX=E). 
Dann haben wir 
Goa U KEV 


mit den Matrizen U = Cae V = WB, gebildet aus den Gewichten fiir die Ent- 


wicklung der C, B nach dem System der Zeilen bzw. Spalten von W bzw. X. 
Wie in einer früheren Arbeit [2] ergibt sich damit für die k-te Spalte 


(2 <1) (I), von I; Tee 
sp (L/ 
de zu Ve 
Vk 
Uy ay Uy ce) Uy Lp 
| Ho Ua cto Ua ap 
= | . 
OP hr he: Te ls i auie 
Hy Hp Ap ; By Bo Bp 12 k 
By Ba++ Br 1,07 Up 1, a Up 4 op | 
| 
| LA Uy, Uy, 


wo u, die u-te Spalte von U und 
ine 
Wy 99% MR 


der Minor aus den Zeilen py fg °** 4, und den Spalten »,% ---v, von H ist. 


22) Wegen des engen theo 
formation von RUTISHAUSER 
Beweisgang von RUTISHAUSER [9] parallel. 


retischen Zusammenhangs der Treppeniteration mit der LR-Trans- 
geht unsere Darstellung in diesem Abschnitt weitgehend einem 
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Nun ist 0, = C-1 I’,, also ergibt sich wegen X = C-! U für die k-te Spalte 
(0,), von 6; 


1 als 
_ (1) 
(9); mn Ons 
VRk 
U Mao on 
Uo a, Ua PEL 
ot) — cri ME 
Oo) = ) > LA En TE ee (ESS Maps---Br * (43) | 
RD UNE By Ro ---Br 12---k 
ee Uy, Un _ = 
By 82°: Br | “k-1,a, "R-1,00 Rae 
Le Xx Xu, 


(1 T [Ki 'V 
Ye De [ I] sex HORS [} ee * 


STD R 19°" By 0: "PR 12..-k 


Man beachte, dass in Gleichung (43) für (0,), tatsächlich nur noch die ersten} 
k < 1 Zeilen von C eingehen, also diejenigen Zeilen von C, die in die Iteration 
eingreifen. 

Die Diagonalelemente von K — die charakteristischen Zahlen — seien nun 
nach der Ungleichung (9) geordnet. Von normaler Konvergenztendenz sprechen } 
wir, wenn unter den Gewichten [Voxax...pe derjenigen Terme 


[A] CESR 2) 
By Ba++ Br 


die stärker anwachsen als alle übrigen Terme, wenigstens eines nicht ver- 
schwindet. 

Falls &,...&, und alle mit &, numerisch gleich charakteristischen Zahleni} 
Eigenwerte sind, ist dafür hinreichend, dass 


Ve er (* 


RO 


Die explizite Formulierung der etwas weiteren notwendigen Bedingungen für 
normale Konvergenz, insbesondere im Falle nichtlinearer Elementarteiler?). 
interessiert kaum angesichts des Umstandes, dass es sich dabei offensichtlich 
um Bedingungen handelt, die gleich (*) nur in singulären Fällen der Wahl vom 


B verletzt sind, wenn man die Randbedingung für / (vgl. den letzten Absatz 
von 2.2) beachtet. 


#3) Siehe zum Beispiel [2]. 
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Zur Konvergenz ist sodann noch zu verlangen, dass y{', nicht schwächer 


wächst als die übrigen Elemente von 7() bzw. 9). Unter den oben formulierten 
Bedingungen ist dafür hinreichend, dass auch 


ale) (**) 
1 


ER 


bo po 


Auch hier tritt, ähnlich wie oben, nur in singulären Fallen der Wahl von C eine 
Konvergenzstörung auf. 

Die Aussagen der Sätze 1 bis 3 sind nunmehr aus der Darstellung (43) 
(wobei im Fall der Treppeniteration U = X zu setzen ist) klar zu entnehmen. 
Für Satz 3 ist lediglich zu bedenken, dass im Limes 7 > co offensichtlich (0;),- 
DA (lL AR ET TE CEE in einem o-dimensionalen Raum bleibt. 


A 3. Konvergenz der Bi-Iteration 
Es wird genügen, die Konvergenz von 
1e = 1 05; 


zu diskutieren, wo 6, wie in Abschnitt 2 definiert ist. Ergebnisse für ®, ergeben 
sich dann durch Transponierung und Vertauschung von B und C. 

Aus (43) gewinnen wir sofort für die k-te Spalte (Ÿ), von Y; (wobei wir 
y durch 0f) ersetzen, entsprechend der nunmehr offen gelassenen Diagonal- 


normierung) : RE 
(1) 
Fe A Ds 
k 
Mio Ui a Ya, 
| Hoc, Mo a5 D. | 
ys (i | 2i cv 
DE) — D RER EEE Ole SES | [AC ‘bana [J ea: . (44) 
ag ap | 7 | By Ba: "Pr ech 
BıBa- > Be | Un 1,04 We 1,09 k—1, ap 
= -i =1 
Agi ease, phan rom 


Setzen wir den Fall linearer Elementarteiler voraus, SO vereinfacht sich diese 


Beziehung zu 


Wa Wie Mi ag | 
Ua a Us as Ud op 
ag D oy ae, eset ete io tor et ep ete lee lens, ete ie 8) „EEE 2% r 
= ); Cr de lines 
oo "a | 10 “Me-1ag ‘°° Ur_1,ap | or ts 
1 1 1 (45) 
ag ay Fee Ca 
4 ay 1 da À k 
Sa Eu Zn 
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Bedingung (*) verbleibt als Bedingung für normale Konvergenztendenz von 
W., Bedingung (**) kommt hinzu als Bedingung für normale Konvergenz- 
tendenz von ®,. Ist nun [&,.,|> |&] = |&=1] =: Ku 
wachsen offensichtlich für x <k <x+ © — 1 die zu den Vektoren x, bis ¥, 46-4 
gehörigen Faktoren stärker als alle übrigen, die Richtung von YW bleibt also im 
Limes i > oo in dem von x,.,_1°::%, gebildeten o-dimensionalen Raum. 

Insoweit sind auch die Konvergenzaussagen der Sätze 4 und 5 offensicht- 
lich. Wenn Grössenordnungsstabilität der k-ten Spalte von Y; herrscht, geht 
offensichtlich 0% wie |&... &|'|&...4,-1|’. Das bedeutet, dass das k-te. 
Diagonalelement von J}; mit |&,|' geht (anstatt Eins zu sein, wie bei der: 
Treppeniteration). Mit diesem Resultat ergeben sich die Konvergenzfaktoren 
von Satz 5 unmittelbar. Eine andere Konsequenz der Grössenordnungsstabili- 
tät ist, dass das k-te Diagonalelement von L; (und von R,) gegen |é,| geht. 
Man erreicht eine grössenordnungsstabile Zerlegung offensichtlich, wenn die 
Dreieckszerlegung in der Rechenvorschrift B betragsmässig der Vorschrift c) 
von Abschnitt 1 entspricht, insbesondere also durch Choleskyartige Zerlegung 
im Falle hermitescher A. 

Im übrigen ändert sich, wie man leicht sieht, an diesen Aussagen auch im 
Falle höherer Elementarteiler nichts, wenn wenigstens &, bis &, und alle mit &;, 
betragsgleichen charakteristischen Zahlen Eigenwerte sind. 
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Summary 


We have described two closely related numerical methods for the solution 
of eigenvalue problems called ‘stabilized iteration’ and ‘mutually stabilized bi- 
iteration’. The iteration process shows numerical stability, has no loss of leading 
figures and is self-correcting, giving some eigenvectors immediately in the second 
case, in triangular decomposition in an important special case of the stabilized 
iteration, called ‘Treppeniteration’. 

The processes are mathematically closely related to RUTISHAUSER’S LR- 
Transformation, but differ in numerical aspect. A certain mixed process, based 
on RUTISHAUSER and the author’s ideas, seems to be the optimum way with 
regard to both security and numerical labor. 


(Eingegangen: 27. November 1956.) 
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1. Introduction 


1.1. Nature du décrochage tournant 


La naissance du décrochage tournant est provoquée par le décollement dd 
la couche limite sur l’extrados d’un ou de plusieurs aubages. 

On sait que, l'incidence du fonctionnement d’un profil augmentant, l’energial 
cinétique de la couche limite finit par n’étre plus suffisante pour vaincre ld 
gradient de pression positif de l’extrados: la couche limite décroche, ce qui ss 


traduit par une chute brusque de la portance (figure 1). 
AE 5 


4 


Î 


Direction de prapagation 
du décrochage tournant 


7 u | 


Figure 1 Figure 2 
Courbe du coefficient de portance en fonction Représentation schématique du décollemeim 
de l’angle d’incidence pour un profil isolé. dans une grille d’aubes. 


L’incidence de décrochage dépend de divers facteurs (nombre de REYNOLDS 
turbulence...). Après décrochage, en diminuant l'incidence, on constate qu 
le phénomène a une hystérèse [1]?). 

Considérons une grille d’ailes décélératrice (agissant en compresseur} 
lorsqu'on atteint l'incidence limite, une ou plusieurs ailes contigues décrochen 
une quelconque dissymétrie dans l'écoulement ou dans la construction de 1] 
grille suffit à provoquer ce décrochage préférentiel. La zone décrochée off 
au flux une résistance augmentée: son débit est réduit ou même annulé (bla 
quage du débit). Le courant incident est dévié de part et d’autre de la zone 
décollement. Si les aubes voisines sont suffisamment proches, l’angle d’inc® 
dence est diminué du côté des aubes 1 et 2 et augmenté du côté de l’aube 
(figure 2). Pour celle-ci, l’angle d'attaque dépasse la limite et le décrochage 
produit, tandis que du côté de l’aube 2, la diminution de l'incidence provoq 
le réattachement de la couche limite. Ainsi dans une grille d’aubes d’extensio 


{ 


*) Les chiffres entre crochets renvoient à la Bibliographie, page 249. 
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infinie, la zone décrochée se propage le long du front de la grille. La vitesse de 
propagation de ce phénomène fait l’objet d’investigations théoriques et expé- 
rimentales actuelles [2], [3]. 

Considérons à présent un étage de machine axiale génératrice (ventilateur, 
soufflante, compresseur axial). À chaque rayon, rotor et stator constituent 
une grille d’aubes. Le phénomène qui vient d’être décrit pour une grille s’y 
produit donc lorsqu'on augmente suffisamment l’angle d'incidence des profils, 
c'est-à-dire lorsqu'on diminue le débit de l'étage considéré. 

Suivant la hauteur relative des aubes et la conception aérodynamique de 
Vailetage, l'incidence limite peut être atteinte localement, par exemple au 


_ sommet ou au pied des aubages, ou elle peut être réalisée quasi simultanément 


A 


sur toute la hauteur des aubes. Suivant le cas, le décrochage se manifestera sur 
une partie seulement de la hauteur des ailettes ou sur toute leur hauteur; il 
peut apparaître au rotor ou au stator. 

Deux types de décrochage tournant doivent être distingués: le décrochage 
progressif et le décrochage brusque de la base au sommet. 


1.2. Le décrochage progressif 


Les propriétés principales du décrochage progressif sont les suivantes: 

La courbe caractéristique de l’étage (coefficient de pression y en fonction 
du coefficient de débit ®) est continue (figure 3). Aussi le décrochage est-il 
qualifié de progressif. Dans la zone de décrochage, y diminue avec ®. 

Il existe un et souvent plusieurs secteurs décrochés, disposés symétrique- 
ment. En général ils n’occupent qu’une partie de la hauteur des ailettes, c'est 
pourquoi le décrochage progressif est souvent qualifié en outre de partel®). 


? 


Figure 3 


Courbe caractéristique: coefficient de pression y en fonction du coefficient de débit ®, pour un 
rotor avec décrochage progressif. 


3) Le fait d’être partiel n’est pas le caractère principal du décrochage progressif. Le décrochage 
progressif peut en effet s'étendre à toute lafhauteur des aubes. Il continue à être, en général, formé 
de plusieurs zones et à avoir une répartition progressive des fluctuations de la vitesse axiale [5]. 


EU 
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Le décrochage progressif et partiel se produit donc sur les rotors à rapport def 
moyeu) faible, pour lesquels une diminution du débit augmente plus rapide-# 
ment les incidences en une région des aubes. Cette région peut être le sommet, 
le pied ou même une région intermédiaire, suivant la conception aérodyna- 
mique de l’aubage considéré. 

L'extension tangentielle des zones décrochées varie avec le rayon, det 


T 


même que la répartition des fluctuations de la vitesse axiale AU/U (figure 4). 


AU 


Zone décrochée temps 
l 


Figure 4 
Représentation schématique du décrochage Fluctuations relatives de vitesse en fonctiom 
progressif lorsque celui-ci se produit ausommet du rayon: 1 sommet des aubages; 2 dans la 
des aubes (les zones de décollement sont zone décrochée; 3 pied de la zone decrocheez 
ombrées). 4 pied de l’aubage. 


Les zones décrochées tournent avec une vitesse angulaire propre qui est 
une de leurs caractéristiques. Pour un rotor, elles tournent dans le sens de 
rotation de la machine avec une vitesse angulaire absolue proportionnelle mais 
inférieure à la vitesse du rotor. 

Une diminution du débit provoque une extension radiale et tangentiell 
des secteurs décrochés [4], [5], éventuellement un changement du nombre de 
zones de décrochage s’accompagnant d’une variation de leur vitesse angulaire 
([2], [31, [4], [5], [6], [7]). On a marqué à titre indicatif sur la caractéristique 
y — ® (figure 3) le nombre de secteurs décrochés. 


1.3. Décrochage brusque de la base au sommet 


Les propriétés de ce type de décrochage sont les suivantes: 

La courbe caractéristique de l'étage y — D comporte une discontinuité # 
l'apparition du décrochage (figure 5); c’est pour cette raison que le décrochag 
est qualifié de brusque. 

Il existe un et parfois plusieurs secteurs décrochés symétriques [8] s'étendant 
toujours de la base au sommet des aubes. Le décrochage brusque se produit 
lorsque l'incidence limite est atteinte quasi simultanément sur toute la hauteur 
des ailettes. Cette circonstance est courante lorsque le rapport de moyeu est élevé: 


‘ 


4) Rapport du diamètre du moyeu au diamètre extérieur de l’ailetage. 
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Pour un rotor, la vitesse absolue de rotation du décrochage est inférieure 
à celle de la machine. Comme nous le montrerons (2.2), elle ne dépend guère 
du point de fonctionnement dans la zone décrochée. | 

Le phénomène présente une hystérèse: le décrochage apparaît à débit 
descendant pour une valeur du débit plus faible que celle le faisant disparaître 
à débit croissant (figure 5). Cette particularité est causée par l’hystérése de la 
courbe de la portance en fonction de l'incidence (figure 1). Le décrochage 


Y 


Pe 


& 
Figure 5 
Courbe caractéristique: coefficient de pression y en fonction du coefficient de débit ®, pour un 
rotor avec décrochage brusque. 


brusque peut être précédé d'un décrochage progressif s'étendant sur une 
portion de la hauteur des aubes ou sur la totalité de cette hauteur [5], 


1.4. Distinction avec le pompage 


Il convient de ne pas confondre le décrochage tournant avec le pompage. 

Le décrochage tournant est un phénomène qui affecte localement \’écou- 
lement. L’écoulement absolu est pulse, mais l'écoulement relatif (par rapport à 
des axes tournant avec la vitesse angulaire du décrochage) est un écoulement 
asymétrique permanent. La fréquence des pulsations est proportionnelle à la 
vitesse de rotation de la machine. 

L'effet du décrochage tournant reste localisé au voisinage du rotor et 
n’affecte pas le circuit. Les mesures de débit et de pression suffisamment loin 
en amont et en aval de la roue, mesures nécessaires pour déterminer les coeffi- 
cients y et ®, s'effectuent aisément, en écoulement non pulsé. 

Le pompage au contraire affecte l'ensemble de l'écoulement et le rend vio- 
lemment pulsatoire. L’écoulement absolu comme l'écoulement relatif ne sont 
plus permanents. Le pompage affecte l'écoulement dans tout le circuit. La 
fréquence du phénomène ne dépend pas de la vitesse de rotation de la machine. 

L’appellation pompage tournant ou rotatif parfois donné au décrochage 


tournant nous semble ambiguë. 
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2. Proprietes de similitude 


ZAMP 


Du fait des caractéristiques des rotors étudiés, nos investigations experi- 
mentales ont porté uniquement sur le décrochage brusque du pied à la tête des aubes. 


Nos conclusions se rapportent uniquement à ce type de décrochage. 


Nos essais ont porté sur deux rotors caractérisés par des profils vrillés, un 
rapport de moyeu de 0,63 pour l’un et 0,76 pour l’autre. Le nombre d’aubages 
est respectivement de 14 et de 9. Les essais rapportés dans ce travail sont 
relatifs au rotor dont le rapport de moyeu est 0,63 et dont le rapport profon- 


deur/pas varie de 0,41 au sommet à 1,16 à la base. 


2.1. Similitude pour le fonctionnement avec décrochage tournant brusque 


On trouvera à la figure 6 la courbe caractéristique relevée en fonctionnement 
normal et dans la région de décrochage, pour plusieurs vitesses de rotation. 
La courbe a été portée en coefficients sans dimensions: coefficient de pression 


y en fonction du coefficient de débit ® avec 


2gH U 
Pro re 
m m 


—e—e— points expérimentaux à débit progressif croissant 


| —o— points expérimentaux à débit progressif décroissant 
oo N=2000 tm, 


+. N=1750 Um 


# 


Zone de décrochage 


tournant 
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Figure 6 
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Courbe caractéristique du rotor: coefficient de pression y en fonction du coefficient de débit ® 


relevés pour diverses vitesses, à débits croissant et décroissant. 
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fluide; 7,, le rayon moyen du rotor défini par 


= 2 
= | Vext + Vint 
m | ——_— 

2 


a 


On constate que les lois de similitude classiques sont aussi bien vérifiées dans 
la région avec décrochage qu’en fonctionnement normal, dans les limites ot 
l'influence de la variation du nombre de REYNOLDS avec la vitesse est négligeable. 

Le diagramme fait apparaître l'hystérèse du phénomène de décrochage 
tournant. Lorsqu'on opère très progressivement (pour éviter les effets dyna- 
miques) on observe que l'apparition et la disparition du décrochage s'effectue 
toujours pour la même ouverture de fonctionnement, quelle que soit la vitesse. 

Pour le fonctionnement avec décrochage, les lois de similitude sont évi- 
demment vérifiées pour les secteurs non décrochés. Nous venons de voir 
qu’elles sont vérifiées pour l'écoulement moyen. On peut en conclure qu'elles 
gouvernent également les caractéristiques propres aux secteurs décrochés. 


2.2. Loi de similitude de la vitesse du décrochage tournant brusque 


La vitesse de rotation absolue du décrochage tournant a été déterminée: 

a) pour diverses ouvertures de fonctionnement ; 

b) pour diverses vitesses de rotation du rotor; 

c) par différentes méthodes (tachymètre à lame vibrante, enregistrement de la 
pression totale instantanée devant et derrière le rotor, analyse spectrale du 
bruit et des vibrations). 

On trouvera à la figure 7 le rapport Np/N de la vitesse du décrochage 

tournant à la vitesse de rotation du rotor, en fonction du coefficient de débit D. 


—— points expérimentaux à débit progressif croissant 
oo points expérimentaux à débit progressif décroissant 


_o+— N=2000 tty 
——— N= 1750 y 
> N = 1500 thy 


| 
| | 
| | 
Hysteresis du’ décrochage tournant 
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Figure 7 


e du décrochage tournant déterminée par lame vibrante en fonction du coefficient 


Vitesse réduit ‚De : en 
de débit (points expérimentaux à débit croissant et décroissant). 


ZAMP VIIL/16 
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On constate que pour un coefficient ® fixé, c'est-à-dire pour une ouverture 
donnée, le rapport Np/N est constant. Pour une ouverture de fonchonnement h 
déterminée, la vitesse de rotation du décrochage tournant est proportionnelle a la 
vitesse de rotation de la machine. Cet énoncé constitue la loi de similitude du 
décrochage tournant brusque. 

La même figure 7 fait apparaître une propriété du décrochage tournantt 
brusque, signalée en 1.3. 

La vitesse absolue du décrochage tournant ne dépend guère du point de: 
fonctionnement. Elle se relève légèrement près de la disparition du décrochage 
et au voisinage de l'apparition de l'écoulement avec courant de retour (faibles: 
ouvertures). 

Pour le rotor essayé, on obtient 0,48 comme valeur du rapport Np/N. 


3. Détermination expérimentale de la vitesse de rotation 
du décrochage tournant 


Le décrochage tournant est caractérisé, pour des conditions d’amont uni- 
formes, par un écoulement absolu asymétrique dans l’espace et pulsé dans le: 
temps, au voisinage du rotor. 

Les fluctuations au voisinage du rotor (en amont comme en aval) affectent 
localement la vitesse du fluide, sa pression et sa température. Elles induisent 
des vibrations et un effet sonore. 

On pourra donc en principe déterminer la vitesse de rotation du décrochage 
tournant par tout dispositif sensible aux caractéristiques locales instantanéess 
de l'écoulement (pression, vitesse, température) ou aux effets induits (bruits, | 
vibrations). 


3.1. Détermination par une mesure dans l'écoulement 


3.11. Lame vibrante et stroboscopie de fils. Un tachymètre à lame vibrante de 
longueur réglable est placé dans l'écoulement avec la lame dirigée sensiblement 
dans la direction générale de l'écoulement et placée de façon à vibrer dans la: 
direction périphérique. 

La longueur de la lame est réglée pour obtenir la résonance avec le phéno- 
mène étudié, c'est-à-dire le décrochage tournant. La fréquence de celui-ci est! 
lue directement à l'appareil. La résonance est nettement marquée. 

Notons que les perturbations dues au passage des ailettes sont trop faibles: 
pour permettre de déceler une résonance à une fréquence égale au produit de la. 
fréquence de rotation de la roue et du nombre d’aubes. 

Nos mesures, effectuées dans la gamme des fréquences de 10 à 20 Hz nous: 
ont montré qu'avec le tachymètre utilisé, la précision était de l’ordre de +2. 
La mesure est simple et rapide. 


Par déplacement radial de l'appareil, il est possible de déceler si le décrochage 
s'étend sur toute la hauteur de l’ailetage. 
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La stroboscopie de fils (par exemple une rangée de fils sur un support 
placé radialement) est basée sur le fait qu'un fil fin suit les fluctuations de 
directions de la vitesse. La fréquence est déterminée par stroboscopie. 

La méthode est plus difficile à mettre en œuvre car, contrairement à la 
lame vibrante, le fil est sensible aux fluctuations radiales comme aux pulsations 
tangentielles. 

La précision est faible. 

Notons que les deux méthodes signalées ne permettent pas de déceler le 
nombre de zones décrochées. En fait, elles donnent le produit de la fréquence 
de rotation par le nombre de zones décrochées. 


3.12. Pression, vitesse ou température instantanées. Une sonde de pression 
statique ou de pression d’arrêt placée en amont ou en aval du rotor et raccordée 
à un capteur de pression dynamique permet la détermination de la fréquence 
de rotation du décrochage rotatif. 

Nous avons opéré avec une sonde de pression d’arrét en amont et en aval 
du rotor à divers rayons, avec une prise de pression statique, en amont et en 
aval à la paroi. 

Le capteur de pression utilisé est du type capacitif. La fréquence peut être 
déterminée par analyse harmonique de la tension du capteur ou par enregis- 
trement de cette tension. 

On trouvera à la figure 8 des enregistrements de la pression d'arrêt au rayon 
relatif 0,85, immédiatement en amont et en aval du rotor pour deux vitesses 
de rotation. Ces divers enregistrements ont été effectués avec la même ampli- 
fication: ils sont donc directement comparables. Ils ont été effectués avec un 
enregistreur à plume répondant jusqu’à 100 c./s. On constatera que les fluctua- 
tions d’aval sont les plus importantes. 

D'une manière tout-à-fait analogue, les fluctuations de vitesse peuvent être 
décelées par anémomètre à fil chaud. Nous n'avons pas utilisé cette technique 
à l’Institut de mécanique appliquée de l’Université. 

Au lieu d’une sonde de pression ou de vitesse, on peut utiliser une sonde de 
température. Cette méthode a été appliquée avec succès par E. L. COSTILOW 
et M. C. HUPPERT [5]. 

Les mesures par pression, vitesse ou température instantanées permettent 
de déterminer la vitesse de rotation du décrochage et le nombre de zones pourvu 
que l’on enregistre simultanément les indications de deux capteurs décalés l’un 
par rapport à l’autre d’un angle que l’on peut faire varier. 


3.2. Détermination par un effet induit 


A notre connaissance, la determination de la vitesse de rotation du décro- 
chage tournant par un phénomène induit comme le bruit et les vibrations n'a 
jamais été employée. Elle n’est d’ailleurs utilisable que pour un rotor isolé. 
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Investigation au rayon 7/7, = 0,85 
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Figure 8 


Enregistrements filtrés de la pression d’arrêt au rayon relatif 0,85, en amont et en aval du rotor, 
à deux ouvertures différentes, et pour deux vitesses de rotation. 
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3.21. Analyse spectrale du bruit de la machine. L'apparition du décrochage 
tournant est marquée par une modification du bruit émis par la machine. 

La méthode consiste à comparer le spectre de fréquence du bruit avant dé- 
crochage au spectre du bruit mesuré pour un fonctionnement avec décrochage. 

La comparaison des deux spectrogrammes révèle immédiatement le pic 
d'intensité apparaissant avec le décrochage tournant: la fréquence corres- 
pondant au sommet de ce pic est la fréquence du décrochage tournant ou 
plutôt le produit de cette fréquence par le nombre de zones décrochées. 

La méthode est apparue très précise (+ 0,5% entre 10 et 20 Hz). Elle ne 
permet pas de déterminer le nombre de zones de décrochage. 

Il faut noter que le bruit n’est pas d'intensité constante; la determination 
de l'intensité moyenne en fonction de la fréquence, à l’analyseur harmonique, 
exige pour chaque point une moyenne de 10 à 25 lectures effectuées à des 
intervalles de temps égaux (par exemple 3 s). 

On trouvera à la figure 9 l’analyse harmonique complète du bruit d’un 
ventilateur axial, avant et après décrochage, jusqu’à une fréquence de 500 Hz. 

La figure 10 donne le détail de cette analyse, au voisinage de la fréquence 
du décrochage tournant, effectuée avant et après décrochage, à une ouverture 
déterminée et à diverses vitesses de rotation. Le rapport K est celui de la 
vitesse absolue du décrochage tournant à la vitesse de rotation de la machine. 


3.22. Analyse spectrale des vibrations. Un capteur de vibrations est fixé sur 
l'enveloppe du ventilateur (figure 11) ou sur son moteur d'entraînement, s'il 
n'y a pas d’accouplement élastique. 

Le capteur de vibrations utilisé donne une tension proportionnelle à la 
vitesse de déplacement du corps vibrant. 

L'analyse de cette tension (à l’analyseur harmonique) pour un fonctionne- 
ment avant et après décrochage donne la fréquence de décrochage ou plutôt, 
comme pour le bruit, le produit de cette fréquence par le nombre de secteurs, 
qui ne peut être déterminé par cette méthode. 

La figure 12 donne une telle analyse effectuée jusqu’à 500 Hz. La fréquence 
de décrochage est de 14,2 t./s (N = 1750 t./m soit 29,16 t./s). 

La méthode est encore plus précise que l’analyse du bruit, car le sommet de 
vibrations est plus accentué (figure 10). 

La figure 10 donne le détail de l’analyse au voisinage de la fréquence du 
décrochage, effectué avant et après décrochage pour une ouverture déterminée 
et pour quatre vitesses de rotation. 


3.3. Comparaison des diverses mesures 


Les diverses méthodes de mesures que nous avons utilisées (tachymètre à 
lame vibrante, enregistrement de la pression instantanée, analyse spectrale du 
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bruit et des vibrations) donnent des résultats dont la dispersion est extré- 
mement faible. 
Les valeurs déduites des enregistrements de la pression instantanée doivent 
être considérées comme exactes. 
Nous avons signalé la précision des analyses spectrales, de l’ordre de 0,5%. 
La mesure par tachymètre à lame vibrante est moins précise, à cause de la 
caractéristique de résonance de l’appareil assez aplatie. 


4, Conclusions 


Dans le présent travail, nous avons établi: 
a) Les lois de similitude dans la région de fonctionnement avec décrochage. 
b) La loi de similitude de la vitesse du décrochage tournant brusque. 

Nous avons montré en outre qu'il était possible de déterminer avec une 
bonne précision (+ 0,5%) la vitesse de rotation du décrochage tournant par 
l’analyse spectrale du bruit ou des vibrations induites par un rotor isolé. 


BIBLIOGRAPHIE 
1 Travail expérimental; ? travail théorique; * travail théorique et expérimental. 


Nous avons cherché à donner une bibliographie complète des travaux sur le 
décrochage tournant. Elle dépasse largement les références citées dans le texte 


précédent, [1] à [8]. 


1 [1] D. D. Carrow, A Note on the Boundary-Layer and Stalling Characteristics 
of Airfoils, British A. R. C. Technical Report (1954), Current Paper n° 174 
(13.424), 15 p. 

3 [2] A. H. STENNING, Stall Propagation in À xial Compressors, N.A.C.A.Contract 
NAW - 6375 D.I.C. 7242, Gas Turbine Lab. M.1.T., Rep. n° 28 (avril 
1955), 120 p. 

8 [3] H. W. Emmons et C. E. PEARSON, Compressor Surge and Stall Propagation, 
Trans. Amer. Soc. mech. Engrs. 77, n° 4 (mai), 455-467 (1955). 

1 [4] W. D. RANNIE et T. Iura, Observations of Propagating Stall in À xial Flow 
Compressors, Trans. Amer. Soc. mech. Engrs. 76, n° 3 (avril), 462-471 (1954). 

1 [5] E. L. CosrıLow et M. C. Huppert, Rotating Stall Characteristics of a Rotor 
With High Hup-Tip Radius-Ratio, N.A.C.A. T.N. 3518 (août 1955), 59p. 

1 [6] M.C. Huppert et W. A. BENSER, Some Stall and Surge Phenomena in 
A xial-Flow Compressors, J. A. S. 20, n° 12 (déc.), 835-845 (1953). 

1 [7] S. R. Montcomery et J. J. Braun, An Investigation of Rotating Stall in 
a Single Stage Axial Compressor, N.A.C.A. Contract NAW — 6375 D. I. C. 
7242, Gas Turbine Labor. M. I. T. Rep. n° 29 (mai 1955). 

8 [8] J. Faprr et L. JARLAN, Correspondance entre la caractéristique de compres- 
sion d'une voue axiale et les grandeurs cinématiques du régime de décollement 
tournant, Communication présentée au 9° Congrès International de Meca- 
nique appliquée (Bruxelles, 5-13 septembre 1956). La Recherche aéro- 
nautique, n° 54, p. 21-22 (1956). | 

8 [9] M. D. Woop, Stall Propagation in Axial Flow Compressors, Ph. D. Thesis 
(Cambridge University Press, mai 1955). 


2 [10] 


[57 
es 
Hr 
Oo 
= 


1 M.C. Huppert, Preliminary Investigation of Flow Fluctuations During '\ 
[12] M. C. Huppert, Investigation of a Ten Stage, Subsonic Axial Flow Com- 


[13] W. R. Sears, On Asymetric Flow in an Axial-Flow Compressor Stage, ‚N 


] W. R. Sears, A Theory of Rotating Stall in Axial Flow Compressors, Grad. 


] F. E. MARBLE, Propagation of Stall in a Compressor Blade Row, J. A. S. 22,, 


] B.S. STRATFORD, A Suggested Physical Mechanism for Rotating Stall, British 


] A. J. GARDNER, Ave We Gaining on the Compressor Stall Problem, S. A. E. 
] R. W. GRAHAM et V. D. PRIAN, Experimental and Theoretical Investigation 


] A. SABATTUK et F. Sisto, Survey of Aerodynamic Excitation Problems im: 


] A. H. STENNING, Stall Propagation in Cascade of Airfoils, J. A. S. 21, 


] ©. R. BURGGRAF, A Theory of Stall Propagation in Axial Compressors om 


] H. G. Loos, A Theory of Nonsteady Stall Flow Around an Airfoil, Com- 


] M. C. Huppert et E. L. Costirow, Some Effects of Guide Vane Turnin 


| A. R. KRIEBEL, Stall Propagation in a Cascade of Airfoils, J. AR SE 


SIMON GOLDSTEIN et ANDRE L. JAUMOTTE ZAMP | 


A. G. Situ et P. J. FLETCHER, Observations on the Surging of Various Low | 
Speed Fans and Compressors, Memo n° M. 219, British N. G. T. Ez (ul 
1954). 


Surge and Blade Row Stall in Axial Flow Compressors, N.A.C.A. R.M. E52) 
12, BS (aosıe 1992), 3219. 


pressor; part IIL: Investigations of Rotating Stall Blade Vibration and 
Surge at Low and Intermediate Compressor Speeds, N.A.C.A. R.M. E 52 J 12.) 


J. appl. Mech. 20, n° 1 (mars), 57=62 (1953). 


School Aero. Eng., Cornell University, Ithaca (N. Y.), Contract Air-- 
Force 33038-21406 (janv. 1953). 
W. R. Sears, Some Aerodynamic Problems of Compressors and Turbines, ‚| 
The Institute for Fluid Dyn. and Appl. Math. University of Maryland, ‚f 
Lecture Series m° 30) (nov. 1953), 24 p.- 

W. R. Sears, Rotating Stall in Axial Compressors, ZAMP 6, Fasc. 6, 
429-455 (1955). 


n° 8, 541-554 (1955). 


ING Ike Ey WOW 7 SOO (Gash, VOSS). 
A. JAUMOTTE, Quelques problèmes de la turbine a gaz, Journées Jules Boul- - 
vin (1955). 


Golden Anniversary Aeron. Meeting Preprint n° 590 (1955), 8 p. 


of Rotating Stall Characteristics of Single Stage Axial Flow Compressor With i 
Hub-Tip Ratio of 0,76, N.A.C.A. R.M. E 53 109 (novembre 1953), 34 p. 


Turbomachines, Trans. Amer. Soc. mech. Engrs. 78, n° 3 (avril), 555-565 
(1956). 


n° 10, 711-713 (1954). 


the Basis of Airfoils Characteristics, Thèse (California Institute of Techno- 
logy, Guggenheim Aeron. Lab. 1955). 

S. Gray, Stall Propagation in Compressor Blade Rows, Gas Turbin 
Committee — Aero Sub-Committee Report n° 255 (nov. 1954). 

H. PEARSONS, Calculations of Rotating Stall by the Method Suggested by 
Gray, Gas Turbine Committee — Aero Sub-Committee Report n° 218 (juillet 
1953). 


munication présentée au 9 Congrès International de Mécanique appliquée 
(Bruxelles, 5-13 septembre 1956). 


and Stators on the Rotating Stall Characteristics of a High Hub-Tip Ratic 
Single Stage Compressor, N.A.C.A. T.N. n° 3711 (avril 1956), 52 P. 


n° 9, 897-898 (1956). 


Vol. VIII, 1957 Kurze Mitteilungen — Brief Reports - Communications brèves Appl 


8[30] A. H. STENNING, A. R. KRIEBEL et S. R. Montcomery, Stall Propagation 
in A xial-Flow Compressors, N.A.C.A. T.N. n° 3580 (juin 1956), 83 p. 

® [31] J. Fasri et R. SIESTRUNCK, Sur le calcul des petites perturbations propagées 

à son apparition par le décollement tournant d'une roue axiale, C. R. Acad. 

Sci., Paris 243, 1718-1721 (1956). 

?[32] J. FaBri et L. JARLAN, Sur une représentation non linéarisée du champ 

aérodynamique induit par le décollement tournant dans une voue axiale, 

C. R. Acad. Sci., Paris 243, 1827-1830 (1956). 

1133] A. JAUMOTTE et S. GOLDSTEIN, Propriétés de similitude d’une voue axiale 
isolée en régime de décollement tournant, C. R. Acad. Sci., Paris 243, 2014-2016 
(1956). 

1/34] A. JAUMOTTE et S. GOLDSTEIN, Effet d’un redresseur sur les caractéristiques 
d'une roue axiale en régime de décollement tournant, C. R. Acad. Sci., Paris 
244, 160-162 (1957). 


Summary 


It is known that when an axial flow compressor running at constant speed is 
throttled down, a phenomenon of rotating stall may occur in one or several inter- 
mediate stages. The velocity of propagation of the latter phenomenon has to be 
investigated as it determines the frequency of the blade vibrations excited by 
this non-steady stall. 

This investigation was carried out on a single rotor. The similarity laws in the 
working region associated with rotating stall were found and the similarity laws 
relative to the velocity of propagation of stall were also determined when a 
discontinuity in the characteristic curve was associated with this phenomenon. 

It is also shown that the velocity of rotating stall may be determined from 
an induced phenomenon: sound or vibration analysis. 


(Reçu: le 6 octobre 1956.) 
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Integralgleichungen für einige Randwertprobleme 
für Gebiete mit Ecken 


Von KURT ARBENZ, Zürich!) 


Die klassischen Integralgleichungen für die konforme Abbildung [1] *) und für 
Spannungsprobleme haben den Nachteil, dass sie nur für Gebiete mit stetig 
gekrümmter Randkurve gelten. Es werden neue Integralgleichungen mitgeteilt, 
die auch noch für Gebiete mit Ecken gelten und doch numerisch bequem ausge- 
wertet werden können. Zum Beweis der Existenz der Lösungen und zu Aussagen 
über die Eigenwerte werden Hilfsmittel der Funktionalanalysis benutzt [2]. 


1) Institut für angewandte Mathematik der ETH. a | 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 254. 
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1. Konforme Abbildung 


Das einfach zusammenhängende Gebiet G mit stückweise glattem Rand GC 
soll konform auf den Einheitskreis abgebildet werden, so dass der innere Punkt 
Q in den Nullpunkt übergeht. 

s und # sind die zu den Punkten s,¢ auf C gehörenden Parameterwerte, 
nachdem auf C ein beliebiger Parameter gewählt w urde, der nicht die Bogenlänge 
zu sein braucht. a ist ein fester Punkt, nn auf einem glatten Bogen liegt und 
zugleich Anfangspunkt des Integrationsintervalls ist. 


Figur 1 


Illustration der Verhältnisse des Gebietes G. 
Für den Polarwinkel o(s) des Bildpunktes von s auf C gilt die Integral-: 


gleichung 1 
2 w(s) = o(s) — = f o(t) d; Als, t) : o(a) = 2 w(a). (1) 


u 


Die Integration ist im Sinne von STIELTJES gemeint. Diese Gleichung kann als} 

Modifikation der Gerschgorinschen Gleichung angesehen und auch durch Inte-- 

gration aus einer von STIEFEL benutzten Gleichung hergeleitet werden. 
Bezeichnet man mit / den Integraloperator 


=. $ dy Os, 2) fl), 


so können über den Operator A = 1 — J folgende Aussagen gemacht werden: 
1. A ist ein linearer und beschränkter Operator im Raume der auf C stetigen: 
Funktionen. 
2. Die Eigenwerte A von A sind reell und liegen im offenen Intervall 0<A<2.. 
3. A= 0 ist kein Eigenwert, das heisst, der Operator A ist regulär, und somit ist! 
die Lösung von (1) eindeutig. A = 2 ist kein Eigenwert. 
4. Die Häufungspunkte der Eigenwerte liegen im abgeschlossenen Intervall 
[1 — da/z, 1 + Üax/n]. dx ist der grösste Sprung, den die Halbtangente in 
Richtung der positiven Orientierung mit einer festen Richtung bildet. 
5. Der Kern der Integraltransformation ist beschränkt, so dass bei der nume-: 
rischen Auswertung keine Schwierigkeiten entstehen. 
Die konforme Abbildung im Innern ist bis auf einen multiplikativen Faktor 
durch das Stieltjessche Produkt gegeben 


12 a 
fe = 22 TT 4 erg" 
Das Stieltjessche Produkt ist das Nat des Stieltjesschen Integrals. 
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2. Das Spannungsproblem einer ebenen Schale 

Die Scheibe G sei Kräften unterworfen, die in ihrer Ebene liegen und am 
Rand C angreifen. (Über G gelten die gleichen Voraussetzungen wie in 1.) 
t= (t,, £,) sei die als stückweise stetig vorausgesetzte Belastung auf dem Rand C 
in Funktion der Bogenlänge s. 

Bezeichnet man mit U die Airysche Spannungsfunktion, so hat man folgendes 
Randwertproblem zu lösen: 
tf. AAU = 0 im Innern; 


Ss 


Er ~ fr) da = f(s), U,= [ to) do = g(s) auf C. 


a 


Zur Losung dieser Randwertaufgabe macht man den Ansatz 


UP) = D dir (PY Bald) + D dy oul PN hall) (2) 


wobei k, und k, stetige Funktionen auf C sind. Zu ihrer Bestimmung hat man das 
System von Integralgleichungen 


a 


4. 2 
16) = ah) + Pam) A) — > Ÿ di sin? 7,00 hal 
+ - f d, cos2 @,(t) a(t) , 
; ; (3) 
go) = hate) + Ÿ de wal) hal) + fi ae 0082 9410) ALD 


a = f d, sin 2 —,(t) hat) . 


Figur 2 


Darstellung des Winkels @,(t) für zwei verschiedene Lagen von t. 


Diskrete Einzelkräfte 


Die Einzelkraft k° greife im Punkt s, auf C an, dann ist 
Ss Ss 


fev = [tl ee = gs) = | tl0) do IM. 


a a 
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f und g sind Treppenfunktionen. Die Operatoren und sin[45° + 2 9] sind nur 
fiir stetige Funktionen definiert. Durch das folgende Verfahren lässt sich das |} 
Problem auf ein solches fiir stetige Randwerte reduzieren. Man macht fur @ 
den Ansatz 
U = U* + J'U; [U* wie in (2)] 
L 
mit U; = a; [x 9,(P)) ur bly Ps,(P)I à | 
Diese U, dienen zur Hervorbringung der richtigen Singularitäten, wobei die: 
Faktoren a, und b, so bestimmt werden, dass die Funktionen 
OU; OU; 
x. BAND ¢ a — Ber 
De Î da Ox 8 on 
stetig auf C sind. 
Nun löst man das Randwertproblem: 


1. AAG == 0m Innern: 
Us Ft a: 


tS 


Bemerkungen 


a) Die Spannungen erhält man durch Differentiation der Airyschen Spannungs- - 
funktion U, wobei die Differentiation unter dem Integral vorgenommen werden 
kann. 

b) Die Kerne im System (3) sind beschrankt. 

c) Um ein Stieltjessches Integral numerisch auszuwerten, muss man auf dem 
Rand eine beliebige Einteilung vornehmen. Die einzige Vorschrift ist, dass jede: 
Ecke Teilpunkt ist. 

d) Es wurde ein Dirichletsches Randwertproblem für ein Quadrat gelöst, für: 
die numerische Auswertung wurden auf dem Rand 8 Teilpunkte gewählt. Trotz 
der groben Einteilung überstieg der relative Fehler der Funktion U im Innern 
3% nicht: 


LITERATURVERZEICHNIS 


[1] G. BIRKHOFF, D. M. Young, und E. H. ZARANTONELLO, Effective Conforma 
Transformation of Smooth, Simply Connected Domains. 
[2] F. Rresz und B. Sz.-Nacy, Leçons d’analyse fonctionelle. 


Summary 


Concerning conformal mapping and problems of the theory of elasticity, the 
classical integral equations are modified in order to treat the cases of not smooth} 


boundary curves. As the kernels are still bounded, no difficulties of numerical ! 
computation arise. 


(Eingegangen: 22. Dezember 1956.) 


Vol. VIII, 1957 Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 259 


Varia — Miscellaneous — Divers 


International Congress of Mathematicians, Edinburgh, 
August 14th - 21st, 1958 


At the invitation of the City and University of Edinburgh and the Royal 
Society of London, the International Congress of Mathematicians will meet in 
Edinburgh from August 14th to August 21st, 1958. His Royal Highness the 
Duke of Edinburgh has graciously consented to extend his patronage to the 
Congress. 

The Executive Committee is inviting a number of mathematicians to deliver 
one-hour and half-hour addresses. There will also be daily sessions devoted to 
fifteen-minute communications. Those who wish to present such communications 
will have an opportunity of offering to do so when they receive the Second 
Communication. 

There will be eight seetions, namely: 1. Logic and Foundations. 2. Algebra and 
Theory of Numbers. 3. Analysis. 4. Topology. 5. Geometry. 6. Probability and 
Statistics. 7. Applied Mathematics, Mathematical Physics and Numerical Analysis. 
8. History and Education. 

Those who wish to receive further information about the Congress are requested 
to communicate their name and full address as soon as possible to the secretary: 
Dr Frank Smithies, Mathematical Institute, 16 Chambers Street, Edinburgh, 1, 
Scotland. Towards the end of 1957 they will receive a Second Communication 
giving more detailed information and specifying the fees to be paid by members; 
a form of application for membership of the Congress will be included. 

F. Smithies 


Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 


Elementare Differentialgeometrie. Von W. Haack (Birkhauser Verlag, 
Basel und Stuttgart 1955). 239 S., 25 Abb. ; gebunden Fr. 22.-, broschiert Fr. 18.70. 

Dieses Werk ist aus dem Büchlein Differentialgeometrie I desselben Verfassers 
hervorgegangen, das 1947 in der Wolfenbütteler Verlagsanstalt erschienen ist. 
Sein Inhalt umfasste eine Darstellung der klassischen Kurven- und Flächen- 
theorie auf vektorieller Grundlage. In der nun vorliegenden Elementaren Diffe- 
ventialgeometrie bringt Haack darüber hinaus eine Einführung in die Cartanschen 
Methoden des «repère mobile» (bewegliches Dreibein) und der schiefen Differen- 
tialformen sowie eine eingehende Behandlung einiger Existenzprobleme der 
Flächentheorie. 

Die Darstellung ist leichtverständlich gehalten. HAACKS Buch erleichtert auf 
diese Weise dem Anfänger den Zugang zu den wichtigsten Ergebnissen und Ar- 
beitsmethoden der Differentialgeometrie. Insbesondere sei auf die Auseinander- 
setzung der Ideen von CARTAN hingewiesen, die jetzt nach und nach in der 
deutschsprachigen Literatur zur Infinitesimalgeometrie Eingang finden. Der Ver- 
fasser entwickelt zuerst die Grundprobleme mit elementaren Hilfsmitteln und 
dann hernach nochmals von neuem im Sinne von CARTAN. In den Schlusskapi- 
teln verwendet Haack dann nur noch den schiefen Differentialkalkül. So wird 
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der Leser nach und nach mit den modernen Arbeitsmethoden der Differential--+ 
geometrie vertraut gemacht. Im Hinblick auf die Anwendungen in der Geodäsie» 
und in der Kartographie sind einige Fragen tiber Flachenabbildungen etwas: 
breiter dargestellt. Einzig das Schlusskapitel (Existenzsatze der Flachentheorie) )F 
verlässt den Rahmen des Elementaren und hat mehr den Charakter einer Mono-+ 
graphie iiber das Problem der Realisierbarkeit einer vorgegebenen Metrik und 
das Problem der Flachenverbiegung. M. Jeger 


Creep and Fracture of Metals at High Temperatures. Proceedings of i} 
a Symposium held at the National Physical Laboratory (Her Majesty’s Stationary) 
Office, London 1956). 419 S., 258 Fig.; £& 1.10.0. 

Die 22 Vorträge an dieser Arbeitstagung befassten sich mit Arbeitshypothesen ı 
und Theorien zur Klärung der komplexen physikalischen Vorgänge im atomaren 
Gebiet, die bei der plastischen Verformung, der Kristallerholung, der Rekristalli- 
sation, der Alterung und Ausscheidung auftreten und die zum Kriechen undIf 
Bruch von Einkristallen und polykristallinen Haufwerken führen; dies alles stets 
im Hinblick auf die steigenden Anforderungen der Technik an die Dauerwarm- 
festigkeit metallischer Werkstoffe. 

Manche Theorien blieben in der Diskussion umstritten, andere konnten durch 
Versuchsergebnisse im Makrogebiet gut unterstützt werden, wieder andere för- 
derten wertvolle Hinweise für die Weiterentwicklung kriechfester Legierungen 
zutage. 

Die Fülle der Theorien, Versuchsergebnisse und Literaturangaben wurde 
zweckmässig in vier Hauptabschnitte unterteilt: 1. Deformationsvorgänge in 
einfachen Stoffen, 2. Kriechwiderstand komplexer Stoffe, 3. Physikalische Bruch- 
theorien, 4. Vorgänge in der dritten Kriechstufe und beim Bruch. 

Allgemein wurden bisherige Theorien über die Fortpflanzung linearer, gewen- 
delter, räumlicher usw. Stör-, Locker- und Leerstellen im Atomgitter weiter aus- 
gebaut und damit ein reiches und interessantes Material zur Weiterentwicklung: 
der physikalischen Metallkunde vorgelegt. 

Zu wünschen wäre, dass für solche und ähnliche junge wissenschaftliche: 
Spezialgebiete die Terminologie und Begriffsdefinitionen in den verschiedenen 
Sprachen mit der raschen Ausweitung der Forschung Schritt halten würden. 

E. Bickel; 


Raum- und Bauakustik für Architekten. Von WILLI FURRER (Birkhäuse 
Verlag, Basel und Stuttgart 1956). 200 S., 160 Abb.; Fr./DM 27.50. 

Infolge der neuen Baumethoden und des wachsenden Lärmes werden die: 
akustischen Probleme immer schwieriger: ihre Lösung macht die Kenntnisse: 
theoretischer Grundlagen und experimenteller Messergebnisse notwendig. Das 
kürzlich erschienene Buch von Prof. FURRER gibt auf vorzügliche Weise Anleitung; 
dazu, angepasst an die Möglichkeiten und Bedürfnisse der Architekten. 

Der erste Teil des Buches behandelt akustische Grundbegriffe, es werden die: 
physikalischen Eigenschaften des Schallfeldes und Schallempfindens sowie mess- 
technische Einzelheiten besprochen. 

Der nächste Abschnitt über Raumakustik behandelt die Ausbreitungsverhalt- 
nisse nach geometrischer, statistischer und wellentheoretischer Methode. 

Im dritten Teil, Bauakustik, werden die notwendigen Kenntnisse über die 
Schallschluckung (Absorption) und Schalldämmung (Isolation) vermittelt. 

Der gesamte Stoff ist durch viele Beispiele sehr klar dargestellt. Dank de 
zahlreichen Tabellen und Kurven dient dieses Lehrbuch auch als Nachschlage- 


werk und wird in Fachkreisen gewiss freudige Aufnahme finden. J. Martonys 
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Slow Broad Side Motion of a Flat Plate in a Viscous Liquid 


By SUBHAS CHANDRA GUPTA, Agra, India!) 


1. Introduction 


The problem of slow broad-side motion of a flat plate in viscous liquid has 
been solved in terms of a function g which turns out to be the electrostatic 
potential of the plate kept at a constant potential in vacuum. The hydro- 
dynamical problem thus reduces to a problem in electrostatics with known 
boundary conditions. The function @ satisfies LAPLACE’s equation and the 
boundary conditions can be expressed in terms of y. The problem corresponding 
to a disc of any arbitrary shape can be easily worked out by setting up an 
experiment based on this analogy. 

The method has been applied to the case of a circular disc by introducing 
transforms and solving the problem as a boundary value problem in electro- 
statics. This problem has been also worked out by Ray?) by using an ad-hoc 
method, but the present method gives a systematic and logical approach to 
problems of this kind. It has a distinct advantage over Ray’s method in which 
a correct form of the solution has to be guessed at the outset and later integral 
solutions have to be constructed which give desired discontinuity at the edges 
of the plate and this quite often is not easy. 


2. The Equations of Motion, Their Solution and the Electrical Analogy 


The hydrodynamical equations of slow viscous motion after neglecting the 
quadratic terms of inertia are: 


0 [4 
So = hve, (1 
oP = eV, (2) 
0 YA 
=n Vtw (3) 
where s a Ss 
2 
RES pre 


1) Department of Mathematics, Agra College. 
2) M. Ray, Phil. Mag. 21 (7), 553-558 (1936). 
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and the equation of continuity is 


dada de 0 0 
Let | 
wart, =: Re STE (5) 
Equation (4) now reduces to 
Far © 
From equations (1), (2) and (3) we find that 
p= Pot 2u 22, af 


Po being a constant. The plate coincides with the plane z = 0 and is bounde 
by the curve z = 0, f(x, y) = 0 and is moving in the direction of the z-axis witht 
a small velocity V. The boundary conditions are 


DA NN, w= 


on the plate, i.e., within 


and 


at infinity. Thus the conditions expressed in terms of y are 


pare 
on the plate, 1.e., within 


and @ must tend to zero at infinity in a manner such that 


‚ee Le oe 

“(pO tems Saye ARE Wine 
may also tend to zero. Also we see from (5) that on the plane z = 0, u = v = W 
i. e., there is no flow in the plane z = 0. The flow of the fluid is normal to the 


plane z= 0, and so the pressure throughout this plane must be constan 
Therefore from (7) 


0 On: 0, (8 


outside the plate. Thus the problem may be briefly restated as follows: 
php ( 
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gp=—V, within 2=0, j(x, y)=0, (10) 
op : 
3, —0, outside z=0, f(x,y) =0, (11) 
and 
LL ek Ck ae 
Kia © eee and ® 


must all tend to zero at infinity. 

This problem is same as that of determining the electrostatic potential of 
a conducting electrified disc in the plane z = 0, bounded by the curve f(x, y)=0, 
kept at a constant potential —V in vacuum. 


3. The Case of a Circular Disc 


As an example of the above general treatment we take the case of a circular 
disc. Without loss of generality we take the radius of the disc to be unity and 
z-axis centrally perpendicular to it. Transforming the equation (9) in cylindrical 
coordinates (7, 9, z) we get 

; 0° 1 Op 079 
2 = watt Se Pome ye £ TMS 
if ies Ov? "Ta To Oe Do) 
Here we have omitted the term 02/00? due to symmetry about the z-axis. 
The boundary conditions are 


p=-V (0<r<1), | (13) 
a on z=0. 
ose | (14) 


Introducing Hankel transform defined by the relation 


gt) =| pr bn dr, (15) 


we find that 
[rer nen ar = [a — #1] 56). 
0 


Equation (12) becomes : 
SPL = pe pb) (16) 


Since the boundary conditions (13) and (14) are of a mixed type, we invert y 


for before satisfying them. | | 
In view of the symmetry of the problem it will be sufficient to consider the 


region z > 0. Since the potential must vanish at infinity, the appropriate 
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solution of (16) ıs 
rd) = Abe (2 > 0), (17) 


A(p) being an unknown function of p. 
Inversion for p gives 


p=] Alp) e?* ph ddp. (18) 


If we insert (18) in the boundary conditions (13) and (14) we get the following 
dual integral equations: 


[BA Ilr?) 4p=-V OSr<)), (19) 
fr? AG) Ilr) db =0 (> 1). (20) 


TITCHMARSH®) and BusBRIDGE*) have considered dual integral equations 0) 
this type and their solution is 


A(p) = 2? x FE sind. (21) 


Thus the required solution is 


[oe] 


= fe Jur) SP ap. (22 


0 


In this particular case Legendre transform can also be used employing 
oblate spheroidal coordinates. The result can be expressed in a neat form 
Suppose (£,7) are oblate spheroidal coordinates related to the cylindrica: 
coordinates (7, z) by 


and 


Transforming LAPLACE’S equation into oblate spheroidal coordinates anc 
employing Legendre transform of y defined by 


ein) = |» Pal) a, 


Tircumarsu, Theory of Fourier Integrals (Oxford 1937), p. 335. 


JE AC 
I. W. BUSBRIDGE, Proc. Lond. math. Soc. 44 (2), 115-129 (1938). | 


3 
=) 
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we find that?) Vv 
Sa Cot in (23) 


This solution can be shown to agree exactly with the more complicated form 
given by (22). 

The resistance of the fluid to the motion of the disc calculated from either 
(22) or (23) is 16 Vu. If the radius of the disc be a the resistance can be shown 
to be 16 Vay, which is identical with that obtained by Ray?). 

I thank Dr. S. D. Nica for suggesting this problem to me. 


Zusammenfassung 


Das Problem der langsamen Querbewegung einer ebenen Platte in einer zähen 
Flüssigkeit ist zurückgeführt worden auf ein Problem der Elektrostatik. Die 
Geschwindigkeitskomponenten und der Druck kénnen berechnet werden aus 
einer Funktion gq, die als die gleiche erscheint wie das elektrostatische Potential 
einer Platte unter konstantem Potential im Vakuum. Die Strömungsverhältnisse 
an einer Platte vom allgemeinen Umriss kônnen mit Hilfe der Experimente auf 
Grund dieser Analogie bestimmt werden. Der Fall einer kreisrunden Platte wurde 
analytisch behandelt mit Hilfe der Abbildungen. 


(Received: July 3, 1956.) 


Charge and Discharge of a Non-Linear Condenser 
Through a Linear Non-Dissipative Inductance 


By ASOKENDU MOZUMDER, Kharagpur, India!) 


Introduction 


The capacity of a condenser with semi-conducting di-electric depends upon 
the voltage across it. This non-linearity arises from the processes of diffusion 
and recombination which occur within the di-electric, and is important at 
voltages below the breakdown value. At higher voltages, normal metallic con- 
duction takes place and the non-linearity becomes inappreciable. Considering 
the building up of space charge at a blocking electrode by free charge carriers 
Macpona Lp [1]2) has deduced the formulae 


sinha V 3) (1a) 


EL C. J. TRANTER, Integral Transforms in Mathematical Physics (Methuen, 1951), p. 100. 
1) Indian Institute of Technology, Department of Physics and Meteorology. 
2 Numbers in brackets refer to References, page 279. 

3) Note that in [1] the differential capacity (dQ/dV) is deduced, whereas here the corresponding 
integral capacity (Q/V) is used since it is the latter capacity which appears in KIRCHHOFF’S circuit 


equation (cf. [6]). 
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where C is the capacity of the condenser with voltage V across it, Co the 
capacity of the condenser with vanishingly small voltage across it, « a universal 
constant (e/2 KT or e/4 KT according as one or both electrodes block), e the: 
electronic charge, K BOLTZMANN’S constant and 7 the absolute temperature. 

Building up of space charge at a blocking electrode occurs in the case of 
suitably biased rectifying electrodes [2], photoconductors [3], electrolytes [4], 
transistors [5], liquid di-electrics [4] and the like, which, therefore, show strong: 
nonlinear capacities up to a certain voltage limited either by di-electric break- 
down or by field emission inside the di-electric or by both. Although, in most 
physical systems, the range of voltage over which the effect is marked is quite 
small, an analysis of circuits containing such non-linear capacities is important 
in certain switching circuits and di-electric amplifiers and may be of use in the 
design of waveform generators. 

MACDONALD and BRACHMAN [6] have studied the charge and discharge 0) 
such a condenser through a linear resistance in a dc circuit. They have alsc 
considered an ‘exponential’ condenser for which 


Ga Crexp lay | (1b 


with the same significance of the symbols as in equation (la), and have founc 
that the two solutions have the same general characteristics. An exponentia 
condenser can be physically realized with the help of a very high gain amplifier 
a condenser feedback device and a circuit whose output is proportional to the 
exponential function of the input [6]. 

In the following, we shall discuss the oscillatory charge and discharge © 
an exponential (1b) and a sinh-type-condenser (la) through a linear lossless 
inductance in a dc circuit and obtain the voltage and current waveforms. 


The Charging of the Condenser 


dt 


ae V 
| EZ 
| — 
| | 
hv) — 
Figure 1 


The charging circuit. 


The differential equation of the circuit shown in Figure 1, for the proce 
of charging, is 


d2Q ’ 
Le t+V=V, ( 
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where V, is the dc voltage of the source, V the voltage across the condenser at 
any instant of time ¢, L the inductance in the circuit and Q the charge on the 
condenser plates at the same instant of time t. 

For the exponential condenser (1b) we have 


0] Cre (3) 
and for the sinh-type condenser (1a) 


= eS sinha V. (4) 


Case I: The Exponential Condenser 


With the initial conditions at ¢= 0, V = O and current 7 = 0 (and hence 
dV [dt = 0), V is always positive and hence V can be written for |V | in equation 
(3). Differenting (3) twice with respect to time and using equation (2), we get 


@V  «(2+aV) ag PS 
de " 1+aV a) Potier) 0) 


This equation can be linearized by the substitution 


2 


dV\2 
=) 
to obtain 

GZ. 2042 Bev) 


Fai 1 : 6 
av à 1+op Teer (1+aPV) ( ) 
the complete solution of which is 
n .—2aV —aV é 
tee ae SS Av eye S 
Z (1+ «V)? + DC avy La 4 | a) 


where À is the constant of integration. In view of the initial condition at ¢ = 0, 
dV |dt = 0 (i. e., Z = 0), A becomes 2/(«? L C,) and we have, from (7a), 
—aV 


u RE - De ; re se eV («VV,-a®V?-1+aV)]”. .(7b) 
0 


We shall see later that V is a periodic function of time. Starting from ¢ = 0, 
therefore, the right-hand side of (7b) is to be taken with the positive sign until 
the first maximum is reached and then with the negative sign until the next 
minimum and so on. 

Integrating (7b), we obtain 


V 
p= Er a fer (l+aV)(1+ ex (a2 V Vy — a? V2 — 140 yyy AV 
0 
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This can be normalized to 


= | ev (1 + x) { 146 (44, 2 17% Im re (8Yh 


where 


a RO NEA (99) 


Numerical integration of (8) gives the waveform of the voltage across theq 
condenser for a particular value of x. 
From (3) and (9), the normalized expression for current 1 = dQ/dt becomes} 


f= i, [1 + e* (x x — x2 —1+4 x)”, (0) 
where 
20, 


The positive and negative signs in (10) are to be alternately used in the samel 
way as in equation (7b). | 


Case II: The smh-T ype Condenser 


In this case we have from equations (2) and (4) 


2V 
= + x tanha V | 


Fi A secha V , (111) 


anzu 
dt een 
which can be put into a linear form by the substitution Z = (dV /dt)?, to giv: | 


+ 2a (tanha V) Z= 2 (Vo — V)secha V, 
0 


with the complete solution 


Z=zisech?e V+ sech?a V [cosha V + « (V) — V) sinha V]. (1 


are Cy 
With the initial conditions at t= 0, V = 0 and dV /dt.= 0, 1. e., Z = 0, we gee 


Tes 


Ion 
and 


far 


av an S : | 
Ta Ve Er secha V [(cosha V—-1)+«(V, — V) sinha UV. (1 


The positive and negative signs are to be treated in the same way as in (7b) 
Equation (13) gives, on normalization, the charging waveform, starting wit} 
t = 0, for the voltage across the condenser. 
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x 


/ 


t 5 19 
a= / cosh x [(cosh x — 1) + (x,— x) sinh x]? dx, (14) 


0 


where 7, x and x, have the same significances as in (9). 

The normalized charging current through the sinh-type condenser is given by 
(4) and (13) as . an 8 
i = +i,[(coshx — 1) + (x, — x) sinhx]"* , (15) 
| with the same value of 7, as in equation (10). 

The signs in the expression (15) for current i are to be used in the same 
way as in (10). 


The Discharging of the Condenser 


L C 


 V 


Figure 2 


The discharging cireuit. 


KIRCHHOFF’S equation of the circuit of Figure 2 for the case of discharge 


ives 
4 rip (16) 


with usual significances of the symbols. 


Case 1: The Exponential Condenser 


During discharge, V is capable of assuming both signs. Hence using (3), 
(16) can be written as 
(a? ‚de |V| av aıvı alvı 
‘ it 


„ (d2V 
BC cle ta V a ea +o? V( à 


ar y| = V =0, (16a) 


J 

where | V | is the absolute value of V. This equation remains unchanged if 
V is replaced by —V and it will be sufficient for our purpose if we deal with 
the magnitude of V only. The solution of (16a) can then be obtained by the 
method previously outlined. With the initial conditions at ¢ = (a 5 and 
dV /dt = 0 (as the current is zero initially), we get 


dV 1 / 2 2 | 
a Fr VLG (ren (166) 


x fetl (a2 Véro Va) ehe Vide IP: | 
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which can be normalized to 


dx 1 Zu oe rer di. == > 17)) 
wem ar 12 


where x, x, and t have the same significance as in (9) and the positive and} 
negative signs are to be used as before. Differentiating equation (17), we get 


d?x MES SR | FORCE Se 
= == 240 (x2 1 À — x,) — € pee il == ge 
dt? LE > Le ( 0 0) £ ( | 


and, therefore 

a? x | 

dt? |;-0 
is negative. Thus at ¢ = 0, the voltage has a maximum and it falls with increas- 
ing time until a minimum is reached. Taking, therefore, the negative sign for 
dx/dt and using the initial condition, at £ = 0, x = x,, we get 

— = U(x) = T(x), (18)) 

where 


i= i e* (1 + x) fe (x2 + 1 — x) — ek tin] 2 dx (184) 
and 


T(x) fe (1 + x) [ee (x2 4- 1 — x9) — e* (x? +1— x)]7 2 dx. (18b)i 


v 


The above expressions are valid from time ¢ = 0 until the next minimum for x 
is attained. However, as we shall see later, x is periodic in time; so the abov 
treatment remains valid for any time between a maximum and the next 
consecutive minimum for x. Equation (18), on numerical integration, gives the: 
discharge shape of the condenser voltage in the appropriate range. 

The normalized discharge current through the exponential condenser is, 
from (3) and (17) 


i= Lig le +1) er (42 + 1 — ae (19) 


with the same value of 7) as before and x considered in magnitude only. 
After ¢ = 0 and before reaching the next minimum for x, dx/dt is negative. 
Therefore, the current is also negative in that range and it becomes positive: 
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only after the voltage crosses its minimum. This is because the direction of 
current through the condenser during discharge is opposite to that during 
charge (Figure 3) at? = 0. 


at discharge at charge 


Figure 3 


Diagram showing the directions of current at ¢ = 0 for charge and discharge. 


Case Il: The sinh-T ype Condenser 


The normalized expression for dx/dt in the case of the sinh-type condenser 
can be obtained from (4) and (16). With the initial conditions, at £ — 0, V = Vo 
(i. e., x = x,) and dV /dt = 0 (i. e., dx/dt = 0), this becomes 

dx 


eet sech x [(cosh x — cosh x») — (x sinhx — x,sinhx,)] * (20) 


where x, x, and t have the usual significance. Differentiating (20), we get 


2 . 2 
E — +7 sech x tanh x [(cosh x — cosh x») — (x sinh — x,sinh x) fi? 
dx Te x sechx% 
a) - ee 
Hence at ¢ = 0, 


d2% 72 f; 
up SEC 


and, therefore 
dx 
2-0 
is negative. 
Thus at ¢ = 0, the voltage has a maximum and it falls with increasing time 
till a minimum is reached. Taking, therefore, the negative value of dx/dt and 
using the initial conditions, we get 


= In) = I), (21) 


als 


where 


I (Xo) = [ cosh [(cosh x -- cosh %») — (x sinh x — %o sinh ,)] "2 dx 
0 


and 
x 


I(x) = | coshx [(cosh x — cosh x.) — (x sinh x — x,sinhx)] © dx. 
ö 
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The above expressions are valid from time ¢ = 0 till the next minimum for xl 
is reached. Here again it will be shown that x is periodic in #. So that the: 
above treatment remains valid for any time between a maximum and the next 
minimum for x. Equation (21), when numerically integrated, gives the shape, 
of the condenser voltage for discharge in the appropriate range. 

The normalized discharge current through the sinh-type condenser is given 
by (4) and (20) as follows: 


i = +%,[(coshx — coshx,) — (x sinh x — x, sinhx,)] (22) } 


where 7, has the same value as before. 


Discussion on the Charging of the Condenser 


A close examination of the integrands in equations (8) and (14) shows that 
they are singular at x = 0 and for another value of x = x, defined for the: 
exponential condenser by, 


1+e (x %)— x2 — 1 + x) =0 (23)} 
and for the sinh-type condenser by, 
(cosh x, — 1) + (%) — x,) sinhx, = 0. (24)} 


It is, therefore, necessary to examine the convergence of the integrals in 
equations (8) and (14) at x = 0 and at x = x,. Let @(x) denote the integrand 
in any of the two equations (8) and (14). Then near the singularity at x = 0, 
the integrand in both cases can be written as 


D(x) = x 12 (a À b x Ze Cc x? au +++) 


where a, b,c... are constants and x is small but positive. Hence ji D(x) daı 
exists at the lower limit x = 0. In a similar fashion, it can be shown that near 
the singularity at x = x,, we can write in both cases 


Oz) = 277 +ßz+ypeit...) 


where again a, ß,y,... are constants and z= x, — x is small but positive. 
Hence the integral ih (x) dx also exists at the upper limit, viz., at x = x,. Th 
importance of the existence of /(x,) lies in the fact, that if /(x,) were infinite, th 
charging would be aperiodic. The above treatment shows that such is not the case.. 

It is easily seen from equations (23) and (24) that for x greater than x, 
(x) is imaginary. So, physically, there can be no normalized voltage greater 
than x,. Hence x, is the maximum voltage that can develop across the condense 
in the charging process. This is further substantiated by the fact that at x — Xn 


dx 


N 
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in both cases [equations (7b) and (13)]; further 


GRR Re À 

dt? = Ta ri) (Xo aa Y,) (25a) 
for the exponential condenser and 

a5; 

ae = Ry (sech x) (x, — x) (25b) 


for the sinh-type condenser, k,, k, being constants. We shall eventually see 
that x, is always greater than x,. Thus at x = x,, d?x/dt? is negative in both 
cases, showing a maximum at x = x.. 

The value of x, depends on the line voltage [equations (23) and (24)]. This 
has been calculated by the Newton-Raphson method for some representative 
values of the line voltage, and the results are tabulated in Table 1. 


Table 1 
2 

aa) : : 
Exponential sinh-Type 
1 1-477 1-688 
a 4-793 4-987 
10 10-909 11-000 
| 100 100 -990 101-000 


For higher values of the line voltage, x, approaches the limit x, + 1 (see 
Figures 4 and 5), which means that at higher dc voltages the amplitude of 


Figure 4 Figure 5 


Maximum condenser voltage (x,) versus line 
voltage (x,) for the sinh-type condenser 
(for charging). 


Maximum condenser voltage (x,) versus line 
voltage (x) for the exponential condenser 
(for charging). 
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oscillation is practically equal to the line voltage. At lower line voltages, 
however, the percentage increase of maximum voltage over the line voltage is 
greater. Comparing with the linear case in which x,/x6 = 2 for all values of x,,, 
we see that x,/x, is far less in the case of a non-linear condenser. This is a result 
of the strong lies The capacity value rises so much with increasing 
voltage that the condenser cannot afford to have a large voltage across it, if the 
circuit equation [equation (2)] is to be satisfied. For exactly the same reaso 
x,[x, is greater in the sinh case than in the exponential case because sinh % | 2 
is less than e* and hence the non-linearity of the sinh-type condenser is less 
pronounced than that of the exponential one. 

From equation (10), differentiating the absolute value of the current 
through the exponential condenser, we get 


HNO 2 2 —1/2 \ 
EN eee x] Pet (xs — x) (x + 1) =0 


aly x, and 


a? 1 a 
Pll ee ee (x xy — x8 1 + wi ot (x + 1)? (ro a)? 


+ > les Ce ee a 


x et [(x + 1) (x) — x) + (x9—2x—1)], 


which is negative at x = x,. Similarly, for the sinh-type condenser, we get fro 
(15) 

d ) : 2 

Au we = [(cosh x — 1) + (x, — x) sinhx] "© (x, — x) coshx = 0 


Ses = oy renal al 


cle 1 3 Ae 
a = Er [(cosh x — 1) + (x, — x) sinh x]? (x, — x)? cosh? x 


+ fos [(cosh x — 1) + (x, — x) sinhx] !? 
x { (%o x) sinh x — cosh x } 


which is also negative at x = x,. Hence for both the types of condenser | 7 
has a maximum at x= x», the line voltage. At x = x9, therefore, i has 
maximum if dx/dt is positive and has a minimum if dx/dt is negative. T 
situation is shown graphically in Figure 6 as well as in Figures 9 to 16. I! 
Figure 6, both the points A and B correspond to x = x); however à has 
maximum at A and has a minimum at B. | 


D 
ST 
— 
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Figure 6 
Diagram showing typical charging waveforms. 
The values of the maximum current for different line voltages are tabulated 
in Table 2 and their relation is shown in Figure 7. 


Table 2 
mas 

% 

. Exponential sinh-Type 

1 1-000 03737 

4 12-837 5.150 
10 445-20 104-94. 

100 o-1885el024 3-64 x 1021 


Whereas in the linear circuit the maximum current is proportional to the 
ine voltage, strong non-linearity is observed in the present case between the 


aximum current and the line voltage (Figure 7). 


20 
15 
È 5 
iS 
pane = 
= 8 
> = 
5 
= = 
8 g 
0 = 
D 
0-5 1-0 1:5 2-0 
ER = 
Figure 7 
sinh; ——-- exponential. 


aximum current through the condenser (tq) versus line voltage (x,) (for both types of condenser 
at charge and discharge). [Plotted on a log-log scale. | 
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We have seen previously that from ¢ = 0, the voltage rises from zero anc 
reaches a maximum at x = x,. Due to the convergence of the integral 


“wl ) dx, 
| x) dx 


this maximum voltage is reached in a finite time, say /(x,). After this tim 
the voltage must fall, since as previously proved, x has a maximum ate 
and hence until the voltage falls to zero again, we have to use the negativ] 
value for dx/dt in equations (7b) and (13). In this range, the time equation 
becomes 


We @(x) dx = jo dx — | B(x) dx 


u 


u 
Xi 0 0 


t bis 
T |I(x) 
OT 


Dem) ae (2€ 


Equation (26) is the equation of symmetry which expresses the fact that eque 
voltages are reached at equidistant times from the time of maximum voltagek 
1. e., that the waveform of x versus ¢ is symmetrical about the ordinate ¢ = I(x, 
We can, therefore, plot x versus ¢ up to the maximum for x and then fold thf 
curve about the ordinate ¢ = /(x,) to get the other symmetrical half. Thaf 
procedure, when repeated at each zero of x, gives x as a function of timak 
Obviously x becomes periodic in time with period T=2/(x,). This is to Hy 
expected since there is no dissipation of energy in the circuit. 

The values of the normalized time-period, found by numerical integration 
are tabulated in Table 3 and plotted in Figure 8. 


Table 3 
T 
X0 
Exponential sinh-Type 
il 18-286 1110225) 
4 137-34 43-781 
10 40732 867-50 


| 100 4-096 x 1028 3-028 x 10? 


Whereas in a linear circuit, the period is independent of the line volta 
in this case we observe that the former is strongly dependent on the latter : 
is shown in Figure 8. In Figure 8, for discharge, the values of the half-peric 
are plotted instead of the full period, but in a logarithmic plot, this mere 
means a change of origin. 
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log 7 : 


Figure 8 


sinh; ——— exponential; a charge; b discharge. 
Period of oscillation versus line voltage (for both the types of condensers at charge and discharge). 
{Plotted on a log-log scale. | 


Discussion on the Discharging of the Condenser 


The convergence of the integrals (18) and (21) at x = x) and at x = — x) can 
be proved exactly similarly as we have done for the charging case. 

It has already been proved that x5, the line voltage, is the maximum 
voltage across the condenser during discharge, 1.e., that there is no ‘over- 
shooting’. In a similar fashion it can be shown that the minimum voltage 
across the condenser during discharge is — xy. The result is quite analogous to 
the linear case. 

That the discharge is periodic can be proved exactly as in the charging 
case; but here the period is 4 /(x,), for to make one period complete the voltage 

as to fall from x, to zero and further to —x, and then again rise to x, in the 
everse order. The periods of oscillation, 7, at discharge have been calculated 
y numerical integration for some representative values of x, and have been 
abulated in Table 4. A plot of this against x, has been shown in Figure 8. 


Table 4 
| i 
#0 à : Fr 
| Exponential sinh-Type 
il 14-000 9.517 
4 60-144 21-688 
10 1276-60 2958-12 
| 100 9,282 AIO 2-895 x 10?1 


It can be easily proved as in the case of charging that the voltage waveform 
t discharge is symmetrical about both the ordinates at ? = O and at t= 21 (xp). 


AMP VIII/18 
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This waveform is further symmetrical about the axis of abscissae x = 0. Thil 
symmetry makes the average voltage in a full cycle zero which is essential inf 
discharge. 


A study of equations (19) and (22) shows that the magnitude of the curren 
is a maximum at x = 0 and has the value 


on oes WAM Sg ES 
bg CV xe te eG 


for the exponential condenser and the value 


a TRS 
io V % sinh x, — cosh x, 


for the sinh-type condenser. The results are shown graphically in Figures 
to 16: 

In Figures 9, 10, 11 and 12 the waveforms of the voltage and the currem} 
for the exponential condenser for different values of the line voltage have bee# 
plotted by numerical evaluation of the integrals in equations (8), (10), (18) any 
(19). The waveform for a complete cycle is shown for charging and for a hall 
cycle for discharging. The close resemblance of the voltage waveforms 1 
square waveforms is remarkable for higher line voltages. 

In Figures 13, 14, 15 and 16 the waveforms of the voltage and the currenf 
for the sinh-type condenser for different values of line voltage have bee 
plotted by numerical evaluation of the integrals in equations (14), (15), (27) 
and (22). The waveform for a complete cycle is shown for charging and for ' 
half-cycle for discharging. The close resemblance of the voltage waveforms ti 
square waveforms is again remarkable for higher line voltages. 


Possible Applications 


Apart from their theoretical interest, the results obtained here may hay 
some practical utility. For example it is seen from Figures 11, 12, 15 and 1 
that the voltage waveform approaches (both at charge and discharge) a squa1l 
waveform for comparatively high line voltages, especially in the case of th 
exponential condenser. The effect is best observed at x) = 100, the highest lin 
voltage considered. This, therefore, indicates a simple way of generating squa’ 
waveforms of voltage by the use of non-linearity, provided that the voltag 
applied is not so high as to destroy the inherent non-linearity. 

Figures 10, 11 and 14 and to some extent Figures 9 and 15 show a currer 
which approaches a triangular waveform. At x, = 100, however, in both case 
the departure from the triangular waveform is prominent. At this voltage tl 
current waveform for charging is like a square wave. These may, therefore, I 
utilized to produce current waveforms of the types mentioned. 


for current 
6 for voltage 
A 


2 
5 


Figures 9 and 10 
a voltage at charge; b current at charge; c voltage at discharge; d current at discharge. 


Diagrams showing the voltage and current waveforms for the exponential condenser at charge 
and discharge for x, = 1 and 4 respectively. 
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Figures 11 and 12 
a voltage at charge; d current at charge; c voltage at discharge; d current at discharge. 


Diagrams showing the voltage and current waveforms for the exponential condenser at charge 
and discharge for x, = 10 and 100 respectively. 
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Figures 13 and 14 
a voltage at charge; b current at charge; c voltage at discharge; d current at discharge. 
veforms for the sinh-type condenser at charge and 
discharge for x, = 1 and 4 respectively. 


Diagrams showing the voltage and current wa 
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Figures 15 and 16 
a voltage at charge; b current at charge; c voltage at discharge; d current at discharge. 


Diagrams showing the voltage and current waveforms for the sinh-type condenser at charge and! 
discharge for x, = 10 and 100 respectively. 
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The dependence of the period on the line voltage can probably be used for 
producing frequency modulation, although this will be accompanied by ampli- 
tude modulation. The modulation will not be linear unless the applied voltage 
is small. 
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Zusammenfassung 


MacponaLp [1] hat gezeigt, dass die Kapazität eines Kondensators mit 
einem Halbleiter als Dielektrikum proportional zu 


variieren kann. V bedeutet die über dem Kondensator liegende Spannung, und 

a ist eine Konstante. | | ue 
. Im folgenden wird eine Schaltung untersucht, bei der eine derartige Kapazität 

in Serie zu einer linearen, verlustlosen Induktivität liegt. Eine Methode wird an- 


gegeben, nach der Strom und Spannung als Funktion der Zeit für zwei Fälle 


berechnet werden: ae À 
1. Zur Zeit t — 0 wird die Kapazität über die Induktivität durch einen Span- 


nungsstoss aufgeladen. x Pan | 
2. Die Kapazität ist zur Zeit {= 0 aufgeladen und entlädt sich über die 


Induktivität. | F 
Die Schwingungsdauer, die Spannungsmaxıma über dem Kondensator sowie 


die Maximalwerte des Stromes werden in Abhängigkeit von der angelegten 
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Gleichspannung untersucht. In diesem Zusammenhang wird auf die Möglichkeit 
hingewiesen, einfache Generatoren für rechteckförmige und dreieckförmige Span-| 
nungen herzustellen. Die hier abgeleiteten Ergebnisse werden mit Rechnungerif 
verglichen, die für einen Kondensator ausgeführt wurden, dessen Kapazität wit 
exp(x V) von der Spannung abhängt. Derartige Kapazitäten lassen sich mn 
einem Verstärker grosser Verstärkung, einer kapazitiven Rückkopplung unc 
einem Netzwerk, dessen Ausgangsspannung exponentiell von der Eingangsspani 
nung abhängt, realisieren [6]. 


(Received: November 26, 1956.) 


Über näherungsweise Auflösung von Systemen 
homogener linearer Gleichungen 


Von ALEXANDER OSTROWSKI, Basel?) 


1. Die Lösung des linearen homogenen Systems 


x. (11 


wo S eine n x n-Matrix mit verschwindender Determinante ist und £ als ew 
n-dimensionaler (Zeilen-) Vektor gesucht wird, kann nach den Vorschriften der 
Determinantentheorie ausgeführt werden, entweder durch die Aufstellung 
geeigneter Zeilen von Unterdeterminanten von S oder durch schrittweise Re» 
duktion von S auf eine kanonische Form, in der eine Reihe von Zeilen aus 
lauter Nullen besteht. 

Da aber in der numerischen Praxis sehr oft die Determinante von S nich 
genau verschwindet, sondern nur «sehr klein» ist, ergeben sich dabei gewisss 
Schwierigkeiten und Unsicherheiten, die in zusammenfassenden Darstellunger 
über numerische Behandlung linearer Gleichungen eher nur flüchtig berühr: 
werden. Es dürfte daher der im folgenden mitzuteilende Satz von Interesse 
sein, der eine allgemeine Methode zur Aufstellung solcher «angenäherter Lüi 
sungen» enthält sowie eine Handhabe zur Beurteilung des gemachten Fehler: 
liefert. Wird nämlich anstelle der singulären Matrix S die « gestörte» Matrix 
S + À betrachtet, wo A = (a,,) eine n x n-Matrix mit gegen 0 strebenden 
Elementen a,, ist, so wähle man einen festen n-dimensionalen Vektor n unc 
betrachte die Gleichung 


(SERA) Eee ( 


Verschwindet die Determinante von S + A nicht, so wird dann «im allg 


1) Mathematische Anstalt der Universität Basel. 


= 2 cis 2 & : F 
Vol. VIII, 1957 Auflösung von Systemen homogener linearer Gleichungen 281 


meinen» | £ | ins Unendliche gehen, zugleich wird der normierte Vektor &/| & | 
sich von einem geeigneten Lösungsvektor von (1) um 


Vz) 


uv 


unterscheiden. 


2. Genauer lautet unser Ergebnis wie folgt: 


Satz 1. Es sei S einen x n-Matrix vom Rang n—Rk, 1<k<n—1. Es 
set A = (a,,) einen x n-Matrix mit variablen Elementen a,,,, die gegen 0 streben, 
derart, dass dabei die Determinante von S + A von 0 verschieden ist. Es sein + 0 
ein konstanter Vektor, für den die Gleichung 


SC =n’ (3) 


keine Lösung hat. Dann gibt es zu einem Lösungsvektor & von (2) einen (variablen) 
Lösungsvektor x von (1), derart, dass 


+02 ia.) 4) 


\Ÿ a» 


Pre Srp 


| 
gilt?). 


3. Beweis. Bekanntlich lassen sich zwei nicht singuläre konstante n x n- 
Matrizen B,C derart finden, dass 
10,00 
Bo = = | (5) 
\ O Bask 


gilt, wo O, eine aus lauter Nullen bestehende & x k-Matrix und E, + die Ein- 
heitsmatrix der Ordnung n — ist, während die beiden Matrizen O aus lauter 


Nullen bestehen. Setzen wir dann 


PACA, a, (6) 
Be Thy (7) 

so gehen die Gleichungen (1) und (2) über in 
56-0, (1*) 


(So + A) £5 = Mo - (2*) 


atz dem Vektor n auferlegt wurde, lässt sich bekanntlich 


2) Die Bedingung, die im obigen S 
ullvektoren 


auch so formulieren, dass der Vektor 7 nicht auf der gesamten Schar der linksseitigen N 
enkrecht stehen darf. In der numerischen Praxis lasst sich dieses Kriterium allerdings nur 


von Ss : 
ell fiir 7 nacheinander n linear unabhängige Vektoren 


sehr selten verwenden, so dass man eventu 
einsetzen wird, zum Beispiel die Koordinaten-Einheitsvektoren. 
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a 


Setzen wir dann 
iy = ANNE Éd = lie (8)) 


so gilt nach Voraussetzung des Satzes für ein geeignetes x zwischen 1 und k:} 
Vo le TE k- (9)) 

4. Wir setzen ferner 
en TOC, Velen 0% (10) 


so dass &,=0+ 9 ist. Offenbar ist S)o’=0, S,&,= 0. Um A,£, geeignet dar 
zustellen, führen wir allgemein den der »-ten Kolonne von A, entsprechenden} 
Vektor C, ein, so dass 


Gelee Ren) 


lv? nv 


ist. Dann können wir (2*) in der Form 
SA EC 0 = 1 (11) 


schreiben. Vergleichen wir rechts und links in (11) die x-te Komponente, sa 
folgt 


da x <k ist, und daher 


l= hol VE aol? - (12% 


5. Setzen wir daher für die Norm | A, |, von A,: 


«= Al 192 Lee (13) 
MY 


a za 
[Sol ~ yx 


Dividieren wir nun die rechtsseitige Relation in (11) durch | & | , so ergibt sick 


so folgt wegen (9) 


‚Eee (14: 


x, si 
2 Gene an | 
Bel l8ol os [£o| (Se : (15) 
tel =< || re = | IC | 
kody lee! =, eal ll 2 


und daraus, da D |C,|® =a? ist, nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichun 


v=1 
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wegen (14) 
0 ? |? 
OR ee lo! z 
; : Goll zu leo. eee era 1) us) 
Damit gilt nunmehr 
f= 6 + 0 = 6 + O(|Éo| «) (17) 
6. Aus (17) folgt weiter wegen (7) & = Co’ + Co’, und daher, wenn 
Co’ = | & | a’ gesetzt wird — unter x eine geeignete Lösung von (1) verstanden -, 
| ere Cole le 2 CO tie. lho (18) 
Aus (7) folgt aber 
[Sol =O( S|) , 


so dass aus (18) durch Division mit | £ | endlich 


—— = 7 + O(a) (19) 


olgt. Setzen wir nun 


| Al: = 123 PRE 


RTE 


nd bilden in analoger Weise | B |, und | C |,, so folgt bekanntlich?) aus (6) 


ee 
nd daher für ein konstantes c = | B|,|C |g: 
x =c|A|,. 
ragen wir dies in (19) ein, so ergibt sich die Behauptung (4), und Satz 1 ist 
ewiesen. 


7. Der Vektor x in (4) kann « wesentlich variabel» sein, das heisst braucht 
uch nach geeigneter Normierung nicht gegen einen konstanten Lösungsvektor 
on (1) zu konvergieren. Man betrachte zum Beispiel für u >0, v >0 die 
atrizen 


000 eon 
DS 4 oa wea SA (Ousted 
D I ae rl 


re = (1,1, 1) ergibt sich & = (1/u, 1/v, 1), 


wees 2 en Ei ge nn ze 20) 
[El u v2 1 1 

fr yes Lie gata le ee 
3) Vergleiche zum Beispiel A. OSTROWSKI, Über Normen von Matrizen, Math. Z. 63, pp. 3 und 
3 (1955). 
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Streben nun # und v derart nach 0, dass für geeignete Teilfolgen sowohl w/v >* 
als auch v/u — 0 gilt, so ergeben sich in der Grenze als zugehörige Häufungss 
vektoren von (20) sowohl (1, 0, 0) als auch (0, 1, 0). 


8. In dem obigen Beispiel hängt A analytisch von zwei gegen 0 strebender 
Parametern ab. Handelt es sich dagegen nur um einen analytisch eingehender 
Parameter, so konvergiert x nach geeigneter Normierung in der Tat gege> 
einen konstanten Lösungsvektor von (1) von der Länge 1. Genauer: 


Satz 2. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 seien die a,, analytische Fun 
tionen eines Parameters t, regulär in t= 0. Setzt man dann 


GERT (21 


so gilt für den Vektor x in (4) mit einem geeigneten natürlichen | 
nr =7Tt+O(), (22 
wo t ein konstanter Lösungsvektor von (1) von der Lange ist. 


9. Beweis. Wird (2) aufgelöst, so erhält man für den Vektor &, nach wack 
senden Potenzen von £ entwickelt, 


&= 17 (U- 0) ; (22 


wo U ein von ¢ unabhängiger konstanter Vektor ist. Der Exponent 7 ist hie 
positiv, da | & | ins Unendliche strebt. Daraus folgt weiter 


Le ef (rt + O(t)), (24 


Pre | re. 


| 
wo U/|U|=r gesetzt ist. Andererseits folgt aus unseren Annahmen, das 
ayy = Olt), | A |, = Off) ist; und (22) folgt nunmehr aus (24) und (4). 


10. In der Praxis ist wohl am wichtigsten der Fall, wo A eine skalar 
Matrix ¢ E, und ¢ der « Fehler» des in Betracht kommenden Eigenwerts is3 


Dann ist | A |, = #Vn, so dass der Fehler bei der Bestimmung des zugehörig 
Eigenvektors von der gleichen Grössenordnung ist wie derjenige des Eigenwert: 
Andererseits ist in diesem Falle die natürliche Zahl 7 der Formel (22) gleich : 
sofern S nur lineare Elementarteiler hat, also insbesondere reell-symmetrisc 
oder allgemeiner hermitisch ist. Es folgt dies daraus, dass, wenn der charakte 
ristischen Wurzel 0 von S nur lineare Elementarteiler entsprechen, die Dete 
minante von S + ¢ E für {= 0 eine Nullstelle genau der k-ten Ordnung ha 
während ihre Unterdeterminanten der ersten Ordnung durch #-1, nicht ab 
durch {* teilbar sind. | 
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Ist insbesondere S reell-symmetrisch und { reell, so folgt 
rer = Tsgné + Off). (25) 


Dies liefert in der Praxis die Möglichkeit, die Konvergenz gegen den Vektor t 
zu erhalten, indem man durch Vorzeichenänderung die erste nicht merklich 
gegen 0 konvergierende Komponente von &/| €| durch eventuelle Multiplikation 
mit —1 positiv macht. 


Summary 


If a singular n x n-matrix S is approximated by S + A, an approximation 
Fe a non-trivial solution of SE’ = 0 is obtained from a solution of (S + A) & = n° 
in forming &/| £ |. The vector 7 is here a conveniently chosen constant vector, 


and the érroris, 14 == (a), 


ur 


Eingegangen: 29. Dezember 1956.) 


pannungsfeld der auf den Rand einer elastisch anisotropen 
Halbebene wirkenden Tangentialkraft 


Von Hans H. STADELMAIER, Raleigh, North Carolina, USA?) 


Einleitung 


Das Spannungsfeld einer Normalkraft, die auf eine elastisch anisotrope 
albebene einwirkt, wurde in einer kürzlich erschienenen Arbeit?) beschrieben. 
ie darin gewonnene Lösung gilt für beliebige kristallographische Systeme, 
it der (aus Gründen der mathematischen Vereinfachung eingeführten) Ein- 
chränkung, dass die x- oder y-Achse eine geradzählige Symmetrieachse sein 
uss. Die Übersichtlichkeit des dort gewonnenen Ergebnisses regte zu der 
achfolgenden kleinen Untersuchung an, die den Einfluss einer parallel zum 
Rande verlaufenden Einzellast beschreibt und schliesslich mit dem früheren 
rgebnis zu einer Randlast beliebiger Richtung kombiniert werden kann. 


Problem und Lösung 


Wie man aus dem Lehrbuch von VoicT?) entnehmen kann, lautet bei gerad- 
ähliger Symmetrie der x- oder y-Achse die Differentialgleichung der Span- 


1) Department of Engineering Research, North Carolina State College. 
2) H. H. SranELMAIER, ZAMP 7, 393 (1956). | 
3) W. Vorcr, Lehrbuch der Kristallphysik (Leipzig und Berlin 1910). 


Pre 
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nungsfunktion arg 


Ox? Oy® | 0 


wobei 


a et Sell und dt 
Si4 S44 


und die s’, Elastizitätskoeffizienten in der Voigtschen Bezeichnungsweise sinc 
Der Strich deutet an, dass die Elastizitatskoeffizienten von der Orientierun: | 
zwischen (x, y,z) und den kristallographischen Achsen abhängen. Die anisc 
trope elastische Platte erfülle die Halbebene y 2 0. Die Randbedingunge: 
lauten jetzt 


Tay (% #0; y= 0)=0,  Tangentialkraft P in.(0,0)57 0,60) 02 a 


(1) und (2) werden erfüllt von der nachfolgenden Spannungsfunktion, die 1 
zwei Abschnitte zerfällt : 
Falls a2 > b, 


P by x : 2 
au  .ı zo | er 
— qyarctg- + 2 Ino? à gts) — xing], | 


wobel 


2—-qg—Vat—b, g?=a+Va?—b 
bzw. bei a? < b, 


P 4 } v ’ 
er Lex — s y) arctg— u = Infr#y xs) | 


sy 

RE 3 (31 
y y 

ae Me soa 


— (x + s y) arctg Prey: 


mit 
yi=>(a+Vb), s8=>(-a+V0). 


Für p = g = 1 bzw. 7 = 1, s = 0 geht (3a, b) über in den bekannten Ausdruc 

fiir den isotropen Fall 
P y 

DET ne (33 


Aus der Spannungsfunktion y folgen durch Differentiation die Spannungen 


BRUT RER Joh x y? 

= oat ne OTD Gey yy wR GP 
EE 0°p x x3 

Oy = Oy? Tr. (d ai 9 (x? + p? y?) (x? + q? y?) ? (4: 
a+ DÉC x? y 

teu Gedy — mw PTD arg) | 
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bzw. 
al v4 2 
Oy = ) = > 
TT HSE (esas | re Sure > 
——— = 4b 
Ve Y 5 5 — = = ‘ / 
x 7 [r2 y> 3 (x ES y)? [r? y? + (i LS y)?] ; ( ) 
A = 2 P R x? y 
= Tt y (4 = pre pentes y)?] - 


Für p = g = 1 bzw. y = 1, s = 0 erhält man wieder den bekannten isotropen 

Fall 

= A ie _ 2P x ra N 
ee Saye PET ae qe (eae ge Art 


(4c) 


Transformation auf Polarkoordinaten 


Die Beziehungen y — Rsind, x = Rcos# führen unter Berücksichtigung 
der Transformationseigenschaften der Spannungen zu den Ausdrücken 


cr: (pass = cos ÿ | 1 
RE PTT Sint (ter 8 + pe) (te 0 + @2)  R° | (5a) 
Cp 0 pr = 0 | 
bzw. 
ee cos# | 1 
RT’ sintO[r? + (s — cted)/]fr + (s+ctg6)] R’ | (5b) 
Op = 0-5 Tra = 0. | 
Dies führt fiir = g = 1 bzw. r = 1, s = 0 zum isotropen Fall 
COS: 
De a Pee (9€) 


Wie im Falle der Normalkraft hat man eine reine Radialspannung, welche für 
die beiden früher?) besprochenen Fälle in Figur 1 dargestellt ist. Dazu muss 
man die s/, für die interessierenden Orientierungen in «-Eisen berechnen und 
daraus die p, q bzw. r, s gewinnen. Die Orientierungen sind (unter Angabe der 
Millerschen Indizes derjenigen Kristallachsen, die mit x, y und z zusammen- 


fallen) wie folgt: 
Balsam no 2 00, 
Fall (5b) x- (100), y—(110), z- (110). 


Dafür wird im ersten Fall p = 0,47, g = 2,12 und im zweiten Fall 7 = 0,47, 
s — 0,54. Mit diesen Werten sind die op berechnet. 
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a0° 


/ 60° 
A B 


Figur 1 
Polardiagramm der Spannungen nach Gleichungen (5) fiir Ÿ < 90°. Kurven (a), (b) und (c) ent 
sprechen Fallen a, b und c des Textes. 


Randlast in Schrägrichtung 


Für eine in beliebiger Richtung unter dem Winkel « zur x-Achse (Figur 2? 
wirkende Randlast X gewinnt man das Spannungsfeld durch Superpositio 


KK sine 


Figur 2 
Lage der Winkel Ÿ und a. 


des Feldes der Tangentialkraft K cosx auf das der Normalkraft K sing. Füi 
eine Normallast P hatten wir früher?) gefunden, dass 


ne 1 1 
OR a À q (p = q) sin? # (ctg? 0 ar p?) (ctg?9 rg) are (6 
bzw. 
= 2P dal 2 1 1 
OR = IE (7 rs ) sin? 3 [r? ar (s FE ctg 9)2] [r? ai (s em ctg 9) 2) . RB’ (6 | 
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Damit ergibt sich für die Randlast X 


EG pP q Sin Ÿ sinx + cos Ÿ cosa 1 
Cn = = | = — ES es a 
R a (b + 9) sin? @ (ctg20 + p?) (ctg?8+¢2) R’ ey 
bzw. 
2K a a ini 1 5 
ee K un (? a orne | cos Ÿ cos x ars. 3 (7b) 
TT sind [r? + (s — ctgd)?][r? + (s + cted)?] R 


Für Isotropie (6 = g — 1 bzw. 7 — 1, s = 0) erhält man wieder den bekannten 
Fall 
| DU cos (x — Ÿ) 


oO —4 te 
R IT R 


(7c) 


Betrachtet man den gesamten Nenner in (7a) bzw. (7b) als verzerrten Radius, 
so bemerkt man, dass die Superposition der Spannungen zu Ausdriicken führt, 
die im Gegensatz zum isotropen Fall nicht mehr einfach aus der Differenz der 
Winkel « und # hervorgehen. Dies ist eine Folge der unterschiedlichen Koeffi- 
zienten in Gleichungen (5) und (6). (Die Koeffizienten miissen die angegebene 
Form haben, damit die Randbedingungen erfiillt werden.) 


Diskussion 


Wenn man bedenkt, dass fiir Fall a der Figur 1 die Richtungen maximalen 
Elastizitatsmoduls parallel x und y verlaufen, fiir Fall b dagegen bei # = 55° 
und 125° liegen, so findet man wieder das Prinzip bestatigt, dass die Spannung 
in den elastisch harten Richtungen verstärkt wird. Insbesondere findet man 
für die schrägliegende harte Richtung (Fall b) die maximale Spannung wie- 
derum zwischen der härtesten Richtung und der Richtung der Randkraft. 

Im Problem der Normalkraft wurden für Fall b die Höchstwerte der Span- 
nungen bei #= arcctg(+s) gefunden, also in der Nähe der Minima des 
«reduzierten Radius»®) 

— sind [r? + (s — ctgd)?] pr? + (s + ctg9) 2], 


y (7? + 5?) 


R* = 


während man mit der Tangentialkraft, trotz gleichen Wertes des reduzierten 
Radius, die Maximalspannungen stärker zu der x-Achse geneigt findet. Dies 
erklärt sich daraus, dass die aus 0op/00=0 und ctgÿ = + s abgeleitete 
Bedingung 


EG er 4) EUX 


deren linke Seite ein Mass des Anstiegs an den Stellen 9 = arcctg(+s) ist, 
von den Zahlenwerten für 7 und s mit guter Näherung erfüllt wird. Dagegen 


4) Nur ausnahmsweise wird in einem dem Fall b entsprechenden Beispiel das Minimum des 
reduzierten Radius genau in der durch die Kristallsymmetrie ausgezeichneten ¢111>-Richtung 
liegen, da neben der Symmetrie auch die Zahlenwerte der elastischen Koeffizienten hierfür mitbe- 


stimmend sind. 
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findet man bei der Randbedingung der Tangentialkraft einen entsprechenden 
Ausdruck, der für arcctg (+ s), das heisst 9 < 90°, negativ und für arcctg (— s) )| 
das heisst 9 > 90°, positiv ist. Daraus folgt, dass bei der Randbedingung der! 
Tangentialkraft die Richtung maximaler Spannung grundsätzlich zwischen] 
der Richtung der Randlast und der Richtung des kleinsten reduzierten Radius} 
liegen muss. 

Diese Arbeit wurde gefördert vom Office of Ordnance Research, US Army 
wofür an dieser Stelle gedankt sei. 


Summary 


The stress distribution obtained by solving the two-dimensional problem in ary 
anisotropic medium, with boundary conditions of a concentrated tangential loacı 
acting on the boundary of a semi-infinite plate, is purely radial. The solution ii 
given in closed form and is combined with the solution for a concentrated normay 
load to solve the problem of an inclined force acting on the boundary. 


(Eingegangen: 2. April 1957.) 


Toroidal Oscillations of a Spherical Mass of Viscous 
Conducting Fluid in a Uniform Magnetic Field 


By KEITH STEWARTSON, Bristol, England?) 


1. Introduction 


The torsional oscillations of a highly conducting sphere in a uniforri 
magnetic field have been considered by PLUMPTON and FERRARO [4]2). The} 
showed that if the conductivity o were assumed to be infinite in the governin} 
differential equation but the boundary condition on the surface of the spherj 
appropriate to a finite conductivity retained, then a continuous spectrum cl 
eigenvalues could be obtained. Corresponding to each eigenvalue there was aıl 
oscillation of one shell ot the sphere, formed by rotating a certain line of forcd 
about the axis of symmetry. The continuous spectrum is a novel feature in suc: 
problems and it was suggested by COWLING [1] that this degeneracy may Hi 
removed if a rotating sphere is considered. 

In this paper we show that if the fluid is not quite a perfect conductcd 
then there is only a doubly infinite discrete set of eigenvalues and the co» 
responding oscillations are confined to the immediate vicinity of the axis ¢ 
symmetry. If now o + oo the set remains discrete but becomes singly infinif 


1) University of Bristol, Department of Mathematics. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 297. { 
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and the corresponding oscillations occur only on the axis of symmetry. Any- 
where else in the sphere the fluid is at rest. The effect of a small viscosity is 
also considered and found to be negligible. 


2. General Considerations 


It is supposed that the sphere has centre O, is of radius a and the magnetic 
field imposed is uniform, of strength H, and acts in the direction Oz. If P is 
any point let À denote the distance of P from O, r its distance from O z and 6 
the angle between O z and O P. Further if v, h are the velocity and magnetic 
vectors at P in the disturbed state MAXWELL’S and EULER’S equations reduce to 


= + = curlcurlh = curl(v xh), (2.1) 
Lars (v-grad)v = — = grad + | ceurlAah- » curlcurlv (272) 
ot = (he = ' 4x 0 : » 


divv = divh — 0 (2.3) 


where o is the conductivity in electro-magnetic units, o the (constant) density, 
p the pressure, » the kinematic viscosity and where all body forces save magneto- 
hydrodynamic ones have been neglected. 

We assume that in the disturbed state all perturbed components oscillate 
with the same period 2x/x and are small. For toroidal oscillations therefore, 
symmetrical about O z, we may write, in cylindrical polar coordinates, 


v= (0,7 Qe, 0), h=(0,rhe“, H) (2.4) 


where Q, h are small functions of 7 and z only. The governing equations then 
reduce to # = const, 


: 02 1 07h SO =) 25 
rer er er, (2.5) 

- 0202 3° 0 0202 
: ET oh 02 2 07s 2.6 
AO ee bg lt tn) (2.6) 


There are two boundary conditions at the surface of the sphere R = a. 
First À must be equal to the external irrotational magnetic field induced by 
the motion, and since the potential of this field must be a function of 7 and z 

l 
. h=0 when R=a. (2.7) 


Second the stress across a tangent plane to the surface of the sphere at the 
sphere must be continuous and since it is constant and normal to the plane 
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me 1S Gi 2 


KL ee = ih. 2.8) ) 
2 0 on R=a (2.8) 


The problem is to determine which values of « lead to nonzero values of 2) 
and h satisfying (2. 5)-(2.8). This problem is not easy in general, but greatest 
interest centres on the special case when o is large and » is small. However, if 
we formally let o > oo and y > 0 in (2.5) and (2.6) contradictions are obtained. 
For then the equations reduce to 


tah= HH and «a N = ——.- — (2.9) 
with solution 
Aro)? Q=1A(r) sin(Bz+e), h=A(r) cos(Bz+e) (2.10)} 
where A and & are functions of 7 only, and 4x 9 a? = H? B?. 
First from (2.5) and (2.6) we see that 0/07 and Oh/Or must vanish at 
7 = 0 for allo, v, and z. Hence if 2 and h are not identically equal to zero, they: 


cannot both vanish everywhere on the axis of symmetry. In the limit o > co) 
y — 0 therefore this must also be true implying that 


A(0) +0. (2.18) 
Second, since A = 0 when R = a 


AG) = ONE 7, ce = Dhor 


7 ’ 


and coslß(a- r) "Le =0 218 


where 7, < a is an arbitrary constant. 
This is PLUMPTON and FERRARO’S [4] result that the shells 7 = const oscil 

late independently and we note that it contradicts (2.11) unless 7, = 0. 
Third, since 02/0R = 0 when R = a 


a= 0 OL ge cos(B a+ «)=0 


and (2.13 


vy A'(r) cos(B z+ €) = B A(r) zsin(B z+ 6) | 


where z = (a? — 7?)"?, which contradicts (2.12). 

One reason for these two contradictions is that proceeding to the limii 
of zero viscosity or infinite conductivity or both, the order of the governing 
equation has been depressed by two so that two independent solutions have 
been lost. Although in general they will be negligible when either of » and o- 
are small, they will become important near the surface of the sphere since th 
other two solutions cannot satisfy both boundary conditions. A boundary laye 
will therefore be formed near R = a in which the operator 0/0R will be large te 
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counteract the numerical factors » or o-! in (2.5) and (2.6). The operator 0/00 
on the other hand can only be large in a small region of the surface for other- 
wise the oscillation would be too complicated to be of interest. 
Since if 0/0R is large so is 0/0z, both ix h and ix Q may be neglected in 
(2.5) and (2.6) which then reduce to 
OS deh 4 020 = 
Sale ape H cos + +4nov le (2.14) 
The solution of these equations which is rapidly varying when a — R is small 
positive is 
h=—42(007)'* Q = C() exp | (R — a) ( a)" cos] = h, (2.15) 
\ © 
where C(@) is an arbitrary function of 6. The other rapidly varying solution 
corresponds to a boundary layer just outside the sphere. 

This argument applies equally well whether » or o-1 or both are supposed 
small, provided only that neither is large. We shall now show that if » is small 
the boundary condition 02/0R = 0 is accounted for by a solution of the form 
of (2.15) so that in the limiting case y > 0 it may be neglected. For if v is small 
the slowly varying solutions are found by expanding in powers of v. Let us 
call the leading terms, which satisfy (3.1) below, k, and 2). Then the complete 


solution is 4 
h=h+h, and 422=4272,—h (ear)? (2.16) 


and from the boundary conditions 


hye CO = ee ee (2.17) 
when R = a. Hence 
022 
Hcosdh,+4rov ep = 0 (2.18) 


when R = a, and on proceeding to the limit » > 0 it follows that hy = 0. 

According to this argument therefore the boundary condition on h must be 
satisfied by those solutions of (2.5) and (2.6) which neglect » as a first approxi- 
mation while the condition on 2 introduces a boundary layer in which 09/0R 
falls rapidly to zero on the surface but in which the changes in © and h are 
only O(v o/o)"?. A rapid change in h in a boundary layer near the surface 
would of necessity result in a much more violent change in 09/0R so that if 
a boundary condition is to be lost as » > 0, it must be that on 0Q/0R. 

The solution in (2.13) is therefore incorrect, thus resolving the contra- 
diction between it and (2.12). There remains the contradiction between (2.11) 
and (2.12). This may be resolved if either there is a boundary layer in the 
neighbourhood of 7 = 0 so that the condition A(0) + 0 may be neglected and 
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which leads immediately to PLUMPTON and FERRARO’S result [4], or by requiring | 
that 7, = 0. We shall show in the next section that the second alternative is; 


correct. 
3. Eigenvalues for an Inviscid Conducting Sphere 


In the previous section we showed that if » is small the fluid could be: 
treated as inviscid but having a finite conductivity in determining the eigen-- 
values. Then h satisfies 


NE i æ Ce LEE) m 
— —_ |—___ = DE = == 5 =) Se eet iy =O «| 
Oz? 4: a (>: Ur =| ath = 0 (3.1)) 


and 1-0 when Ra. 
Introduce quasi-elliptic co-ordinates §, 7 where 


io \1/2 2 NU ere 
== — S D = NS S £ 2 
‘ (=) coshé cosy, 2 o =a sinhösinn  (3.2)} 


bis a constant and z = e”'/?. Then the sphere R = a becomes £ = £, where 


ne | eee en 29 de rt Dur RUE 
Mesa, | = ) , provided that 5 = Per ie [ue VE -and 
o \4ze ' 4naf 
07h 0%) 2 H2 
5 + oe 2 tanhé ° = — 3 tany se + see (cosh2 € — cos2y)h=0. | 


Since h = 0 when €= €, the eigenvalues may be found by separating the 


variables. Write 4 
h = X(n) Y( (3.5) 


when 
d2X aX 2162 5 
Pr 3 tany th (c = cos2 n) A=) (3. 6} 
and 
d2Y ay a2 b2 ; | 
dE? = 3 il nhé GE. SIT (5 cosh 2 & — c) y == 0, (3.21 


c being at present an arbitrary constant. 
The boundary condition now becomes 


YO PENVRÈNNEERE 


Further if Y(0) + 0 then X must be an even function of 7 and Y’(0) = 0 sc 
that h and 0h/dz may be continuous at z = 0. If Y(0) = 0 then X must be ar: 
odd function of 7 so that 0h/0z may be continuous at z = 0. Finally X must be 
bounded when n = +x/2. 

First let us consider the equation for X assuming to begin with that « b anc 
c are real. If either X(0) or X’(0) > 0, X must increase steadily in 0 < 7 M 
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where «? b? cos2n, = c, oscillating thereafter but remaining finite as 7 > 2/2. 
In particular if X only oscillates a finite number of times then as «ab +, 
Mo > 7/2. In that case the conditions imposed on X at 7 = 0 imply that, if 
/X(z/2) = 1, whichever of X(0) and X’(0) does not vanish must be exponentially 
small. An approximation to the acceptable values of c and the corresponding 
forms of X as « b > oo will now be found. First of all consider values of 7 near 
æ)2. Let 


n= 3-66)" a 
when ; $ 
eet - 


for finite x where 8a b B = 2 c + a? b?, 

The boundary conditions are that X = 1 when x = 0 and X is exponentially 
small when 7 is small and therefore when x is large. It is now easy to verily. 
that this is only possible if 


B=n+1+0(—,) (3.10) 
where n is an integer. 
The solution is then 
ee) ie (—)" n! ar rn di) 
aS a (n— vir! (+ 1)! Oa BL 


and is valid so long as x = o(« b). 
On the other hand, so long as 


=> (ab) 


is a solution of (3.6) in descending powers of « b may be obtained by JEFFREY’S 
method [2]. Write 
X = F(n) expo b (sinn — 1) 
and substitute into (3.6) assuming that F is a slowly varying function of 7. 
The first approximation gives 
cos?” 7 
Fo ICH singer? (8212) 
These two solutions (3.11) and (3.12) overlap and may be combined into one on 
writing 
x = 24 b (1 —sinr) 
‘instead of (3.8), viz. 


22n+2 expa b (sinn — 1) "(—-)rn! [2% (1 — siny)]" ; 
(sinn) UE pay (n—v)!7r! (y + 1)! . (413) 


Mies 


RS 
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Since this solution is exponentially small when n = 0 it follows that only! 
very small multiples of that solution of (3.6) which is exponentially large need 
be added to it to make either X(0) or X’(0) vanish. Since an addition of that: 
kind is made by altering the value of c we conclude that to the order of the» 
approximation there are both odd and even solutions of (3.6) bounded at 
n =7x/2 when 


a2 b2 
D 2% 


+ 4 (n +1) «+ O(1). (3.14) 


Ci 


A similar result is known for Mathieu functions, and the reader is referred to 
[3] for details. 

Second let us consider the equation for Y where c is given by (3.14) and 
either Y(0) or Y’(0) = 0. Since only o determines the order of magnitudes of 
the parameters &,=0O(b-!) we may expand (3.7) in powers of &, retaining only; 
the leading terms, and obtaining 


a + (a2 ht 400 (w+ 1) Y =O(Y a2 be), (3.15)) 
whence | | 
AP lu ea (3.16) 


where A and & are constants. 
Hence from the boundary conditions 


Ela? b — 40 b (n+ DE =“ +08) (3.17) 


where m is an integer. 

Although (3.17) has been obtained on the assumption that « b is real we: 
may now appeal to the theory of analytic continuation to extend it to the: 
values given in (3.3) provided only that we avoid « = 0. It then follows that 
when o is large 


om m fui | m? H \H4 
2a 2a \4x0a*%oa?| 


(1.09 +0() (3.18) 


where m and n are integers. 

For finite values of m and n the oscillation is confined to the immediate: 
neighbourhood of the axis of symmetry being negligible at distances O(o—1/) 
from it. Hence in the limit o + oo the disturbance is confined to the axis of! 
symmetry so that the criterion (2.11) is of equal importance to the condition: 
h = 0 when R= a. 

When o is large and n is finite (3.18) shows that the oscillations have a. 
damping factor O(o="?). It is possible to obtain solutions in which the oscillation: 
is not confined to the neighbourhood of the axes but only if n — O(o'*) from! 
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(3.14) and (3.3). In these cases however the time of decay is O(a/m H) which 
is of the same order as the period of oscillation. 
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Zusammenfassung 


Es werden die toroidalen Schwingungen einer flüssigen Kugel in einem kon- 
stanten Magnetfeld betrachtet. Nach [2] ist bekannt, dass das Spektrum der 
Eigenwerte für vollkommen leitende Flüssigkeit kontinuierlich ist. Hier wird 
aufgezeigt, dass für endliche Leitfähigkeit ein diskretes Spektrum entsteht und 
dass der diskrete Charakter erhalten bleibt, wenn die Leitfähigkeit nach Unend- 
lich strebt. In diesem Grenzfall konzentriert sich die Schwingung auf die Sym- 
metrieachse. 


(Received: December 22, 1956.) 
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Résolution systématique de problèmes aux limites linéaires 


Par Paut BURGAT, Neuchâtel 


1. Introduction 


Dans un précédent travail [1]'), j'ai indiqué la transformation fonctionnelle 
appropriée à la résolution, dans un intervalle fini, de problèmes constitués par 
une équation différentielle du n-ieme ordre et n conditions aux limites générales, 
linéairement indépendantes, et donné la solution sous la forme d’une série de 
fonctions propres. 

Rappelons quelques résultats relatifs au 2° ordre. 

La méthode appliquée au problème 


y"+ry=f(r); «1 ¥(0) +02 9(0) =, Bay) + Ay) = B 


[f(x), fonction généralement continue; r, les « et les B sont des constantes réelles; 
(of + 03) (BE + BE) + 0; oy Me <0; B3 By 2 0] conduit a 


oo 
: LES +. | a, SIN@; X — > Wz COS ©; #) (1) 
ve a | 0; B) Ax} (&ı k 2 Vz k 


1) Les chiffres entre crochets renvoient à la Bibliographie, page 302. 
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t N as we — af 
a N, = (09 + © 0) — 2b Un 2 wy) = MSI Dre 
: . 4 wy 
2 
(x? + of w) I a (to By — % Ba) (oo Pa O% — Da Bs) 
Se Nala ENS oe ras 2 PEL Re ) 
2 2 (Bi + Pi w%) 
%, Sin Mp l — à Wy COS Wy 1 a, COS Mz 1 + & Wy SIN My L 
= array = = - = = == 
Pa Or Bs 
et 
l 
Je à . 2 a 
A, = Re / HE) (a, sin wy € — % wz cos mw, &) dé; 
k = 


les w, sont les racines positives de l’&quation 


ee) ß hy Bs 1 
cotg ol = — ee o + eee ae (2) 
; . & By — a Pa a Bs — &ı Pa © 
Quando; =P,; 0 = B, = i), la série écrite plus haut doit etre precedg 
du terme 


l 
#5 al à 
IE Der Hg) dé 


Cas particuliers 


VON x, Yb) = py A = EE 3 [x — (—1)* B] — 44] sink + x; 


1 = 
RT y (3) 
l 
1 + E FR de 
ee He)sina eds 
0 
1 _ = i 
y'(0) = & YU) = B: v= SE — 
74 T \2 
i (45) — ? 


k 
Ha 
o 
| 
| = 
ES 
=, 
— 
LE 
D 
Str 
RS 
Ca 
| 
| 
' 
Si, 
Se 
= 
Lu 
Q 
©) 
un 
=a 
ca 
| 
re 
Q 
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nn 
a 
tt 
= 
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y(0) =, 7’) = B: ya 
1 


bn 


~ 


( ÈC En) EEE (=1)*2 ß) —4;| sin(% = 


Di A TU re 
A= sal f(£) sin (A =, ei Edé. 
0 
Remarque. Les séries ont pour somme y en tout point de l’intervalle ouvert 
(0, 2). Si &, PB, + 0, elles représentent la solution sur (0, /). 


2. Equations aux dérivées partielles 


Soit à résoudre un problème aux limites à deux variables indépendantes, 
l’une d'elles variant sur un segment, l’autre étant le temps ou, plus généralement, 
une variable parcourant l'intervalle (0, + ©)?). 

Habituellement, on commence par appliquer la transformation de LAPLACE; 
on obtient un problème aux limites à une seule variable indépendante que l'on 
résout. La solution constitue la transformée de LAPLACE du problème proposé; 
on termine par une inversion. 

Si ce procédé ne convient pas, soit que les calculs conduisent, lors de l’inver- 
sion, à des contours d'intégration compliqués [2], soit que les conditions initiales 
requises pour l'emploi de la transformation de LAPLACE ne figurent pas toutes 
dans le problème donné [3], on utilise une transformation de FOURIER. 

Les développements rappelés dans le premier paragraphe rendent ces distinc- 
tions inutiles et permettent d'opérer uniformément. 

On transforme d'abord le problème proposé par la transformation de LAPLACE; 
on écrit ensuite immédiatement, sous forme d'une série de fonctions propres, la 
solution du nouveau problème; la solution cherchée s'en déduit facilement. 

Outre la simplicité et la rapidité, les principaux avantages de cette méthode 
sont les suivants: 

a) Elle convient parfaitement à l'intégration des équations dont le second 
membre est une fonction généralement continue — de telles équations se présentent 
fréquemment dans les applications — contrairement aux méthodes qui exigent le 
calcul d’une intégrale générale. 

b) Aucun recours à la théorie des résidus d’où absence des difficultés éven- 
tuelles signalées plus haut; on reste dans le domaine des variables réelles. 

c) Il n’est pas nécessaire de réduire préalablement les problèmes comple- 


tement non homogènes à des problèmes semi-homogènes. 


3. Exemples 


Les deux exemples que nous avons choisis présentent chacun une particu- 
larité: dans le premier, l'équation transformée contient une fonction non donnée 
dans le problème proposé; les fonctions propres qui interviennent dans le second 


exemple ne sont pas orthogonales. | 
- On trouvera dans [1] une application à l'équation de la chaleur. 


2) La méthode peut être étendue au cas de plus de deux variables indépendantes. 
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a) Soit U(x, y) un potentiel ou une température indépendante du temps 
(équilibre thermique) satisfaisant à l'équation et aux conditions suivantes: 


eu u 
dx? | dy? 


F(x) , 
‚im U(x, 9) = G(x) (0 <x <)), 


\U(4,y)| <M (0 <x<lI,y=0), 


lim [oe U) Ola Ar 
+ 


—<— 


i (y > 0) 
Jim BU v) + Ba Us = Be | 


où A, Bet M sont des constantes; (a? +) (63 + Pi) + 0, a, a, € 0, Ps Pa = 
et «,, Bs non tous deux nuls, par hypothèse. 
L'application de la transformation de LAPLACE donne, 


si l’on pose 
Es = HE 8) ee A = lim U,(x, y) 
> 
uw" + siu=s G(x) + H(x) + ane 


’ 


oe, u(0, 5) 7, w(0, s) = = 


’ 


Bo ull, s) + Ba w‘ll, s) = 
On a (1) 


oo 1 [ Op N ss 
= ER : 
u 2 em (A ee B) 5 Hr | 


X (a, SiN m, X — a Wy COS Wy X); 
Wy, N, et 0%, Voir page 298; 


1 
1 


= on (a, Sin, Ë = % ©. cos wy €)d& (T=F,G,H). 
0 


Te 


Le problème transformé ne peut avoir une solution pour s = y (Rk = 1, 2,7) quest 


| OK, 1 F 
Jae (4-0 B G, — H & = 
\N, ( 0x B) ar k ke - Iren 0. 
Cette condition détermine H, (non donné): 
A—o,B 
i, = SE Op Gr — 2h; > 
kh IE 
de sorte que 


1 [ On On — S 


x (a, SIN, X — à, ©, COS @; x) | 


Vol. VIII, 1957 Kurze Mitteilungen — Brief Reports - Communications brèves 301 


U(x, y) - 5 


1 \ 


dx N ale nr 
D er Sg où 
Es: ( 0x B) i) AR} + Gre x | 


d’où 


x (x, Sin Wy, X — & Wy COS y X). 


Cas particulier [voir aussi (3)] 


Ce = Bs = 1, w= Pa AO A0 GR) = Galconstante): 


© f f 
: ka fag AUS Dale (1) 
U(x, y) = = (—1)*-1 B à Fi 2 a Fi LE = ) vr] sink 7 X . 
- 2 | 
| Ken La | 
Comme 
R ee 
x 4 - sin Fr ca 
a sin A x 
= ey (—1)É 1 RU 
arctg Eu: ay =a" sink , len sl), 
1+a COST 32 1 
IU 
2asin— x co 
l EE : J 
arctg Ten en af sink T alas € 
1 
on a aussi 
[ee (a/l)y E 
Be e sın x 3 Dae sin is 
VON — arctg - - + - arctg— 
1 7 7 x = —2(z/l) 4 
ee Pad 


b) Vibrations longitudinales d'une barre de longueur / et de section constante 4. 
t concentrée à l’autre extrémité. Ini- 


L’extrémité x = 0 est fixe; une masse m es 
tialement, la barre est au repos sous l’action d’une force de traction 2 = Ay et 


à l'instant {= 0, on supprime brusquement F [4]. 
Le déplacement longitudinal U(x, t) d’une section transversale de la barre, 


pendant la vibration, satisfait à 


U(x,0)= 2, Ux, 0)= 0, 


U(0,t)=0, mU,,(,t) = —EA U,{i). 
L’application de la transformation de LapLace donne, si 2 { U(x, t)} = u(x, Si 
; Se ge 
ER 
u(0,s)=0, msuls)+EAwl,s)=s LER 
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Le probleme associé [1] est 


MIS U = OÙ A0, 5) = 07 mus eH RES EUR 


les conditions aux limites contiennent le paramètre s. 
On liera w et s par l'égalité w? = — s?/a? de sorte que l'équation caracteristiqua 

(2) devient 
m a? 


COS ON Ft (4 


Les fonctions propres sin «w, x ne sont pas orthogonales au sens habituel du terma 

mais 
l 
E ma: . . a 
/ sin o, €sinw,; € d& + EA Sn Isinw;l=0 (1 +7). 
6 

La theorie établie dans le cas des fonctions orthogonales [1] reste valable « 
condition de remplacer les intégrales donnant a, et N, par les intégrales d 
STIBENNES: 


1 
z 1 | f : na. 2 | 
a — ET | / y(&) sin wy Ë d& + EA y(l) sin 7 | : 
À k 0 
1 
(ge rh We ene 
NS) = | sin? wm, € d& + BA sin?o,/. 
F y 
On a (1) 
| 1 
1 ale ni Sr re 
= = > a ak = RTC) | mi wy Oy + Zi Esinw, EdE!sinw, # 
k 0 
ou 
(Ss 1 sin 2 w;, l mar: I sin 2 
RUE RAS a na | ox 1 
2 4 ©; EA 2 4 ©} 


per cos oz 1 
Oy = m aD oR 
Par suite 
AT sin &@y I 
U A, t == = Nie eu k e 
oe E — 0, (2 mpl + sin2 a) COS a Op SIN wy % 
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Summary 


Laplace transformation does not seem to be well adapted to the solving of 
certain boundary problems in partial differential equations for two reasons : 
(1) the transformed equation involves a function which is not given in the problem, 
(2) the inversion leads to rather complicated contour integrals [2]. 

We show that even in these cases Laplace transformation is suitable: thanks 
to the results obtained in a precedent work [1] and partially recalled in the first 
paragraph of this paper, we find the solution very easily and quickly; we remain 
in the real domain. 


(Recu: le 26 novembre 1956.) 


Einise Bemerkungen zu M. Hanin und M. Reiner: 
‘On Isotropic Tensor-Functions and the Measure of Deformation’') 


Von HANSWALTER GIESEKUS, Leverkusen, Deutschland?) 


Zu 5: Das von Hanın und REINER entwickelte und in Abschnitt 5 zur Ablei- 
tung einer Tensorformel für das Hencky-Mass benutzte Verfahren ist zwar von 
grosser Allgemeinheit, doch kann man in dem vorliegenden Fall den Beweis der 
Formel (6. 1) wesentlich einfacher auf direktem Wege führen. Man geht dazu 
von der für symmetrische Tensoren mit positiven Hauptwerten eindeutig defi- 


nierten Formel 
A 


in A= | a da 


1 


aus, wobei das Integral als Parameterintegral aufzufassen ist?), und formt hierin 
den Integranden mit Hilfe der Cayley-Hamilton-Gleichung um zu 


1 I WT 
= = Le Pa a bte a 1 
Fe ie il ya 
so dass sich 
= A I À II 
i 1 5 a N a 
PT NES à. Le ee 1 
In A =! on a° - da / Im a da a Gi da 
1 1 1 


ergibt. Setzt man nun speziell ; 
a=1- 26e, 
A : 
wobei für die Invarianten I, II und III von 2 e die folgenden Beziehungen gelten: 
Iie ce Sh eee MWe =—3-2els 0211, III, = 1 —-01+0?11 —oIfI, 
. a 3 


1) Siehe ZAMP 7, 377-93 (1956). 


2) Farbenfabriken Bayer AG. | ie 2 | 
3) Der Kürze halber verwenden wir hier die indizesfreie symbolische Schreibweise, bezeichnen 


Tensoren durch halbfette Buchstaben und das innere Produkt zweier Tensoren durch einen Punkt. 
Im übrigen schliessen wir uns jedoch ganz der Bezeichnungsweise von HANIN und REINER an. 
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und integriert über den skalaren Parameter o von 0 bis 1, so folgt wegen 


2 A H A 
dee eA Se ne Se eee) 
unmittelbar 
1 A A\2 1 4 A 
ae f 2e-(1-20e) 2@-(1-20e)(3-ol) „ 
a I[r&@20- II JT = or fo ll os 
0 0 


1 
-f Ze Ce older in 


YA tn = ul de. 
0 


ANSE 5p, 
Nach Ausmultiplizieren der Klammern, Umwandlung von (2 e) mit Hilfe de 
? 


Cayley-Hamilton-Gleichung und Ordnen nach Potenzen von € erhält man 
daraus dann leicht die Gleichung (6.1) von Hann und REINER. 

Man kann diese Formeln für die praktische Anwendung noch brauchbare» 
machen, wenn man die Integrale in allgemeiner Form auswertet. Das erfordertf 
eine Partialbruchzerlegung und setzt somit die Kenntnis der Wurzeln des aller 
drei Integralen gemeinsamen Nennerpolynoms voraus. Das Problem der Bes 


rechnung dieser Wurzeln ist aber der Bestimmung der Hauptwerte e,, e, und e 


AA Te : 
des Tensors e äquivalent, denn es gilt: 


1—o14o2ll — ot ill = "til (- 5.) (o- 5 ) (e = ). 
Die; ey 2 es 


Damit erhält man nach dem bekannten Verfahren im Falle, dass alle Haupt 
werte verschieden gross sind, fiir die drei Koeffizienten des Tensor-Polynomss 


€,e ee 
F, = | 23 = ina = 2e = Ines 
. (ei — €2) (es — &3) ( 1 (es — &ı) (ex — &;) és) 
ey € 


ais 
| 


(e3 — €) (e3 — &,) u 5 | , 


a Le be ap M = 24) 
Gamay Ga Mi 20) 
RS ral = se ul SE zy nt — 20) 
| res = sr 5 In(1 — 2 es). 


Sind zwei Hauptwerte gleich, zum Beispiel e, = e,, so ergibt sich statt dessen: 


e 6, (2 &, — @,) 2 
= = In(1 — 2 RE ee LA Eh eee li 62 
bras Pur eee ee ane 
e e 
F, = —*__In(l —2e > Intl —@ pels 
; (e1 — 6)? ( 1 (e, — e,)? 2 (e, — &) (1 — 2 Co) 
1 1 
F, = In (1 2s In (1 - | 
Be en a nee RS RE | 
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Für den, physikalisch gesehen, allerdings trivialen Fall, dass alle drei Hauptwerte 


gleich sind, findet man, wie nur aus Gründen der Vollständigkeit mitgeteilt sei: 
6 e% — 2e, 1—4e 1 
re =. = mie FE = = 1 F. = 

(1 — 2e,)? 5 


i In (1 2ve;) eur R 5 a De: h 


Man erkennt aus dieser Entwicklung deutlich, worin der Vorteil des Hanin- 
Reïinerschen Verfahrens vor dem klassischen Verfahren zur Berechnung von 


À A 
Tensorfunktionen besteht: Zwar muss man nach wie vor die Hauptwerte von e 
bestimmen, doch erspart man sich die im allgemeinen ziemlich mühsame Aus- 


À A meee À 
rechnung der Transformationsmatrix, welche e auf Diagonalform bringt. 


Zu 7: Der Deformationsgeschwindigkeits-Tensor f,, = (v,,, + Us,,)/2 stellt ein 
strenges, und zwar im wesentlichen das einzige transformationsinvariante Mass für 
die Deformationsgeschwindigkeit dar und ist keineswegs nur durch «premature 
linearization » zu gewinnen. Dieser Tensor beschreibt nämlich genau die relative 
zeitliche Änderung des infinitesimalen Abstandes zweier körperfester Punkte. Im 
Gegensatz dazu ist die zeitliche Ableitung des Henckyschen Deformationstensors 
im allgemeinen kein Mass für die Deformationsgeschwindigkeit. Nur im Falle 
einer rotationsfreien Strömung werden — wenn man noch in bestimmter Weise 
über das Koordinatensystem verfügt — beide Tensoren identisch. Letzteres gilt 
zum Beispiel für das von Hanın und REINER auf Seite 391 angeführte Beispiel 
eines eindimensionalen Strömungsvorganges, wie man anhand der dort gege- 
benen Formeln leicht verifizieren kann. 

Wegen einer allgemeinen Begründung dieser Behauptungen muss auf die 
Literatur verwiesen werden (vgl. zum Beispiel OLprovD [1]?), RIVLIN und ERICK- 
SEN [2], sowie TRUESDELL [3]). Doch soll an dieser Stelle der Sachverhalt wenig- 
stens an einem einfachen Beispiel anschaulich gemacht werden. Wir wählen dafür 
das in obiger Arbeit auf den Seiten 389-390 behandelte Beispiel der einfachen 
Schubdeformation («simple shear») und setzen darin S=gt ein. Dann liegt der 
Fall einer stationären Scherströmung vor. Der Deformationsgeschwindigkeits- 
Tensor lautet dafür: 


Fe 
q 
hrs = | 0 0 Aue 
0 1 0 


während sich für die zeitliche Ableitung des Hencky-Masses gemäss Gleichung 
(6.13) ein Ausdruck von der Form 


Do 50,0 sell Sp ine Sal 
Mr | Cle ee 0 10 10 + 
hp 8° 2 | 2 | | 

OT 201) jo 0 —1| 


ergibt. Hier stimmt der erste Term mit f,, überein, alle folgenden jedoch enthalten 
die Zeit ¢ explizit. Da aber für einen stationären Vorgang ¢ nur bis auf eine will- 


kürliche Konstante bestimmt ist, so kann de, [dt unmöglich zur Beschreibung 


eines solchen Vorganges dienen. 

Man kann den diesbezüglichen Überlegungen von HANIN und REINER nur so 
einen Sinn abgewinnen, dass man in obigem Ausdruck anstelle von ? eine Kon- 
stante mit der Dimension einer Zeit r, das heisst eine Art Relaxationszeit ein- 


4) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 306. 


ZAMP VIII/20 


NO 
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führt. Anschaulich liegt dem dann folgende Hypothese zugrunde: Das betrach 
tete Material soll bei einer stationären Strömung (bei der Deformations- unc 
Rückbildungsvorgänge im Gleichgewicht sind) das gleiche Spannungsverhalteı 
zeigen wie im Augenblick einer momentan ausgeübten Deformation von de> 
Grösse S=gr. Dadurch wird indessen nur eine recht spezielle Klasse von 
Flüssigkeiten erfasst; sie scheint wenigstens in erster Näherung mit der von 
Fromm [4] und pEWitTT [5] postulierten verallgemeinerten Maxwell-Flüssigkeii 
übereinzustimmen. Solche Flüssigkeiten haben in der Tat keine Querviskositäi 
(«cross viscosity »), sind aber bekanntlich keineswegs unelastisch. Auch zeigen sid 
nicht den beschriebenen Zentripetal-Pump-Effekt, sondern vielmehr einen Zentrii 
fugal-Effekt. Dies folgt aus [6], wo gezeigt wird, dass für das Auftreten des Zentri if 
petal-Pump-Effekts (dort Torsions-Quéreffekt genannt) eine Ungleichung der 
Form 3 Mo — £, > 0 erfüllt sein muss, wobei No den Grenzwert der Querviskositat 


Q . . . . .. ~~ : . .. 
und £, denjenigen der ersten « Drehviskositäts-Funktion » bedeuten. Diese Grôsseri 
sind für eine Fromm-deWitt-Flüssigkeit mit der «Viskosität» uw, aber durch] 
Ho = 0, & = mr gegeben, so dass obiger Ausdruck negativ wird. 


EITBERATURVERZEICHNTS 


i) 12@,07920,9,,REroC21L042502, 41020055323, W350): 

IR SRI un IE MER ICERSEN Stat Mech) Anal 323) (955). 

INC TRUESDELL, JhratMech Analy7,=1257(1952), insbesondere 5.150152 
] H. Fromm, Ing.-Arch. 4, 452 (1933); Z. angew. Math. Mech. 28, 43 (1948). 
1 T. W. DEWITT, J. appl. Phys. 20, 889 (1955). 


6) H. GIESEKUS, erscheint demnächst in Kolloid-Z. 
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Summary 


A simplified proof is given of the Hanin-Reiner formula for the Henckv 
measure of deformation, and the integrals of this formula are calculated. In the 
second part the author shows that, for the particular case of simple shear flow, 
the rate of the Hencky measure is not suitable for the description of the rate © 
deformation. 


(Eingegangen: 8. Januar 1957.) 


Comments on the Preceding Paper 


We are grateful to Dr. GIESEKUS for his interesting remarks. Regarding § 55 
we appreciate his simple derivation of our equation (6. 1). However, with regarc 
to his further development, if the principal values e,, e,,e, of the tensor ar 
known (but they are in general not known), all other functions of this tenson 
are also known, and therefore all measures can be defined. The detailed evaluatior 
of the integrals, therefore, does not help. 

With regard to § 7, we still regard the classical f,,, as one possible flow tensor 
but not the only one. Actually if f,, is an invariant measure, any properly con: 
structed function of f,, will also be a measure. M. Hanin and M. REINER 


(Received: April 15, 1957.) | 
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Note on a Direct Method of Solving Problems of Elastic Plates with 
Circular Boundaries Having Prescribed Displacement 


By BIBHUTIBHUSAN SEN, Calcutta, India!) 


Introduction 


In a previous paper [2]?), a direct method of solving the first boundary value 
problem of elasticity connected with plates having a straight or circular boundary 
was discussed by the author. The object of this note is to deduce a direct method 
of solving the corresponding problems of circular holes in an elastic plate of iso- 
tropic material with displacements pre-scribed on the edge. To illustrate the method 
the problem of deformation in an infinite isotropic plate due to a nucleus in the 
form of a centre of dilatation at a finite distance from the hole is solved, it being 
assumed that the edge of the hole is rigidly fixed. 


1. Method of Solution 


We take u and v to be the components of displacement along the rectangular 
axes OX, OY, and suppose that they are independent of the coordinate Z. Assum- 
ing further that the Z-component of displacement is zero, we get in the absence 
of body forces the equations of equilibrium 


il br) On 
Bay A) = zer : / IS 
2) et mb fie) 
where Ja 92 
Ou Ov Yu ig) = 
Ct fg ae Oye 


and o = Poisson’s ratio (which takes a modified form in the case of generalized 
plane stress). 
A being a harmonic function, we can put 
A= Re@(z) , (122) 


in which Re denotes the real part, z=#+1 and @(z) is an analytic function 


of z to be determined. | 
If the boundary of the circle ber = a, it can be easily found that the solutions 


of the equations (1.1) can be expressed as 


1 D(z) | 
= gg Bella! 7 + Relg,(2)] . 
mie leas “ Bet (1.3) 
om eg Bellet SEA] + Rete | 
In the above expressions g,(z) and g,(z) are analytic functions of z such that 
(Reg, (z)],-, = (Ml, [Reg = lo: (1.4) 


1) Jadavpur University. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 309. 
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From the given values of # and v on the circular boundary, it is possible in 
general to obtain the functions g,(z) and g,(z). From (1.2) we have 


Ou Ov 
A = Ben = 1.3 
Re[®(z)] = A ae == dy : (1.5) 


Calculating the values of du/dx and Ov/öy from (1.3) we find that the above 
result is satisfied if we take 


- [gi(2) + g3(z)] ; (1.6) 


primes indicating that the functions have been differentiated with respect to 2. 
Since g,(z) and g,(z) are supposed to be-known, the value of ®(z:) is given by 
(1.6) and hence from (1.3), # and v are completely determined. 


2. Example 


Suppose in an infinite plate, there is a centre of dilatation in the form of ag 
nucleus of thermo-elastic strain at a point A(c, 0), c being greater than the radius 
a of the hole. The boundary of the hole is supposed to be rigidly fixed. Compo- 
nents of displacement due to such a nucleus are [1] 

0 


Ô { 
Wn = AT (os RTE ip (log7,) , (2. 1¥ 


where k is a known constant and 
n= (x — c)? + y?. (2:88 


Let B be the inverse point of A with respect to the circle, and R,, R,, the distances 
of a point P on the circle from A and B respectively. Then 


X — C a? [x —c k Zz 
al = Be] 
Cal, a Ye Mai 6% R3 JSr=a c ne z — a?/c}Ir=a 
2.8) 
Sn y GP || ay k ee | 
[v =f 5 k — = seu. ee 
ee. | 
If the circular boundary of the hole be rigidly fixed, we are to find wy, v, from 


(1.3) such that 


; Ps (2.41 

Thus we can put in (1.3) 
aa= [+ |, wees 2 m]: 28 
Hence from (1.6) ee 1 | 
PTT en 2. 


Substituting the values of ®(z), g,(z) and g,(z) from (2.6) and (2.5) into (1.3) 
we get u, and v,. Values of displacement will then be given by | 


U—= VU TU, VU, EU. (2.21 
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bY 


A circular hole with fixed edge in an infinite plate. 


REFERENCES 
[1] J. N. GooDiEr, Phil. Mag. 23, 1017 (1937). 
12] B. Sen, Proc. Roy. Soe., Lond. [A] 787, 87 (1946). 


Zusammenfassung 


Zweck dieser Mitteilung ist die Herleitung einer direkten Methode für die 
Lösung des zweiten Randwertproblems in einer elastischen Scheibe mit kreis- 
förmiger Begrenzung. Zur Veranschaulichung der Methode wird das Problem der 
unendlichen Scheibe mit einer thermoelastischen Verzerrungsquelle in endlichem 
Abstand von einem kreisférmigen Loch mit fixiertem Rand gelost. 


(Received: February 4, 1957.) 


Elementare Fille des Dirichletschen Problems 
fiir elliptische Gebiete der Ebene 


Von Véccav VODICkA, Pilsen, CSR 


Es ist nicht allgemein bekannt, dass und wie sich manche interessante Pro- 
bleme der Laplaceschen Gleichung auf ganz elementarem Wege lésen lassen. Das 
zugehôrige Verfahren soll hier fiir den Fall spezieller Bedingungen auf der 
Peripherie eines elliptischen Grundgebietes durchgeführt werden. 


1. Problemstellung. Es sei f(x, y) ein Polynom vom beliebigen Grade # = 0. 
Man fragt nach der Lösung u(¥, y) der Potentialaufgabe: 
d?u d?u 5 ; 
— = = Gebiete b?x2+a2y2— a?b? 50, 
Au az _ TE im y | (1) 
u(x, y) = f(x, y) aut der Ellipse 02 %?+ a? y?— a?b*=0. | 


2. Lösung. Die Grundlage zur elementaren Behandlung unseres Problems 
bilden zwei bekannte Sätze der Algebra, die wir ohne Beweis in einer für fol- 
gende Zwecke passenden Form aussprechen wollen. 


1, py 


1, Pi(Pen): G1(Pen), Dan); 92(Po n); 5 Dat In(Pan): Te 
Pao) Gi(Pan+a)s Pa(Pon+a) dal Pogah)tees Pa Panini): Gull ancean HP: 
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Satz 1. Ein Polynom (x, y) n-ten Grades hat dann und nur dann überall auf! 
der Ellipse b? x? + a? y? — a? b?= 0 den Wert Null, wenn 


Pr, y)=.lb? a* + a2 yt ab); (2) 


hierbei ist w(x, y) beliebiges Polynom vom Grade n— 2, falls n= 2 und | 
p(x, y) = 0 für n < 1. 

Satz 2. Weiss man, dass ein Polynom g(x, y) n-ten Grades (n = 0) mit der 
ganzen rationalen Funktion b? x? + a? y? — a? b® mindestens 2 n + 1 verschiedene 
Nullstellen gemeinsam hat, so ist p(x, y) = 0 überall auf der Ellipse 


AE 


242+ a? y?— a?b?=0, 


und nach Satz 1 lässt sich dann p(x, y) in der Form (2) ausdrücken. 


Mit einer Nullstelle irgendeiner Funktion F(x, y) meinen wir natürlich jedes ; 
Zahlenpaar (x, y) mit der Eigenschaft F(x, y) = 0. 

Nunmehr kehren wir wieder zum Problem (1) zurück und setzen die Lösung 
u(x, y) mit noch unbekannten 2» + 1 Koeffizienten yo, y», yy (vy = 1, 2, 3, ... , #) 
in der Form 


u(x, 9) = Yo + DT Bla, 9) + yo Gls, VI] (3): 


die durch LES = 

(x + 5 y) = polx, y) +i glx, y) (3-2)) 

definierten harmonischen Grundpolynome, und [r] bedeutet ganz allgemein den) 

ganzen Teil der Zahl r. 

Die Beiwerte y aus (3) bestimmen sich nun einfach aus dem linearen Glei-- 
chungssystem 

N 

ur, Vs) = Vo + D Ts Dors y) + ps Dors, Val = Many) (6 = 1, 2, , 2n +1), 

v=1 


worin (x,, V;); Ss = 1, 2,..., 2 n + 1 beliebige untereinander verschiedene Punkte 
der Ellipse b? x? + a? y? — a? b? = 0 sind. In allen praktisch wichtigen Fällen 
sind die (x,, y,) immer so wählbar, dass die Beziehungen (4) und damit auch alle: 
folgenden Rechnungen verhältnismässig einfach ausfallen. 

Es ist leicht einzusehen, dass die Gleichungen (4) lösbar sind, und das Ergebnis: 
der Einsetzung der daraus berechneten Werte y in (3) schreibt sich dann in Form 
der Determinantengleichung 


(x, 9), gr, y), Pal, 7), Galt, y), +, paix, ¥), Mir, y), U(x, y) 
(Pi), A(Pı), Po(P), qga(P), Dr (Pi), Init); 1(P) 
(Po), qi(P2), Po(P:), 92(Po), u Pr(Pa)s An(P2), Î(P3) 


COT AE SCO SONO ECTS SO CO PE A EC PO NU MOD OR ODA isu SOM Can, DD D CU ROUE Deg O0 à 
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Natürlich ist hierbei 
pı(P,) En Pr, Vs) ’ qv(P) = CHER Vs) , ES) == HE ve) . 


Dass die durch (5) dargestellte Funktion w(x, y) wirklich die gesuchte Lösung 
angibt, sieht man leicht folgendermassen ein: Erstens ist #(x, y) nach (3) ein in der 
ganzen Ebene harmonisches Polynom n-ten Grades. Weiter haben nach (4) die 
beiden Polynome «u(x, y) — f(x, y), b? x? + a? y? — a? b? alle 2n + 1 Punkte 
(x,, y,) als gemeinsame Nullstellen. Da u(x, y) — f(x, y) vom höchstens n-ten 
Grade ist, so hat man nach Satz 2 wirklich u(x, y) — f(x, y) = 0 längs der ganzen 
Billspse 67 42 = a? y*— a? b* = 0. 

Nach demselben Satz 2 lässt sich unsere durch (5) definierte Lösung auch in 
der Form 


u(x, y) = fx, y) + (b?x? + a? y®— a? b?) p(x, y) (6) 


schreiben. Dabei ist p(x, y) ein passendes Polynom vom höchstens (#7 — 2)-ten 
Grade, oder y(x, y) = 0. Die genaue Bestimmung von y(x, y) ist in konkreten 
Fällen nicht schwer, wie sich noch weiter zeigen wird. 


3. Tabelle der Polynome (3.1). Die ersten 10 Paare von Polynomen (3.1) sind: 


p= x Tu 

= #2 y? Go NS) 

ee Bang 

Pa= #62” y? + y* AC Un) 

Ds 10% y? + Sw y* p= Sei y— 10x72 y? y 
Ds 115 7° y2 +15 v2 ye y% ga = 64 — 204% 7° + Ox 7% 


Br 21 xP yy? + 35 wh y*— Taye q=7 fo AO Ae la 21 Ae ye yt (7) 
Sea 7? — 28 78 y* + 70 44 4 — 28% y+ Y 
dg = 8#' y— 56 x° yE + 56 48 y® — 8% aye 
D, = 2° —. 36 x7 y? + 126 x° y4 — 84 x y& + Ox v8 
Gg= O72 A — 84.499)" 126 #4 y5 — 36 #2 y? + 49 
Pry = #19 — 45 x8 y? + 210 x6 y* — 210 wi y8 + 45 42 v8 — 710 
Gig = 10 #9 y— 120 #7 y® 4252 4°? — 120 73 y7 + 10 x y° 
4. Beispiele. Es soll jetzt obige Theorie auf einigen Beispielen erläutert werden. 
4. 1. Ist f(x, y) selbst ein harmonisches Polynom, so folgt aus (6) für y(x, y) 
die Bedingung A [(b2 x? + a? y? — a? b2) w(x, y)]= 0, 


welche im ganzen Gebiet b2 x? + a? y? — a? b*? <0 erfüllt sein soll. Dies tritt dann 
und nur dann ein, wenn das Polynom in der eckigen Klammer identisch ver- 


schwindet, das heisst y(x, y) = 0. = as 
Im Sinne von (6) kommt man so zum folgenden (hier freilich fast trivialen) 
Ergebnis: Ist f(x, y) beliebiges harmonisches Polynom, so lautet die Lösung 


u(x, y) des Problems (1) ganz einfach 
u(x, y) = {4 Y)- 
Insbesondere gehören hierher die häufigen Fälle 
f(x, 9) = foo Mr, Ÿ) = foo + fro ¥ + For Y 


mit beliebigen konstanten /;7. 
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Im weiteren kann man sich also auf nichtharmonische Polynome f(x, y) be- 
schränken. 


4.2. Es sei 


f&, 9) = foo + fro  Æ loi + foo 4 ia 4) rin): 


fin gegebene Festwerte. 
Mit den 5 Punkten 


ab 
(= a, 0), (0, == b), (x, x); = ya? + BB 


der Randellipse b? x? + a? y? — a? b? = 0 lautet die Gleichung (5) [siehe auch (7)] | 


Il, A eV) 

fi a Oe 0, foo + 4 fio + 4° foo 

mr —4, 0, a?, 0, foo — 4 f10 + 4? foo an 
OU ae. 0, foo + © for + D? for 
i 0; =O; =i”, 0, foo — © for + 8? foe 

N: a, Soon + & fo Far) & Woo Jan ct Joe) 


Mit einiger Rechenarbeit ergibt sich daraus die nicht allgemein bekannte 
Lösung 


C 
ar foo — 0? for 


G02 
u(x, y) foo + a+b? (f20 + foe) + fro # + for Y | 
a? + b? eye: | 


Für den Spezialfall b = a erhält man die Lösungsform 


a? al) 
U(x, Y) = foo + 2. (so A oo) noe eae 2 (foo — foo) (4? — y?) +f xy (Sat 
des Dirichletschen Problems fiir den Kreis mit dem Radius a. 


Bemerkung. Das Ergebnis (8) folgt in ein wenig anderer Gestalt 


U(x, VY) = foo + fro # + for ¥ + foo #°? + fia ¥ Y + fos Y? | 


F 9 
— Ho lee (oa at 4 at yt at bs) | 
viel schneller aus (6). 


4.3. Für den Fall 
(4, ¥) = foo + fio ¥ + for ¥ + foo 4? + far # V + fos ¥? 


+ fo #* + for #2 3 + fie # V2 + fos WA 
führt der Ansatz (6), das heisst 


u(x, y) = f(x, y) + (b? x2 + a? y? — a? D?) (Coo + C10 ¥ + Cor Y) » 
zur Bedingung 
feo + for + (3/50 + fie) * + (er S 0) 2, En Co, a? y) 


fan 52) (Coo + C10 # + Cor Y) = 9) 


die im ganzen Gebiete b? x? + a? y? — a2 b?< 0 erfüllt sein soll. 
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Dies ist der Fall, wenn und nur wenn 
= 2 2 Ham: 2 mA TAS nr D 
Cop (a7 + D?) + foo + fe = 0, Sx (a? + 3.57) + fro + 3 fap = 9, 


Co1 (3 4° + D?) + 3 fos + far = 0. 


Mit den daraus berechneten Werten von c,, ergibt sich dann die Lösung 


(%,9) = foo + fio ¥ + for Ÿ + foo #° + fi # Y + foo ¥? 
ance te) ae eos 
30 21 3 J12 ¥ 3 To3 2 | (10) 


= (2 Joe denses ir y] (b2 42 + a2 y? — a2 2). 


az! gage“ | Bates 


Technisch sind unsere Ausführungen überall dort von Interesse (Elektro- 
statik, Wärmeleitung usw.), wo man mit der Laplaceschen Gleichung zu tun hat. 

Es ist zu bemerken, dass sich auch andere Fragen der mathematischen Physik, 
insbesondere unter gewissen Umständen das Poissonsche Problem 


Au = f(x, y), u= 0 am Rande des Grundgebietes 


nach der vorangehenden Methode lösen lassen. 


Summary 


The Dirichlet problem is solved for an elliptic domain if the boundary values 
are given by a polynomial defined in the interior of the ellipse. The solution is 
a finite expansion in harmonic polynomials. 


(Eingegangen: 17. Dezember 1956.) 
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Frühjahrstagung der Schweizerischen Physikalischen Gesellschaft 
vom 4. bis 5. Mai 1957 in Brunnen 


Berichte über die Sitzungen für angewandte Physik und Mathematik 


Ein Widerstandsbrett für rotationssymmetrische Potentialprobleme. 
Von E. BAUMGARTNER, R. GALLI und P. HUBER, Basel?). 

Seit der praktischen Realisierung von Widerstandsnetzwerken durch DE 
Pacxx?) und RepsHaw’) wurde diese Art Analogierechengerät auch auf kompli- 
ziertere Differentialgleichungen mit Erfolg angewendet*). Diese Methode bietet 
gegenüber dem elektrolytischen Trog hauptsächlich den Vorteil grösserer Genauig- 
keit und einfacherer Handhabung. Ein scheinbarer Nachteil tritt aber bei 
krummen Oberflächen auf, weil ohne jeweilige Abänderung der Anordnung nur 


diskrete Knotenpunkte zur Verfügung stehen. 


Physikalisches Institut der Universität. 

D. C. pe Packu, Rev. sci. Instrum. 18, 798 (1947). 

S. C. RepsHaw, Proc. Instn. mech. Engrs.. Lond. 159, 25 (1948). 
C. LiEBMANN, J. int. Calc. analog. 1955, 346. 
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In Figur 1 ist neben dem Prinzipschema eines solchen Widerstandsnetzwerkes | 


dessen praktische Realisierung dargestellt. Bei einem bestimmten Problem wer- 
den entsprechend den Randbedingungen Potentiale auf das Brett aufgedrückt, 
dann stellt sich in den anderen Punkten eine angenäherte Lôsung der Laplace- 
Gleichung ein. Alle Widerstände des Netzwerkes wurden mit Konstantandraht 
auf hochohmigen Widerständen als Wickelkôrper gewickelt, und zwar auf 
+ 1,50/,, genau. Eine geeignete Wicklungsart erlaubt die Benützung von Wech- 


2R 


Figur 1 
Widerstandsbrett und Prinzipschema des Netzwerkes. In der radialen 7-Richtung sind 11 


‚in dert 
axialen z-Richtung 40 Maschen. R = 8kQ. | 
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selstrom (50 Hz), ohne dass Schwierigkeiten wegen Blindwiderständen auftreten. 
Die Lösung?) der allgemeineren Gleichung div (e grad V) = —o erläutert Figur 2. 


Figur 2 
Berücksichtigung von 


a) Raumladungen durch die Zuführung von Strömen. 


Am — .. ] 


= = 0 A? (END) ONE oA? (y=0). 


2 Ej K 
Hierbei ist 9 jeweils der Mittelwert von 9 im eingezeichneten Volumen v. 


b) Dielektrizitätskonstanten, jeweils durch Ersetzen des Widerstandes R, durch R,/e, wobei € der 
Mittelwert von € auf der Oberfläche o ist. 


Figur 3 
wei konzentrischen Kugeln. Die Pfeile bedeuten Stromzuführungen. Die 


oberen Zahlen sind aus gemessenen Werten ermittelt, die unteren sind die theoretischen Sollwerte. 


Potentialverteilung von z 


5) C. LreBmanx, Brit. J. appl. Physics, 1, 92 (1956). 
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Randbedingungen, die nicht auf Knotenpunkte fallen, werden wesentlich 
rascher durch Zusatzströme realisiert als durch Widerstandsabänderung. Durch 
genügend hochohmige Potentiometer (auf das Brett aufsteckbar), deren Abgrifi] 
auf den Berandungsort eingestellt wird, lässt sich leicht der notwendige Strom) 
einstellen. In Figur 3 wird dies durch ein Testproblem illustriert. In diesem wurde 
der Maschenfehler durch Ausmessen des Problems in einem halb so grosser! 
Maßstab weitgehend eliminiert. 

Das Brett wird jetzt für ionenoptische Probleme im Zusammenhang mit dem 
Bau eines Beschleunigers verwendet. 


Zur Theorie der Fligelgitter. Von L. MEYER, Zürich!). 

Seit längerer Zeit beschäftigt sich das Institut für Aerodynamik der ETH mit 
der Berechnung von Schaufelprofilen für axiale Turbomaschinen. Da bei der 
Rechnungen von reibungsfreier Strömung (Potentialströmung) ausgeganger 
wird, werden die Experimente zur Prüfung der Theorie mit der Methode der 
elektrolytischen Analogie durchgeführt. Der ebene Trog enthält eine endliche 
Anzahl Profile des ebenen Gitters; als Berandungen werden je zwei Stromlinieni 
und eine Potentiallinie der An- und Abströmung materialisiert. Der aerodynaı 
mischen Zirkulation jeder Schaufel muss eine elektrische Periodizität entsprechen ı 
man verwendet daher die konjugierte Analogie 


1 
Deer = Fer: Fr de olh Ba 
(o = spez. Widerstand, A = Hohe der leitenden Schicht). Der Zirkulation J’ ent 
spricht dann der Strom / durch die Schaufeln; diese, gespeist durch Potentio 
meter, sind als Elektroden ausgebildet, ebenso die die Stromlinien darstellender 


Wände, während die senkrechten Abschlüsse der letzteren aus Isoliermateria 
bestehen (Figur 1). Die Messungen bezwecken die Prüfung des Umlenkverhaltena 


\= V-aV+a,V Vg= NE a,V Vy 


Figur 1 
Ebenes Schaufelgitter im Elektrolyttrog. 


1) Institut fiir Aerodynamik der ETH. 
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(Abströmwinkel) des Gitters bei verschiedenen Anströmwinkeln sowie die Kon- 
trolle der berechneten Geschwindigkeitsverteilungen am Profil. 

Es hat sich gezeigt, dass neben grosser Genauigkeit der geometrischen Anord- 
nung eine sorgfältige Einstellung der Randbedingungen des elektrischen Feldes 
notwendig ist. Die Periodizität verlangt gleiche Spannungsdifferenzen von 
Schaufel zu Schaufel, sowie gleiche Ströme J durch alle freistehenden Schaufeln. 
Sind f, und f, die Zu- und Abströmwinkel in bezug auf die Gitterrichtung, so 
bedingt die Analogie von J’ und / ferner, dass 


Vin — Vie 
[0] Ole Bea = 
i= NE)" (ctg By — ctg Bi) | = Jen 


sein sollte (N = Anzahl freistehender Schaufeln, hier zum Beispiel 5; o/h wurde 
während des Versuchs mit einem aus 2 koaxialen Zylindern bestehenden, in’) 
beschriebenen Apparat gemessen). Figur 2 zeigt links Spannung und Strom der 


B= 182° 


MW=Vo 
Ver Vion 
1 


12V „0972 
QU 


Voy ay” [el 
© — Le UN PU ele AT 
Vito} = "rel 
AV Re / D AV, . =J . J 2 J R 
© 20055 AVA: Js th? J1,2,4,5 th 
Viop © el 


Figur 2 
Strom der Schaufeln, rechts Geschwindigkeitsverteilung entlang der mitt- 


i ung und x 
se chaufel für 3 Stadien der Einstellung des elektrischen Feldes. 


leren S 


2) P. DE HALLER, Anwendung der elektrischen Analogie zur Untersuchung von Schaufelgittern, 
= 2 
Techn. Rdsch. Sulzer 1947, Nr. 3/4. 
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Schaufeln, rechts die auf Grund der Analogie mit einer Sonde gemessene Ge 
schwindigkeitsverteilung®) an der mittleren Schaufel für drei Stadien der Ein 
stellung des elektrischen Feldes. Bei den Einstellungen ® und ® wurden did 
aerodynamischen Stromlinien der Randschaufeln mit den bei deren Nase unc 
Hinterkante beginnenden geraden Begrenzungsplatten identifiziert. Nach Erfül 
lung der Periodizitätsbedingung für die Spannung (Einstellung ®) ergab sich 
zunächst ungenügende Periodizität und Grösse der Schaufelströme; an der mitt 
leren Schaufel wurde etwa 6% zu wenig Strom gemessen, welches Manko sich ir 
einem zu kleinen Integral der über der abgewickelten Profilkontur aufgetragener 
Geschwindigkeitsverteilung äussert. Bei Einstellung @ wurden die Ströme durel 
alle freistehenden Schaufeln auf den geforderten Betrag einreguliert; hierbe: 
musste auf die strenge Periodizität der Schaufelspannungen verzichtet werden: 
Bei Einstellung 3 wurde nun berücksichtigt, dass die Schaufelstromlinien wegen 
ihrer Krümmung in Schaufelnähe auch in grösserer Entfernung von den Schau 
feln im allgemeinen nicht mit den zu ihnen parallelen Geraden durch Nase unc 
Hinterkante der Profile zusammenfallen, sondern gegenüber diesen etwas ve 
schoben sind. Diese Verschiebung wurde für die Stromlinien der Randschaufel 
durchgeführt, wobei von den beiden Möglichkeiten der mechanischen oder elek 
trischen Verschiebung die letztere einfacher zu realisieren war (siehe Figur 1) 
Während die Theorie für das vorliegende Gitter eine vernachlässigbar kleine Ver 
schiebung A,V der Stromlinien der Abströmung ergab, wurde die mit grössere 
Anstellwinkel zunehmende Verschiebung 4,V jeweils so eingestellt, dass b 
strenger Periodizität der Schaufelspannungen die mittlere Schaufel vom richtiger 
Strom /,, durchflossen wurde. Aus Figur 2 geht hervor, dass dann auch did 
Ströme durch die übrigen Schaufeln, insbesondere durch die der mittleren 
Schaufel benachbarten, den geforderten Wert bis auf einen kleinen Bruchtei 
erreichten. 


Farbmetrische Kennzeichnung von Farbstoffen. Von E. Ganz, Basel!). 

Das farbmetrische System der internationalen Beleuchtungskommission (IBE 
hat sich zur objektiven Kennzeichnung von Färbungen, Anstrichen und farbiger 
Lichtern bewährt; es eignet sich aber nicht zur Charakterisierung von Farbstof 
fen, da dessen Koordinaten nicht den färberischen Begriffen von Farbstärke una 
Reinheit eines Farbstoffes entsprechen. Die Darstellung der Farborte der Au 
färbungen eines Farbstoffes in zunehmender Konzentration ergibt Kurven, di“ 
vom nahezu weissen, ungefärbten Substrat bei stetig abnehmender Helligkeit bij 
zu einem Sättigungsmaximum führt und bei weiterer Steigerung der Farbstoff 
konzentration mit abnehmender Sättigung gegen den Schwarzpunkt läuft [1]2} 
Diese Kurven gleicher Farbstoffreinheit stellen mit den Kurven gleicher färb 
rischer Stärke das zur Farbstoffkennzeichnung geeignete Koordinatensyste 
dar. Wir haben versucht, dieses Farbsystem aus dem System der IBK auf Gruna 
folgender einfacher Idealisierungen der physikalischen Eigenschaften von Far 
stoff und Ausfärbung zu berechnen: 


1. Der Verlauf der Extinktion e, der farbbedingenden Absorptionsbande wire 
durch eine Gaußsche Verteilungsfunktion mit der Bandenmitte A, und der Hal 


3) Die Bezugsgeschwindigkeit V, (= Vo) ist hier die zur Gitterrichtung normale Komponent! 
der Eintrittsgeschwindigkeit C,. 
1) CIBA AG. 


?) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 323. | 
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wertsbreite ß dargestellt: 
—[2(a,—a)/B}2 
€; =&°2 [ a 
2. Die Remission R der Farbungen als Funktion von Extinktion e, und Farb- 
stoffkonzentration c wird mit einer modifizierten Formel nach KUBELKA-MUNK [2]- 
PINEO [3] dargestellt, wobei r die Oberflachenremission des schwarzgefärbten Sub- 
strates bedeutet: 


eed EN ce, 


À A À ° 


y wurde hier (für Textilien) = 0,02 gesetzt [4]. 


3. Die IBK-Farbwerte dieser idealisierten Färbungen wurden mit einem 
IBM-Rechenlocher 604, Modell 4, durch Summation bei einem Wellenlängen- 
inkrement von 3 my für 21 über das sichtbare Spektrum verteilte Banden (},) 
bei je 10 Halbwertsbreiten (f) im Bereich von 60 bis 350 my und je 18 über einen 
Bereich von 5 - 105 gestuften Farbstoffkonzentrationen (c), das heisst 3780mal 
berechnet. Die erhaltenen Farben bedecken den Bereich von Gelb über Orange, 
Rot, Purpur, Violett bis Blau. Die Ergänzung des fehlenden Bereiches von Blau 
über Grün zu Gelb, der sich nicht durch eine einfache Absorptionsbande erzeugen 


a I | eae 
A=60mp W/ | | | | I Be, / / 
Ir 1 ae, eee gale | / 
ie, 
Ma 
EN / 
A-1400 mu 
TEE 1 
ANS AN 
À Figur 1 
Idealisierte Färbungen von Farbstoffen verschiedener Halbwertsbreite mit den Bandenmitten- 
400 my (Gelb) bzw. 640 mu (Blau). — — — Kurve maximaler Sättigung; —-—-— Kurve maxi- 


maler Relativ-Sättigung. 
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lasst, wurde sowohl durch analoge Berechnungen mit Doppelbanden (Halb- 
wertsbreite der Lücke gleich Bandenhalbwertsbreite) sowie mit Rechnungen 
komplementarer Farbwerte erreicht. 

Die Schar der erhaltenen Kurven mit der Halbwertsbreite 6 als Parameter 
sind die gesuchten Koordinaten gleicher farberischer Reinheit fiir alle Farbstoffe 
der Bandenmitte 1, (Figur 1). Sie bedecken von Grau mit f = oo den ganzen! 
möglichen Farbraum bis zu den Schrödingerschen Optimalfarben [5] für B > 0.) 
Damit wird die Kennzeichnung von Reinheit und Farbton eines Farbstoffes: 
durch die Angabe von ß und À, möglich. 


4. Zur Kennzeichnung der färberischen, durch Richttypfarbungen definiertem 
Farbstärke verbleiben von den 4 Parametern À,, ß, & und c der idealisierte 
Färbungen noch die beiden letzteren. Es erweist sich als zweckmässig, die Maxi- 
malextinktion &, der idealisierten Farbstoffe so zu normieren, dass bei c = (i 


bs (-514) 
WW 
3 [= 


(544) 
3 = = 1 a IE re || 
-3 => = 0 4 2 0,4 (vw) 
Figur 2 


«Chromatic values » idealisierter Färbungen mit umschliessendem Reinstfarbenzug ( 


> Optimalfarb 
grösster Sättigung). | 
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Weiss und ¢ + oo «Schwarz» die Konzentration c= 1 die Richttypstärke K* 
ergibt. Dann ist die reziproke, zur Erreichung der Richttypstärke erforderliche 


Konzentration 1/c* eines realen Farbstoffes gerade die in Einheiten der nor- 


mierten idealisierten Farbstärke e, gemessene Farbstärke ef. 


1 +k 
chet = K* = 1s): = Sr 
5. Die Richttypstärke ist als empfindungsmetrischer Begriff im Gegensatz zu 
den reizmetrisch fassbaren Begriffen von färberischer Reinheit und Farbton erst 
nach Transformation der Farbwerte in den empfindungsmetrischen Farbraum 
bestimmbar. Auch frühere Versuche von GODLOVE [6] und KocH [7] zur empiri- 
schen Bestimmung der Richttypstärke als Funktion farbmetrischer Grössen 
stützen sich direkt oder indirekt auf empfindungsmetrische Systeme. Als emp- 
findungsmetrische Näherung benutzen wir ADAMS «chromatic value» [8] mit Vj, 


—— — 


W-Vx 
3 


2 a ai ie 1 


-3 -2 -1 0 1 2 04(w-w) 
Figur 3 
Kurven gleicher Helligkeit Y der Fläche grösstmöglicher Relativ-Sättigung O,,a.- 
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als dritter Koordinate (NICKERSON [9]), wobei die Munsell-Transformation der 
Farbwerte durch eine Parabel 5. Grades [10] wieder mit dem IBM-Rechenlochert 
und einer IBM-Sortiermaschine durchgeführt wurde. Durch Vertauschen von) 
Abszisse und Ordinate sowie durch Umkehr der Vorzeichen der beiden Koordi- 
naten ergibt sich gegenüber ADAms eine Darstellung, deren Orientierung analog? 
der Farbtafel der IBK ist (Figur 2). Der mit Farbstoffen einer vorgegebenen 
idealisierten Halbwertsbreite realisierbare Farbbereich lässt sich hier in bezug 
auf die gesättigtsten Optimalfarben (Reinstfarbenzug) leicht abschätzen. 


6. In diesem angenähert empfindungsmetrischen Farbraum wurde die Fläche: 
der Farborte der mit jedem idealisierten Farbstoff erreichbaren grösstmöglichen 
Relativsättigung o,,,, in bezug auf die.entsprechende gesättigte Optimalfarbe: 
(Reinstfarbe) graphisch ermittelt (Figur 3). Es ergab sich, dass nur die reinsten 
1/1-Richttypfärbungen [7] in dieser Fläche liegen und dass die übrigen Richt- 
typen um so relativ geringere Helligkeiten besitzen, je trüber die verwendeten 
Farbstoffe sind (Figur 4). Die Arbeiten zur Bestimmung der Richttypfläche im 
Farbenraum sind noch im Gang; deren Abweichung gegenüber der Fläche grösst-- 
möglicher Relativsättigung erlaubt, den koloristisch als Stärke bewerteten 
Grau-Anteil abzuschätzen. 


©3 


Y Richttyp 22 


10 + Yo max, 04 
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08 F 
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03 | 17 ong 
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Figur 4 


Relativhelligkeiten der 1/1-Richttypen auf Wolle, nach Koch [7] in Abhängigkeit der Relativ- 
Sättigung ©. 


Die Maschinenrechnungen wurden von der Lochkartenabteilung der CIBA AG, 
Basel (Leitung W. Caspar), durchgeführt. Die umfangreichen graphischen Ar- 
beiten besorgte V. FRETZ. | 
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Ein universelles Spektralphotometer. Von J. DurAND und E. LÜSCHER, 
Lausanne). 

Es wurde ein photoelektrisches Spektralphotometer konstruiert für einen 
Spektralbereich von 2100 À bis 50000 À. Ein Schema ist in Figur 1 dargestellt. 
Der Monochromator, bestehend aus zwei sphärischen Kollimatorspiegeln S, und 
S,, dem Diffraktionsgitter G oder einem Planspiegel S, und einem Prisma P, ist 
in der Aufstellung von CZERNY und TURNER?). 


Figur 1 


Prinzipschema Spektralphotometer: F,, F, Eintritts- bzw. Austrittsspalt; Sj, S, Kollimatoren; 
G Plangitter; S, Planspiegel; P Prisma. 


Nach WıuLm?) erhält man mit dieser Montage eine Verbreiterung des Bildes 
des Eintrittspaltes um einen Faktor 1,4, bedingt durch den Astigmatismus der 
sphärischen Kollimatorspiegel. Das Defilee des Spektrums am Austrittsspalt 
erfolgt durch Rotation des Diffraktionsgitters um eine senkrechte Achse oder 
für die Prismenaufstellung durch Rotation des Planspiegels S,. 


1) Optisches Labor Metrohm, Lausanne. 
2) M. Czerny und A. F. TURNER, Z. Phys. 61, 792 (1930). 


3) H. Wınrm, Opt. Acta 2, 50 (1955). 
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Für den Wellenlängenbereich 2100-6000 Ä wird ein Prisma aus homogeni- 
siertem Ultrasil®), für den Bereich 4000-9000 À ein Glasprisma und für das nahe: 
Infrarot ein NPL-Plangitter®) verwendet. 

Die Breite von Eingangs- und Austrittsspalt kann kontinuierlich zwischen 
10 u und 2 mm verändert werden. Die Einstellung erfolgt symmetrisch und simul- 
tan. Der Verstellmechanismus der beiden Spalte istin Figur 2 dargestellt. 


Figur 2 


Spaltverstellung. 


Als Lichtquellen für die obenerwähnten drei Wellenlängenbereiche wurdent 
Wasserstoff-, Wolframbandlampe und Nernst-Brenner verwendet. 

Als Strahlungsempfänger können wahlweise Photozellen, Photomultiplier 
oder Thermoelemente verwendet werden. Das Lichtbündel wird vor dem Ein- 
trittspalt mit einer rotierenden Scheibe moduliert (11 Hz), was eine Wechselspan- 
nungsverstärkung ermöglicht und die Empfänger zugleich unempfindlich macht 
für nichtmoduliertes Streulicht. 


Über stabilisierte Netzgeräte mit Transistoren. Von E. BALDINGER und 
W. CzAJA, Basel!). 

Stabilisierte Netzanschlussgeräte für niedrige Spannungen und relativ grosse: 
Ströme besitzen für viele Anwendungen ein grosses Interesse. Zur Konstruktion 
solcher Geräte sind Transistoren wesentlich geeigneter als Röhren. Figur 1 zeigt: 
zwei gebräuchliche und von den Röhrenschaltungen her bekannte?) prinzipiell 
Anordnungen. 


Figur 1 
Prinzipielle Stabilisierungsanordnungen. U, = Referenzspannung. 


H. Monn, Festschrift Heraeus (Hanau 1951). 

L. A. Sayce und G. D. Dew, Proc. roy. Soc. [A] 20, 278 (1951). 
1) Physikalisches Institut der Universität, Abteilung für angewandte Physik. — Eine aus- 

führliche Publikation erscheint demnächst in der ZAMP. | 
?) Vergleiche zum Beispiel F. V. Hunr und R. W. Hickman, Rev. sci. Instrum, 10, 6—21 (1939) 
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Es soll am Beispiel eines ausgeführten Netzgerätes gezeigt werden, dass 
durchaus brauchbare Eigenschaften erzielt werden können. In Figur 2 ist das 


7 7 60W) 
Gr ‘ Here 
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700 
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Figur 2 


Stabilisiertes Transistor-Netzgerat. Der Schalter S reduziert bei dauernder geringer Belastung den 
Strom durch die Quertransistoren zur Vermeidung unnötiger Wärmeentwicklung. 


Schaltschema eines für Laborzwecke hergestellten stabilisierten Transistor-Netz- 
gerätes nach dem Prinzip von Figur la dargestellt. Die Ausgangsspannung kann 
von 2 V bis 15 V variiert werden, und das Gerät ist bei 2 V bis zu 2,5 A, bei 15 V 
bis zu 0,9 A belastbar. Der Stabilisierungsfaktor 


nos: AU; U, 
a Aa 

beträgt ~ 10°, der Innenwiderstand des Netzgerates RO NCA EME 
peraturkoeffizient der Ausgangsspannung hegt bei etwa 3 mV/°C. Bei konstanter 
Umgebungstemperatur (Laborbedingungen) bleibt die Ausgangsspannung über 
eine Stunde auf etwa + 1 mV konstant. Die Spannungsdifferenz zwischen dem 
kalten und dem warmen Zustand des Gerätes beträgt etwa 30 mV, und der End- 
zustand wird in 1/2 h nach dem Einschalten praktisch erreicht. 

Als Referenzspannung wird eine stabilisierte Hilfsspannung mit einer Zener- 
Diode verwendet (durch : — : — in Figur 2 angedeutet). In der vorliegenden Aus- 
führung ist die Konstanz der Ausgangsspannung praktisch durch die Eigen- 
schaften dieser Referenzspannung begrenzt. 

Bei hochstabilisierten Netzgeräten besteht ein wesentliches Problem darin, 
unerwünschte Schwingungen der Regelschaltung zu vermeiden. Zu diesem Zweck 
sind zusätzliche RC-Glieder eingebaut, die den Frequenzgang passend begrenzen. 
Der Innenwiderstand ist bis zu 10 kHz durch die Regulierung gegeben 


030108 0, 3310,30 
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Für höhere Frequenzen bestimmen die am Ausgang liegenden Elektrolytkonden-} 
satoren den Innenwiderstand, der bis zu 100 kHz 3,5 - 10-? Q nicht überschreitet.f 

Für die finanzielle Unterstützung dieser Untersuchungen sind wir der Stiftungg 
Hasler-Werke zu Dank verpflichtet. | 


Aufbau grosser Signale mit Elimination von Reflexionen in magneto-{ 
striktiven Speicherleitungen. Von D. MAEDER, Zirich?). | 

Speicherleitungen, welche auf der Erzeugung elastischer Wellen in ferromai] 
gnetischen Drähten beruhen, bilden einen wesentlichen Bestandteil der pode à 
schen Realisierung von Vielfachzählgeräten oder kleinen Rechenmaschinen nacfl} 
dem von HUTCHINSON und SCARROTT angegebenen Prinzip ?)*). Bei Verwendungg 
von Nickel machen allerdings die schlechte Reproduzierbarkeit der Grösse unci] 
Form der Empfangssignale sowie die beträchtliche Dämpfung und Dispersion daal 
Erreichen grosser Speicherkapazitäten schwierig. Gegen die Verwendung andere>} 
Materialien spricht zunächst die in den meisten Fällen zu geringe Amplitude des] 
empfangenen Signale. Eine andere Schwierigkeit besteht im Auftreten von Re: 
flexionssignalen bei ungenügend gedämpfter Befestigung der Leitungsenden. 

Zur Verbesserung der Betriebssicherheit und Erhöhung der Speicherkapazitäi 
verwenden wir daher anstelle der üblichen einzelnen Wandlerspule eine aus vielen] 
Spulen bestehende Anordnung (Figur 1). 


SPEICHERDRAHT 


82 CU- WICKLUNG 
NR 56 261 I0/22B 

BE rxc ive & 56. 680 ed 

EZ PLEXIGLAS 

WEICHSTAHL 

ae Scheie ae IM FxD, nr 56 590 78/15: 


Figur 1 

Schnitt durch eine aus 12 Spulen bestehende elektroakustische Impulswandleranordnung. Bei Ver | 
wendung von Ni- oder Stahldrähten als akustische Leiter beträgt die Zeitdifferenz zwischen au. 
einanderfolgenden Spulen etwa 0,35 us. Die Vormagnetisierringe FXD 56.590.78/15C sind nur bol 
empfangsseitiger Anwendung erforderlich. 


Dem Speicherdraht wird eine in der gewünschten Richtung laufende elastisch: 
Welle aufgeprägt, indem man die Spulen zeitlich nacheinander erregt. Die Laut 
zeitanpassung erfolgt durch Zusammenschalten mit Hilfsspulen und Kapazitate} 
gemäss Figur 2. Mit je 12 Wandlerspulen erhielten wir sowohl sende- als auc 
empfangsseitig je eine 6-10fache Erhöhung der Signalamplitude für die bevor 
zugte Fortpflanzungsrichtung und nahezu vollständige Auslöschung für die Gel 
genrichtung. Ausserdem stellten wir fest, dass sich die Form der Impulse leicht 


1) Physikalisches Institut der ETH. 


2) G. W. Hurcuinson und G. G. SCARROTT, Phil. Mag. [2] 42, 792 (1951); C. W. McCurcuen 
Phil. Mag. [8] 2, 113 (1957). 


3) D. MAEDER, Helv. phys. Acta 29, 459 (1956). 
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Figur 2 
Zusammenschaltung der Sende- bzw. Empfangsspulen S, ... Sy. (zum Beispiel je 100 Windungen, 
30 wH) mit den Hilfsspulen S; ... S;; und Kapazitäten (zum Beispiel je 1000 pF) zu einer Lauf- 
zeitkette (200 (2/3,8 us/0,6 us). Ein am linken [rechten] Ende angeschlossener Sender prägt dem 


[bzw. Empfänger nimmt vom] Speicherdraht nur von links nach rechts laufende Impulse auf. 


durch Änderungen in der Art des Zusammenschaltens der Spulensysteme ver- 
bessern lässt. Der hohe Wirkungsgrad der neuen Wandleranordnung erlaubt nun 
auch die Verwendung von Stahldrähten mit dem Vorteil der geringeren Disper- 
sion und besseren Reproduzierbarkeit der Signalform. So erhielten wir nach einer 
Leitungslange von 18 m eines rostfreien Stahldrahtes ( % 0,15 mm) Signale von 
0,9 us Basisbreite, was einer Speicherkapazität von etwa 2000 Dualstellen ent- 
spricht. Bei Benützung dieser Leitung in einem dekadischen Addiersystem?) 
konnten wir 300 Dezimalstellen speichern. 

Für die Eingangsverstärkung zwischen dem empfangsseitigen Wandler und 
der Addierschaltung hat sich ein Transistorenverstärker mit automatischer Pegel- 
regelung als nützlich erwiesen. Ein ausführlicher Bericht erscheint demnächst in 
den Helvetica Physica Acta. 


Herbst-Tagung der SPG 1957 


Die nächste Tagung der SPG (Schweizerische Physikalische Gesellschaft) 
wird am 22. September in Neuchätel stattfinden (Sekretariat: Basel, Klingel- 
bergstrasse 82). Die SPG wird als Sektion und im Rahmen der 137. Jahres- 
versammlung der Schweizerischen Naturforschenden Gesellschaft tagen (21. bis 
23, September, Neuchâtel). ISS BA NEGER 


Internationale Tagung für Elektronenmikroskopie 1958 in Berlin 


Die alle vier Jahre stattfindende Internationale Tagung der International 
ederation of Electron Microscope Societies wird im Jahre 1958 auf Einladung 
er Deutschen Gesellschaft für Elektronenmikroskopie in Berlin abgehalten. Das 
rganisationskomitee leitet Prof. Ruska, Präsident der International Federation 
f Electron Microscope Societies, Berlin-Dahlem, Faradayweg. Auskünfte erteilt 
lie Deutsche Gesellschaft für Elektronenmikroskopie, durch die Adresse Farb- 
verke Hoechst AG, Frankfurt am Main, zuhanden von Dr. KEHLER. H. KEHLER 


Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 


Journal of Fluid Mechanics. Band 1, Heft 1, Mai 1956. Herausgeber: 
Dr. G. K. BarcheLor, Cavendish Laboratory, University of Cambridge, Cam: 
bridge, England. Druck und Verlag: Taylor & Francis Ltd., Red Lion Court! 
Fleet Street, London, E. C. 4. Preis: £ 1 ($3.00) pro Heft; Subskription £ 5.10.(( 
pro Band mit sechs Heften. 

Das erste Heft dieser neuen Zeitschrift enthält kein Vorwort, aus welchem dic 
Absichten der Herausgeber hervorgingen. Die Zusammensetzung der Redaktiorı 
aus hervorragenden Theoretikern, wie G. K. BATCHELOR und M. J. LIGHTHILL 
lässt immerhin vermuten, dass vor allem die physikalischen und mathematischer 
Aspekte der Stiômungslehre behandelt werden sollen, weniger aber die flugy 
technischen oder industriellen Anwendungen dieses Zweiges der Mechanik. Dia 
erste Nummer bestätigt diesen Eindruck. Unter anderem bringt sie Arbeiten übe>f 
die nichtlineare Theorie der Überschallströmung, eine interessante Untersuchung 
der Sekundärströmung um Kugel und Zylinder, die experimentelle Bestimmung 
der Relaxationszeiten für O,- und N,-Molekeln, eine Studie über die Grenzschich 
auf oszillierenden Platten und Zylindern sowie die Berechnung der Diffraktio» 
von Stosswellen durch eine Kante. 

Wenn durch die Initiative der Herausgeber die bisher in verschiedenen Zei 
schriften der physikalischen oder mathematischen Richtung zerstreuten Arbeiter 
zusammengefasst und leichter zugänglich gemacht werden können, so ist dies 
Neuerscheinung nur zu begrüssen. P.de Halle 


Jahrbuch der Wissenschaftlichen Gesellschaft für Luftfahrt e. Vi 
(WGL) 1955. Herausgegeben von HERMANN BLENK (Verlag Friedrich Viewe: 
& Sohn, Braunschweig 1956). 360 S., 474 Abb.; DM 48.-. 

Das vorliegende Jahrbuch der Wissenschaftlichen Gesellschaft für Luftfahn 
e. V. gibt wiederum Zeugnis von der positiven, auf guter Tradition basierendes 
Tätigkeit dieser Gesellschaft. 1912 gegründet, hat sie im Jahre 1936 beim Über 
gang in die «Lilienthal-Gesellschaft für Luftfahrtforschung» eine Bilanz, beste 
hend aus 24 Jahrgängen der «Zeitschrift für Flugtechnik und Motorluftschit! 
fahrt» und aus 12 Jahrbüchern der WGL, aufzuweisen gehabt. Nachdem in 
Jahre 1945 die «Lilienthal-Gesellschaft» ihre Tätigkeit eingestellt hat, entsta 
in der deutschsprachigen, flugtechnischen Literatur eine Lücke, die aufzufüller 
unter anderen sich die 1952 wieder ins Leben gerufene WGL vorgenommen ha: 
Als Mittel zur Erfüllung dieser Aufgabe dienen der Gesellschaft die «Zeitschrii 
für Flugwissenschaften (ZFW)» und die Jahrbücher der WGL. 

Der seit der Neugründung 4. Jahrgang des Jahrbuches bringt vor allem Vo: 
träge der WGL-Tagung in Augsburg (12. bis 15. Oktober 1955) zum Abdruck 
die, unter internationaler Beteiligung namhafter Fachleute, einen interessante 
Querschnitt der flugtechnischen Probleme und Fragen der Gegenwart geber 
Durch die Veröffentlichung sind Arbeiten aus folgenden Teilgebieten erfass 
worden: Geschichte und Rechtsfragen, Tragflügel-Aerodynamik und Gasdyna 
mik, Propeller, Turbomaschinen und Strahltriebwerke, Betriebssicherheit, Steu: 
rung, Instrumente und Navigation, Messtechnik und Windkanäle, Lärmbekäm 
fung, Flugzeugbau und Werkstoffe. 1 

Die wertvolle Ausgabe berechtigt, weitere Publikationen dieser regen Arbei 
gruppe mit aufmerksamem Interesse zu erwarten. Z. Plaskowss 


Vol. VIII, 1957 329 


Bestimmung von ebenen sowie von kreis- und 
kugelsymmetrischen Raumladungsfeldern mit Hilfe einfacher 
Widerstandsketten mit zusätzlichen Stromquellen 


Von GREGOR CREMOSNIK und Max J. ©. Strutt, Zürich!) 


1. Einleitung 


Bei den Elektronenröhren treffen wir oft eindimensionale Felder an, wie 
das bei der ebenen Diode, der Zylinderdiode. und bei kugelsymmetrischen 
Elektrodensystemen der Fall ist. Analoge Messungen kann man auch an zwei- 
dimensionalen Netzen (Widerstandsnetze für ebene und rotationssymmetrische 
Felder) ausführen [4, 5, 6/?), doch wäre es von praktischen Gesichtspunkten 
aus eine bedeutende Aufwand- und Zeitersparnis, wenn man die Messungen an 
gewöhnlichen Widerstandsketten ausführen könnte. Dies ist durchaus möglich, 
wie folgende theoretische Betrachtungen sowie praktische Messungen an 
solchen Widerstandsketten zeigen sollen. 

Die Poissonsche Gleichung für allgemeine eindimensionale Felder kann man 
in der Form 


a te at (1) 


schreiben. Hierin bezeichnet V das Potential, 7 die eindimensionale Koordinate, 
o die Raumladungsdichte und & die Dielektrizitätskonstante, die im Fall der 
Hochvakuum-Elektronenrohren gleich &, ist. Auf der rechten Seite haben wir 
das positive Vorzeichen, da wir die negative Elektronenraumladungsdichte 
—o berücksichtigt haben. Nun kann man leicht einsehen: 

a) für v = 0 erhalten wir die Raumladungsgleichung für das ebene eindimen- 

sionale Feld; 

b) für » = 1 folgt die Raumladungsgleichung für das kreissymmetrische Feld; 
c) für » — 2 folgt die Raumladungsgleichung für das kugelsymmetrische Feld. 


2. Die Widerstandskette als Analogiegerät 


Eine Widerstandskette als Analogiegerät für die Lösung der eindimensio- 
nalen Raumladungsgleichung ist in Figur 1 skizziert worden. In der Reihen- 
folge der Widerstände sind jene mit ungeraden Indizes verwendet worden, in 


1) Institut für höhere Elektrotechnik der ETH. A | 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 359. 
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Analogie zu der zweidimensionalen Anordnung, wo die zweite Richtung gerade 
Indizes erhält [4,5]. Der Einspeisestrom 7, soll die vorhandene Raumladung 
nachbilden. Die Widerstandskette stellt eine Analogie zur Differenzenform der 
Poissonschen Gleichung (1) dar. 


EN ee 
— 4 u 
" Io 3 
Figur 1 


Widerstandskette zur Lösung von eindimensionalen Feldproblemen mit Nachbildung der Raum- 
ladung durch zusätzliche Speiseströme. 
Die Differenzenform der zweiten Ableitung ist nach Figur 1 


Brave, 
Or d: : (2) 


wo d der gegenseitige Abstand benachbarter Maschenpunkte (zum Beisp-el 
mit den Potentialen V, und V,) ist. Für das Glied erster Ordnung der Glei- 
chung (1) ist die Differenzenform 


EIER (3) 


da man das betrachtete Intervall über zwei Maschenweiten (2d) erstrecken 
muss, analog wie die zweite Ableitung. Somit kann man die Differentialglei- 
chung (1) in der Differenzenform schreiben, indem man die Ausdrücke aus den 
Gleichungen (2) und (3) berücksichtigt: 


2 1 a 
AV = FD [rı Bla Vor er (Vs )| dt (4) 


Schreiben wir noch die Differenzengleichung (4) in der Form, die für die: 
Analogiebestimmung vorteilhaft ist: 


vd 
ZW 


n(1-Z)+n(1+22)-2n-2a=0. (5). 


Um den Analogieausdruck zur Gleichung (5) zu erhalten, wenden wir den. 
Kirchhoffschen Satz für die Ströme im Knotenpunkt V, (Figur 1) an, indem ı 
wir die Widerstände R, und R, zu 

und Rs = Zr (6) | 


wählen, wobei R ein noch zu bestimmender Widerstandswert ist. Nach Figur 1. 
folgt dann 


no-senfrs)entunee. a 
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Aus dem Vergleich der Gleichungen (5) und (7) erkennt man, dass sie voll- 
kommen identisch sind, wenn der Einspeisestrom i, zu 


OR (8) 


gewählt wird. Das negative Vorzeichen zeigt, dass der positive Strom aus der 
Kette herausfliessen muss. R ist ein Widerstand, der im allgemeinen von der 
Lage des Punktes im Feld abhängt. 

Nehmen wir nun nach Figur 1 an, dass der Punkt V, ein allgemeiner 
Punkt m im Feld ist, so wird der Punkt V, zum (m + 1)-ten Punkt. Für den 
m-ten Punkt gilt nach Gleichung (6) mit der Widerstandsbezeichnung R = 1/4,, 

1 


A Am 1 - 


v 1 v 

oa) und a ee (9) 
wobei das Verhältnis 7/4 mit m bezeichnet wurde. In Gleichung (9) ist R, als 
oberer Widerstand für den Punkt m angenommen. Nun sollte sich der gleiche 
Widerstandswert für R, ergeben, wenn wir ihn als unteren Widerstand für den 
Punkt (m + 1) annehmen: 

1 v 
ie Any (1 2m =) (10) 


Da aus den Gleichungen (9) und (10) der gleiche Wert für R, folgen sollte, muss 
die allgemeine Beziehung für alle Felder gelten: 


A (2 m+ 2— v) m 


_ (2m+ ¥) (m+ 1) 


(11) 


Mit Hilfe dieser wichtigen Beziehung kann man dann die Werte der Wider- 
stande sowie auch die Einspeisestrôme 1, für verschiedene Widerstandsketten 


bestimmen: | neh, 
a) Für das ebene, eindimensionale Feld ist » = 0. Wenn wir y = 0 in die 


Gleichung (11) einsetzen, erhalten wir 
il 
Ee See (12) 
0 
In einer Widerstandskette für das ebene Feld sind alle Widerstände gleich, 
was schon von der Konstruktion des zweidimensionalen Widerstandsnetzes 
her [4,5] bekannt ist. Mit der Widerstandsbezeichnung R = 1/4,, folgt aus 
Gleichung (8) für den Einspeisestrom der Wert 


je od A (13) 
0 € m 
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Für das ebene Feld ist A„ = 1/R,, wobei R, der Wert der Widerstände in der 
Kette ist [vgl. Gleichung (12)]. Somit wird nach Gleichung (13) der Einspeise- 
strom Dr 

Dr ct (14) 
Die Raumladung g kann man durch die bekannte Stromdichte 7 und durch die 
Elektronengeschwindigkeit v ausdrücken: 


=. (15) 
Aus dem Energiesatz 


al 
— mv:=eV 
2 


(e Betrag der Elektronenladung, m Elektronenmasse) erhalten wir die Ge- 
schwindigkeit es 
oe Ve) le (16) 


wobei e/m = e, geschrieben wurde. Unter Berücksichtigung der Gleichungen (15) 
und (16) erhalten wir für den Einspeisestrom 7) nach Gleichung (14) 


(17) 


b) Im Falle des kreissymmetrischen Feldes ist » = 1. Wenn wir v = 1 in die 
Gleichung (11) einsetzen, erhalten wir die Beziehung 


oder 
iy ga Am = „Al : (18) 


Günstig ist, alle Widerstände in der Kette auf den ersten Widerstand zu be- 
ziehen. In diesem Fall ist das der Widerstand zwischen dem Punkt an der 
Rotationsaxe und dem nächsten benachbarten Punkt. Aus der Gleichung (9) 
für den Widerstand R, (m = 1,» — 1) folgt unter Berücksichtigung der Glei- 
chung (18) 


ea (19) 


Somit folgt aus der Gleichung (9) für den Widerstand R, 


2 R 
nn (20) 


Für m = 2 erhalten wir 
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und somit werden die Widerstände der Reihe nach 


Ro Ro Ro 
’ 3 ’ 5 ’ 7 > 


Ro (21) 


Für den Einspeisestrom folgt unter Berücksichtigung der Gleichungen (18) 
(19) aus der Gleichung (13) der Wert 


2m ad? 


= ia - R 
0 R, SU 


(22) 


Hierbei ist m — r/d und R, als der gewählte erste Widerstand in der Kette 
bezeichnet. Für die Stromdichte 7 gilt im kreissymmetrischen Fall die Beziehung 


I1r=jerr» (23) 


wobei 7, die bekannte Stromdichte an der Stelle k ist (zum Beispiel an der 
Kathode). Wenn wir die Gleichung (15) für die Raumladungsdichte @ in die 
Gleichung (22) einsetzen, erhalten wir unter Berücksichtigung der Gleichung 
(16) für den Einspeisestrom 7, den Wert 


AE aM ik 5 rll 
aa md WV 


(24) 


Lo 


c) Eine analoge Betrachtung für das kugelsymmetrische Feld (y = 2) ergibt 
nach Gleichung (11) die Beziehung 


A = (- m | 
Ai \m+1 
oder 
Ay Re A pi _ Ss A DE 
er (25) 


Nach den Gleichungen (9) und (25) folgt für den ersten Widerstand À, der 
Kette der Wert 
Re | (26) 


Da der erste Punkt ausserhalb des Kugelzentrums m — 1 ist, wird R, — co. 
Das Feld (Potential und Feldstärke) im Zentrum der Kugel nimmt auch 
unendliche Werte an. Da wir in Wirklichkeit bei einer Elektrode im Zentrum 
immer mit einem endlichen Halbmesser zu rechnen haben, stört das die Feld- 
messung nicht. Der erste Punkt der Kette liegt dann auf der zentralen Elek- 
trode. Für den Widerstand R, erhalten wir [nach Gleichung (9)] 


il al 
= = . ZU 
Kes nen] 2 A Ro ( ) 
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Hier ist es günstig, alle Widerstände auf den Widerstand R, zu beziehen. Für 
m = 2 folgt R, = R,/3, und für höhere m werden die Widerstände der Reihe 


nach co, Ry JRR, Ro Jae 


0 = ee 28 
en ur co 


Bestimmen wir noch die Einspeiseströme als Nachbildung der Raumladung. 
Für das kugelsymmetrische Feld erhalten wir analog zur Gleichung (22) 


m? GE 


ea 0. (29) 
Fiir die Stromdichte gilt jetzt die Beziehung 
Dt = Ieee (30) 


Aus der Gleichung (29) folgt unter Berücksichtigung der Gleichungen (15), (16) 


und (30) 3 ae @ i i | 31) 
2 Ne Hop wean 


wobei 7, wieder die bekannte Stromdichte bei 7 = 7; ist. 

Hiermit haben wir die praktisch wichtigen Ausdriicke fiir die Anwendung 
der Widerstandsketten bei den Feldmessungen erhalten. Der grosse Vorteil der 
Widerstandsketten liegt in ihrer einfachen Konstruktion sowie in der leichten 
und raschen Durchführbarkeit der Messungen. 

Bei der Bestimmung des Raumladungsfeldes treten oft Fehler vor den 
Elektroden auf. Wenn man das ganze Feld bei Nachbildung der Raumladung 
in Differentialflächenelemente aufteilt, sieht man, dass die Raumladung vor 
den Elektroden mit den Speiseströmen nicht berücksichtigt wird. Man muss 
die Speiseströme in den Punkten vor den Elektroden korrigieren oder die 
entsprechende Maschenweite vor den Elektroden zu d/2 wählen (näheres in 
[15]). Dieses Ergebnis stammt von Herrn P. TscHopr in diesem Institut. 


3. Ebene Diode 


Als praktische Anwendung untersuchen wir zuerst den Fall der ebenen 
Diode. Bei ebenen Dioden kann man das Feld genau berechnen. So erhalten 
wir eine Möglichkeit, die praktischen Messergebnisse mit den genauen berech- 
neten Werten zu vergleichen. 

Bei der Bestimmung des Raumladungsfeldes ist das Verfahren der schritt- 
weisen Näherung anzuwenden. Für die Bestimmung der Einspeiseströme als 
Nachbildung der Raumladung sollte die Stromdichte j sowie auch die Poten- 
tialverteilung V bekannt sein. Die Stromdichte 7 kann man aus der bekannten 
Anodenspannung U, und aus der Geometrie der Anordnung berechnen. Die 
Potentialverteilung unter Berücksichtigung der Raumladung ist zunächst 
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nicht bekannt. Ausgehend von dem gemessenen statischen Feld V, (ohne 
Raumladung) bestimmt man die entsprechende Raumladung nach Gleichungen 
(15) und (16) bzw. den Einspeisestrom nach Gleichung (17). Nach der Nach- 
bildung der Raumladung mit diesen Einspeiseströmen ändert sich die Poten- 
tialverteilung. Mit den neuen Potentialwerten bestimmt man wieder die Raum- 
ladung bzw. die notwendigen Einspeiseströme usw. Endlich ist die Änderung 
des Potentialverlaufs bzw. der einzuspeisenden Ströme so klein, dass sich die 
Potentialverteilung nicht mehr ändert. Das Verfahren nähert sich im allge- 
meinen sehr rasch einem Endwert. Bei kleiner Raumladung sind nur wenige 
Schritte notwendig, bei stärkerer Raumladung jedoch mehrere. Modelle mit 
Widerstandsketten haben nur wenige Messpunkte im Feld, so dass die Durch- 
führung der Messungen wenig Zeit in Anspruch nimmt. 


3.1. Austrittsgeschwindigkeit der Elektronen aus der Kathode gleich Null 


Zunächst erläutern wir kurz den Einfluss der Vergrösserung im Modell bei 
der Bestimmung der Einspeiseströme. Aus der Differentialgleichung (1) geht 
folgendes hervor: Wenn wir die linearen Dimensionen n-mal vergrössern, so 
müssen wir auf der rechten Seite der Gleichung (1) durch n? dividieren. Das 
bedeutet, dass man die Raumladung n?-mal kleiner machen muss. Nur dann ist 
die Poissonsche Gleichung am Modell erfüllt. Der Einfluss von Fehlern in den 
Widerständen des Modells auf die Messergebnisse sowie der Einfluss der end- 
lichen Maschenweite wurden an anderer Stelle erörtert [4,5]. Die verwendeten 
Widerstände des Modells wurden alle innerhalb + 0,2% auf die errechneten 
Nominalwerte eingestellt. 

Der einfachste theoretische Fall einer ebenen Diode wird nur kurz behan- 
delt. Die Stromdichte ist gegeben durch 


3/2 


i= 10-522 
j= 2,34 106, (32) 


2 


wobei U, die Anodenspannung gegen die Kathode und 5 den Abstand zwischen 
den Elektroden bezeichnen. Der Potentialverlauf ist theoretisch durch 


= uf)" 5 


gegeben. Als Beispiel nehmen wir eine ebene Diode mit 


b=100um=10-?cm und U,= 30 Ne 


Am Modell wurde die gleiche Spannung und ein Abstand von 10 Maschenweiten 
zwischen den Elektroden angenommen. Die Vergrösserung wird: 


20 


= P 3 
Han 103% 


Ti 
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Aus der Gleichung (32) folgt für die Stromdichte 
= 3,845 Alcm?. 


Diese Werte können bei praktischen Dioden nicht auftreten, die Stromdichte 
j ist stets viel kleiner, ebenso die Anodenspannung U,. Durch obige Annahmen 
erhalten wir jedoch eine grössere Raumladung, was für die Untersuchung und 
Prüfung des Verfahrens günstig ist. Aus der Gleichung (17) können wir die er- 
forderlichen Einspeiseströme bestimmen. Mit d = 2cm und Ry = 3,5 RQ wird 
c = 217,768 [Gleichung (17)] und somit unter Berücksichtigung der Vergrösse- 
rung n 


: 3,845 210 
ala ay 


Wu 
Die Resultate der schrittweisen Näherungen, ausgehend von dem Potentialver- 
lauf (0) ohne Raumladung sind aus der Figur 2 ersichtlich. Für verschiedene 


BA. (34) 


ul] 


Figur 2 
Schrittweise Näherungen bei den Messungen des Potentialverlaufs U einer ebenen Diode mit Aus- 
trittsgeschwindigkeit der Elektronen aus der Kathode gleich Null. Kurve O: Homogenes statisches : 
Feld ohne Raumladung; I: erster Schritt mit Nachbildung der Raumladung; Br: berechneter : 
Potentialverlauf und zugleich dritter Näherungsschritt am Modell. 


Abstände x/b können wir die theoretisch berechneten Potentialwerte Br nach: 


Gleichung (33) sowie die nach der dritten Näherung erhaltenen Messwerte U’ 
in der folgenden Tabelle vergleichen: 


x | 0,1 | 0,2 | 03 | 00411005 | 0,6 | 0,7 | 0,8 | 0,9 


Br[V)|1,392 |, 3,515 |.,6,03,| 48,85.) 19105 18 1186522 27.196507 
uvm 1,41 3,9. 106,085 03,352 |1111,85201155002 51185502 122,110 26,00 | 


ml tt TS | 
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In der Figur 2 ist nur die erste Näherung I und die letzte dritte Näherung, die 
mit dem berechneten Potentialverlauf Br gut übereinstimmt, gezeichnet wor- 
den. Die zweite Näherung II weicht so wenig von der dritten Näherung bzw. von 
dem berechneten Verlauf ab, dass man sie schwer einzeichnen kann. Die pro- 
zentualen Fehler im Potentialverlauf für verschiedene Näherungen sind in der 
Figur 3 angegeben worden. Für die Abweichung des statischen Feldes A, gilt 


Ei 


Ay Statisches Feld 


20 
Grenze 
0— > } Instrum. 
Goerz 


(0) 05 x 
b 
Figur 3 


Prozentualer, relativer Fehler A [%] der schrittweisen Näherungen. Für A, (statisches homogenes 

Feld) gilt der linke vertikale MaBstab, für A, (nach dem ersten Schritt) gilt der rechte Maßstab, 

ebenso für A, (nach dem zweiten Schritt) und As nach dem dritten Schritt. Eingezeichnet: die 
Grenze der Messgenauigkeit des verwendeten Universalinstrumentes. 


der zehnfache vertikale Maßstab (linker Maßstab in Figur 3). Aus dieser Figur 
sieht man deutlich, wie die Fehler bei den schrittweisen Näherungen jeweils 
herabgesetzt werden. Die Fehler der dritten Näherung A, fallen schon in den 
Bereich der Messgenauigkeit des verwendeten Universalinstrumentes, dessen 
Grenze in Figur 3 angedeutet ist. 

Wenn wir die prozentualen relativen Fehler in Abhängigkeit von der Zahl 
der ausgeführten schrittweisen Näherungen aufzeichnen, erhalten wir den 
Verlauf nach Figur 4. Aus der Figur 4 geht deutlich hervor, dass die Abnahme 
des Fehlers A nach den einzelnen Schritten ungefähr einer Exponentialkurve 
entspricht. Somit können wir mit guter Näherung diesen Verlauf durch die 


Funktion 
A=Kexp(205) (35) 


darstellen, wobei S die Nummer der Näherung (50, 1,2...) bezeichnet und 
der Exponent « aus den Kurven hervorgeht. Für schwache Raumladung ergab 


ZAMP VIII/22 
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sich, dass der Exponent « ungefähr den mittleren Wert 2 hat tb = Mec = 3): Bei 
stärkerer Raumladung sinkt « und erreicht Werte, die kleiner als 1 sind, wie 
wir im Abschnitt 3.2 sehen werden. 


mir 


JE I Im 
— S 
Figur 4 


Prozentualer relativer Fehler A [%] der schrittweisen Näherungen als Funktion der Nummer S des 
Schrittes: O, I, II und III für die Maschenpunkte vor der Kathode mit x/b = 0,1, 0,2... (Lage 
des Punktes als Parameter). 


3.2. Konstante Austrittsgeschwindigkeit der Elektronen aus der Kathode 


Betrachten wir den Fall, wo sich zwischen Kathode und Anode infolge der 
vorhandenen Raumladung ein Potentialminimum ausbildet, so dass der Po- 
tentialwert im Minimum U„ > 0 ist und die Anodenstromdichte 7, gleich der 
Kathodenstromdichte 7 (keine rückkehrenden Elektronen). 

Für die theoretische Betrachtung ist es vorteilhaft, eine normierte Strom- 
dichte 7* einzuführen: 5 

el, (36) 
Te 
wobei die Stromdichte 7, nach der Gleichung (32) 


À Use 
49 2,345 1056 a (37) 
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ist, 7 die vorhandene Stromdichte in der Diode, unter Berücksichtigung der 
konstanten Austrittsgeschwindigkeit der Elektronen aus der Kathode, und U, 
die Anodenspannung. Damit der obige Fall mit dem Potentialminimum 
zwischen Kathode und Anode vorliegt, darf die Stromdichte 7 nicht beliebig 
gesteigert werden. Die bekannte Theorie [1, 2, 3] ergibt, dass die maximale 
Stromdichte nach Gleichung (36) 


Imax = (1 c= Ve 1 (38) 


betragt. Dabei bedeutet U, die Spannung an der Kathode, die der konstanten 
Austrittsgeschwindigkeit entspricht, und U, die Anodenspannung im Falle, dass 
U, > U, ist. Fiir die Spannung des Potentialminimums folgt dann 


UUs 


U = U, Sn (39) 
(1 + /U,/U,)? 
und für die Lage 
x 1+ 3/U,/U, 
m —=i[— U, (40) 
b (1 + VU] je 


Somit ist es möglich, nach den Gleichungen (38), (39) und (40) aus den vor- 
gegebenen Elektrodenspannungen U, und U, die noch zulässige Stromdichte, 
die Spannung des Potentialminimums sowie seine Lage zu berechnen. 

Als Beispiel nehmen wir eine ebene Diode mit dem Elektrodenabstand 
b= 100 um, mit einer Anodenspannung U, — 25 V und mit der Kathoden- 


are U, = 001025 Vi 
Aus der Gleichung (37) folgt die Stromdichte 
fg = 2,4 310-2.1252 2,92». cm. 


Wenn wir den Fall der maximal zulässigen Stromdichte nehmen, so erhalten 
wir aus der Gleichung (38) 
pee (GE UA EA WI eal 
und aus der Gleichung (36) die vorhandene Stromdichte 7 
j = 2,925~ 1,331 = 3,8932 A/cm?. 
Fiir die Spannung des Potentialminimums erhalten wir nach der Gleichung (39) 
U, = 0,2066 V 
und für die Lage in bezug auf den Elektrodenabstand b nach Gleichung (40) 


Am = 
SSS 0,0233. 
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Da die Anodenspannung in bezug auf die Kathodenspannung sehr gross ist, 
tritt ein Spannungsminimum in der Nähe der Kathode auf. Wir haben einen 
Fall, wo die Raumladung nicht gross ist. 
Bei der Berechnung des Potentialverlaufs integrieren wir die Poissonsche 
Gleichung 
DD NÉ SE RS (41) 


ore V2e,5) 0 


Unter Berücksichtigung der Integrationskonstanten ergibt sich für den ge- 
suchten Potentialverlauf die Formel [2,3] 


GÉREZ, &12,34 10a yBR 


ist. Die praktische Berechnung des Raumladungsfeldes ist somit schwierig und 
verlangt sehr genaue numerische Rechnungen wegen des Differenzgliedes in 
der Gleichung (42). Im Vergleich hierzu ist die Ermittlung des Potentialverlaufs 
mit Modellmessungen an der Widerstandskette mit den zusätzlichen Einspeise- 
strömen viel einfacher und weniger zeitraubend. 

Als Modell nehmen wir 10 Maschenweiten zwischen den Elektroden mit 
einer Vergrösserung n = 2 : 10%. Nach der Gleichung (17) unter Berücksichti- 
gung der Vergrösserung folgt dann für die Einspeiseströme 


] 212 
io = 54,442 + — u —= pA. “oi 


jo ~ yo 


Nun wurde das beschriebene Verfahren der schrittweisen Näherungen ange- 
wandt. Die Messergebnisse sind in der Figur 5 gegeben worden. Der fiinfte 
Schritt bzw. die fünfte Korrektur der Raumladung ergibt einen Potentialver- 
lauf, der sehr gut mit dem berechneten nach Gleichung (42) übereinstimmt. In 
der nachfolgenden Tabelle sind die gemessenen Werte U nach der fünften 
schrittweisen Näherung sowie die berechneten Werte U, nach Gleichung (42) 
zum Vergleich angegeben worden. Zuletzt ist noch der prozentuale Fehler A 


angegeben [Abweichung der gemessenen Werte von den genau. berechneten 
Werten nach Gleichung (42)]: 
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PT 
| Pen LE) 


u [V] 


20 


15 


107 


U=0,25V. 
0 


Figur 5 


Potentialverlauf U [V] bei schrittweisen Messungen im Modell einer ebenen Diode mit konstanter 

Austrittsgeschwindigkeit der Elektronen aus der Kathode U, = 0,01 U,. O: homogenes Held; 

I: erste Näherung bei Nachbildung der Raumladung; II: zweite Näherung ... usw. Br: berechneter 
Verlauf nach Gleichung (42) und zugleich fünfte Näherung. 


| x[b | 0,1 | 
U tv) | 0,64 | 2,03 | 3,93 | 6,29 | 8,85 | 11,70 | 14,90 | 18,25 | 21,45 
U, [V]| 0,63 | 2,01 | 3,90 | 6,25 | 8,81 | 11,66 | 14,95 | 18,32 | 21,50 


0,2 | 0,3 | 0,4 | 0,5 | 0,6 | 0,7 | 0,8 | 0,9 


ANI) ST DB a 0003 ee 


Der grösste Fehler tritt für die Punkte vor der Kathode auf. Wenn eine sechste 
Korrektur der Raumladung bzw. des Einspeisestromes in den Punkten vor der 
Kathode ausgeführt würde, so wäre der Fehler überall unter 156: 

Untersuchen wir noch ein Beispiel mit grösserer Austrittsgeschwindigkeit 
der Elektronen und somit auch mit grösserer Raumladung. Die Anodenspan- 
nung soll unverändert bleiben: U, = 25 V. Die Kathodenspannung, die der 
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Austrittsgeschwindigkeit der Elektronen aus der Kathode entspricht, wird 
jetzt 
C= 02 UZ = oN 


Praktisch könnte dieses Beispiel in Mehrgitterröhren vorkommen, wo die 
Schirmgitterebene als neue Emissionskathode angenommen werden kann und 
die Elektronen dann grosse Emissionsgeschwindigkeiten haben. Die Strom- 
dichte, welche als Normierungsgrösse dient, bleibt gegen das vorige Beispiel 
unverändert j, = 2,925 A/cm?, da die Anodenspannung U, die gleiche ist. Die 
maximal zulässige Stromdichte ergibt sich aus der Gleichung (38) 


= (1+V0,2) = 3,03, 
und somit aus Gleichung (36) die vorhandene Stromdichte in der Röhre 
ty = 2,923 - 3,03 = 8,863. Ajem?*. 


Aus der Gleichung (39) erhalten wir für die Spannung im Potentialminimum 
den Wert U,, = 2,4 V und für die Lage des Minimums in bezug auf den Elek- 
trodenabstand 

Am 


ia à 227 


Das Spannungsminimum liegt jetzt weiter von der Kathode entfernt, und 
gegen die Kathode weist dieser Punkt eine negative Spannung auf im Betrage 
von 


Sia te 20V. 


Die Vergrösserung des Elektrodenabstandes 6 — 10-2cm am Modell mit 
10 Maschenweiten beträgt = 2 - 10%. Nach der Gleichung (17) folgt somit 
für die Berechnung der Speisestrôme als Nachbildung der vorhandenen Raum- 
ladung in der Rôhre: 


ET EIER (44) 


We 

Den Potentialverlauf können wir mit Hilfe der Gleichung (42) berechnen. Die 
Messergebnisse der schrittweisen Näherungen sind in der Figur 6 gezeichnet. 
Aus dem Verlauf sieht man deutlich, wie die Näherungen nach 7 Schritten zu 
dem genauen Verlauf führen. Bei den ersten zwei Schritten mussten alle Speise- 
ströme korrigiert werden, beim dritten Schritt war bei den letzten zwei Punkten 
vor der Anode eine Korrektur nicht mehr notwendig. Bei dem fünften Schritt 
war dies schon bei den letzten vier Punkten der Fall, und beim letzten Schritt 
waren nur in der Hälfte vor der Kathode, wo das Potentialminimum liegt, 

noch Korrekturen der Einspeiseströme erforderlich. | 
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Figur 6 
Potentialverlauf U [V] bei schrittweisen Näherungen in einer ebenen Diode mit konstanter Aus- 
trittsgeschwindigkeit der Elektronen aus der Kathode U, = 0,2 U,. Gleiche Bezeichnungen wie 
in Figur 5. 


In der nachfolgenden Tabelle sind die nach Gleichung (42) berechneten 
Potentialwerte sowie die Messwerte U des letzten, siebenten Schrittes gegeben 
worden. In der letzten Zeile ist noch der prozentuale Fehler A berechnet 


worden. 


x|b | 2 | 0,3 | 0,4 | 0,5 | 0,6 | 0,7 | 0,8 | 0,9 


U,[V]| 3,24 | 2,40 | 2,66 | 3,94 | 6,15 | 8,74 | 12,25 | 16,00 | 20,25 | 
UV) | 3,26-| 2:42 | 2,68. | 3,960 | 6,10 | 85715) 12,25) 16,05 | 20,25 
A 0,6 0,8 0,8 0.58. EN 205% | 


Der Fehler ist somit kleiner als + 1%, was eine gute und praktisch hinrei- 
chende Genauigkeit bedeutet. Dabei ist noch zu sagen, dass der Fehler nicht 
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auf die gesamte Spannung zwischen den Elektroden bezogen wurde, wie es oft 
geschieht, sondern in bezug auf den genau berechneten Wert in dem entspre- 
chenden Punkt. Der obige Fehler ware sonst noch viel kleiner. Aus den Mess- 
ergebnissen folgt deutlich, dass man mit dem beschriebenen Verfahren der 
schrittweisen Naherungen den Betrag und die Stelle des auftretenden Poten- 


75 


50 


25 


Figur 7 
Prozentualer Fehler A [%] der schrittweisen Näherungen der Figur 6 als Funktion des Abstandes 
von der Kathode: x/b. Bezeichnungen der Kurven A 1: nach der ersten Näherung, usw. 


tialminimums sowie den gesamten Potentialverlauf sehr gut und rasch bestim- 
men kann. Die Berechnung des Potentialverlaufs ist kompliziert, die Resultate 
sind praktisch auch mit Fehlern gleicher Grössenordnung behaftet, wie sie sich 
beim letzten obigen Schritt ergeben. Die prozentualen Fehler A für verschiedene 
Schritte sind in Figur 7 veranschaulicht worden, A, bedeutet den Fehler nach 
dem ersten Schritt usw. Aus dem Kurvenverlauf geht die rasche Verringerung 
des Fehlers deutlich hervor. Der maximale Fehler tritt in der Nähe des 
Potentialminimums auf. Wenn wir den prozentualen Fehler als Funktion der 
Nummer S der schrittweisen Näherung aufzeichnen, erhalten wir die Figur 8. 
Da die Raumladung grösser ist als im vorherigen Fall, findet die Abnahme des 
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Fehlers langsamer statt als dort, was zu einem Exponent « nach Gleichung (35) 
führt, der kleiner als 1 ıst. Für die Punkte direkt vor der Kathode ist die 
relative Abnahme am geringsten. Hier ist « am kleinsten (x ~ 0,7). Für die 
Punkte vor der Anode, die in der Figur 8 dargestellt sind (x/b = 0,7, ... , 0,9), 
ist die Abnahme starker, so dass in diesem Fall der Exponent « fast den Wert 1 
erreicht. 


10077 

Afr, 

| 
10 
1 

(6) 7 
Figur 8 
Prozentualer Fehler A[%] der schrittweisen Näherungen als Funktion der Zahl S der Schritte 
(S=0,1,2,..., 7), für die Maschenpunkte vor der Anode (x/b = 0,5, ... , 0,9). 


3,3. Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung der emittierten Elektronen 


_ Fiir die Nachbildung des Einflusses der Maxwellschen Geschwindigkeits- 
verteilung der emittierten Elektronen aus der Kathode an Widerstandsketten- 
modellen wurde ein approximatives Verfahren entwickelt: 

1. Man bestimmt die Temperaturspannung Ur der Kathode, die dem qua- 
dratischen Mittelwert v; der thermischen Geschwindigkeit entspricht, aus den 
Energiegleichungen, wobei die Kathodentemperatur T als bekannt voraus- 
gesetzt wurde: 

2 (45) 
2 


RT=e Ur = 


Hierin ist À die Boltzmannsche Konstante k = 1,38 : 10-?* J/Grad abs. 

2. Nun verwendet man das entwickelte Verfahren für konstante Aus- 
trittsgeschwindigkeit der Elektronen, indem man im Modell U, = Ur und 
U, = Ur + U, nachbildet, wie dies im Abschnitt 3.2 durchgeführt wurde. 
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3. Aus dem Endpotentialverlauf (nach der letzten schrittweisen Naherung), 
welcher mit der vorausgesetzten konstanten Geschwindigkeit U7 erhalten 
wurde, bestimmt man die Korrektur der Speiseströme vor der Kathode bis zum 
Potentialminimum nach der vorgegebenen Maxwellschen Geschwindigkeits- 
verteilung, indem man den rückkehrenden Elektronen Rechnung trägt. 

4. Da somit nicht alle Elektronen zur Anode gelangen, wie das bei kon- 
stanter Austrittsgeschwindigkeit der Fall ist, muss man die Speiseströme ver- 
ringern nach der Gleichung 

= Vo = alate (46) 


wobei 7, der Speisestrom vor der Korrektur ist, der aus dem bekannten Poten- 
. tialverlauf bei konstanter Austrittsgeschwindigkeit der Elektronen folgt, und 
F ein Faktor, den man bestimmen muss aus dem am Modell berücksichtigten 
zurückkehrenden Strom. 

Man integriert die Maxwellsche Verteilungsfunktion jeweils von einem 
betrachteten Punkt zwischen Kathode und Spannungsminimum bis zum Span- 
nungsminimum. Die zurückkehrenden Elektronen tragen in diesen Punkten 
zweimal zur Raumladung bei. Das Verfahren der schrittweisen Näherung 
wiederholt man, bis die Integration das richtige vorgegebene Verhältnis zwi- 
schen dem Anodenstrom und dem Sättigungsstrom ergibt. Das Verfahren soll 
an einem praktischen Beispiel erläutert werden. 

Im Gebiet hoher Temperaturen der Kathode (über 1000° K) kann man mit 
guter Näherung annehmen, dass die emittierten Elektronen eine Maxwellsche 
Geschwindigkeitsverteilung aufweisen. Die Zahl der durch eine Flächeneinheit 
pro Zeiteinheit hindurchtretenden Elektronen sei N,. Dann ist die Anzahl dN 
dieser Elektronen, deren Geschwindigkeit zwischen v und v + dv liegt, 


mv m v? 
aN = No FE exp( =F) dv > 


oder, unter Berücksichtigung der Gleichung (45), 


1 U 
aN = NG exp| v,) du. (47) 


Nehmen wir an, dass die Zahl N, der Elektronen der Sättigungsstromdichte 7, 


entspricht. Die Zahl der zurückkehrenden Elektronen erhalten wir durch 
Integration 
U„/Ur 


ne Aie (-V)aV=N, i! — exp{— [Un] 5 (48) 


wobei U,, die Spannung im Potentialminimum ist und V = U/U; im Integral 
substituiert wurde. Somit ist dann die Zahl der Elektronen, die zur Anode 
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gelangen, 
Ne Ne ex ae mn 
N=N, Sp ee (49) 


T | 
Da die Zahl N, der Elektronen der Sättigungsstromdichte entspricht, erhalten 
wir für die Anodenstromdichte 


EN 
la = Ne 1s (50) 
und für die Stromdichte der zurückkehrenden Elektronen 
: ING, 
Wen ik (51) 
0, 
Somit gilt 
N= N +N, 
und analog 
fe = 1a ae iP . (52) 


Als Beispiel betrachten wir eine ebene Raumladungsdiode mit der Sätti- 
gungsstromdichtej, = 100 mA/cm?undeiner Anodenstromdichte 7, =40 mA/cm?. 
Diese Zahlen haben keine praktische Bedeutung in Röhren, sondern sollen nur 
als Rechenbeispiel dienen. Die Temperatur der Pastekathode sei 900°C oder 
1173°K mit einer Kathodenoberfläche von 1,5 cm?. Der Abstand zwischen 
Anode und Kathode sei b = 50 um = 5 : 10°? cm. 

Die Lösung der Poissonschen Gleichung (41) mit Berücksichtigung der 
Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung der emittierten Elektronen ist nur 
unter numerischer Auswertung der letzten Integration möglich. Die Resultate 
stammen von I. LANGMUIR [7], der die Integrale in Tabellen ausgewertet hat. 
Diese Tabellen wurden von P. H. J. A. KLEYNEN [10] vervollkommnet. Eine 
Erweiterung der Ausführungen von I. LANGMUIR hat A. VAN DER ZIEL [11] 
gebracht. Ohne auf die Resultate der Ausführungen näher einzugehen, geben 
wir nur die berechneten Werte für ein angenommenes Beispiel an. Die Tempe- 
raturspannung der Kathode erhalten wir aus 


U, = 0.86.10 47 010 V. 


Für die Spannung im Potentialminimum gilt 


HU In le = 0,092 V 


und für die Anodenspannung 


HE) 
Le rai (Na Nm) mM 605 as. 0,064 Ve 


MA ist ein aus den genannten Tabellen entnommener Wert und nm = Um/Ur. 
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Fiir die Lage des Potentialminimums erhalten wir mit Hilfe der Tabellen 


SE I A. 
ie En Le 0,3382 
Die berechneten Spannungen sind klein. Deshalb wurden im Modell alle Span- 
nungen mit dem Faktor 50 multipliziert. Somit ergibt sich: 


Une Vie U, = 32, und) une eo 


Nach dem beschriebenen Verfahren betrachten wir zuerst den Fall konstanter 

Austrittsgeschwindigkeit mit: U, = 5 V und U, = Ur + U, = 8,2 V (vgl. Ab- 

schnitt 3.2). Fiir die Stromdichte erhalten wir nach den Gleichungen (36), (37) 

und (38) ; 
4 = jar, 212.4 Alam“ 


Die Rechnung ergibt dann U,, = 1,58 V oder die Spannung gegen die Kathode 
Um = —5 + 1,58 = —3,42V und für die Lage des Potentialminimums 
Xm/b = 0,404. Die obige Spannung des Potentialminimums unterscheidet sich 
von der Spannung, die aus der Rechnung mit Maxwellschen Geschwindigkeits- 
verteilung der emittierten Elektronen folgt, um mehr als 25%. Die mittlere 
thermische Geschwindigkeit müsste um einen Faktor vergrössert werden, 
damit die Übereinstimmung besser würde. Diese notwendige Vergrösserung 
kann man nachher bei der Korrektur infolge der Maxwellschen Verteilung 
berücksichtigen, wie in dem nachfolgenden Beispiel gezeigt wird, indem man 
die Stromdichte vergrössert. 

Im Modell wurden 10 Maschenweiten für den Abstand zwischen den Elek- 
troden gewählt. Die Vergrösserung beträgt n = 20/(5 : 10-3) = 4 + 103. Aus der 
Gleichung (17) folgt unter Berücksichtigung der Vergrösserung für den Ein- 
speisestrom 

allroad 
i 16 to yo 


(53) 


Die Messresultate der schrittweisen Näherungen sind in der Figur 9 gegeben 
worden. Nach dem fiinften Schritt kommen wir zur Endkurve, die sehr gut 
mit dem gerechneten Verlauf U, für die genannte konstante Austrittsgeschwin- 
digkeit tibereinstimmt. Zum Vergleich ist in Figur 9 auch die gerechnete 
Kurve Br bei Beriicksichtigung der Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung 
eingezeichnet. Man erkennt gleich die grosse Abweichung der beiden Kurven 
U, und Br voneinander. 

Nun wurde die M-Verteilung (Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung) 
der emittierten Elektronen beriicksichtigt. Der erste Schritt wurde so durch- 
geführt, dass 7, = 7, angenommen wurde. Für die Punkte vor der Kathode bis 
zum Potentialminimum wurde der Speisestrom i, gewählt, der aus der Span- 
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Figur 9 


Potentialverlauf U [V] bei schrittweisen Näherungen im Modell einer ebenen Diode mit konstanter 

Austrittsgeschwindigkeit der Elektronen aus der Kathode U, = Ur. I: erste Näherung... usw. 

U,, letzte, fünfte Näherung, die mit dem berechneten Verlauf gut übereinstimmt. Kurve Br: 

berechneter Potentialverlauf bei Maxwellscher Geschwindigkeitsverteilung (M-Verteilung) der 
emittierten Elektronen. 


nung des Minimums nach Gleichung (53) folgt. Bei der Berücksichtigung der 
zurückkehrenden Elektronen, die zweimal zu der Raumladung beitragen, wur- 
den die Stromdichte bzw. die Speiseströme vergrössert. Wenn wir die Abkür- 
zung V = U/U; einführen, ergibt sich nach Gleichung (48) die Zahl der zurück- 
kehrenden Elektronen zwischen zwei Punkten V, und PV, 


Vo 


N, = Ny J'exp(=V) 4V = Nolexp (7) — exp (Pal. (54) 
Vi 


[0]-5, 


Figur 10 


en bei Berücksichtigung der M-Verteilung. U;,: letzte Näherung nach Figur 9 
tierten Elektronen; U: letzte Näherung mit 


gung der M -Verteilung; Br: theoretisch berechneter Potentialverlauf. 


Schrittweise Näherung xsich 
mit konstanter Austrittsgeschwindigkeit der emit 


Berücksichti 
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Die Korrektur wurde erhalten, indem der Speisestrom vor dem Potential- 
minimum um den Faktor vergrössert wurde, der aus der Gleichung (54) her- 
vorgeht. Für einen bestimmten Punkt V, muss man die Integration bis Uy 
bzw. V,, ausführen. Dann ersetzt V,, die obere Grenze V2 in der Gleichung (54). 
Die schrittweisen Näherungen und die gemessenen Potentialkurven bei Berück- 
sichtigung der M-Verteilung sind in Figur 10 gezeichnet worden. Die Potential- 
kurve U, ist der erzielte Potentialverlauf bei Annahme einer konstanten Aus- 
trittsgeschwindigkeit Ur, und Uj, ist die letzte (dritte) Näherung bei Berück- 
sichtigung der M-Verteilung. Die Methode soll jetzt praktisch bei der dritten 
Näherung erläutert werden. Als Grundlagen der Korrektur dienen die gemes- 
senen Potentialwerte der vorletzten zweiten Näherung. In der Tabelle sind nur 
die Werte von der Kathode bis zum Potentialminimum angegeben: 


x/b 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
U [V] gate 3,48 4,10 4,12 3,68 
V 0,436 0,696 0,820 0,824 
exp (—V) 0,647 0,499 0,440 0,439 
exp (—V) — exp (—V») 0,208 0,060 0,001 = 
iy (A) 255 202 184 180 


Aus der Gleichung (50) folgt unter Beriicksichtigung der Gleichung (49) 
ji, = 0,439 95. 


Da die vorgegebenen Werte 7, = 0,47, ergeben, ist somit der Anodenstrom 
noch zu gross. Ein weiterer Schritt ist notwendig, um das vorgegebene Ver- 
haltnis 0,4 zu erhalten. 

Aus der vorletzten Zeile der obigen Tabelle fiir den Punkt x/b = 0,1 ersieht 
man, dass nur 0,208 7, als zuriickkehrender Strom erfasst wird. Somit wird die 
Korrektur des Anodenstroms bzw. der zugehörigen Speiseströme nach Glei- 
chung (46) mit F = 0,208 

tg = % 0,2087, , 


wobei 7, aus dem Potentialverlauf nach der Gleichung (53) berechnet wird. Für 
das Potentialminimum U,, bei x/b = 0,4 erhalten wir als notwendigen Speise- 
strom 


ig = 180 A. 


Diesen Speisestrom muss man nach Gleichung (54) korrigieren, indem die zu- 
rückkehrenden Elektronen berücksichtigt werden. Der Betrag dieser Korrektur 
folgt aus der vorletzten Zeile der Tabelle, indem man den betreffenden Faktor 
verdoppelt. Hierdurch ergeben sich die Speiseströme, die in der Tabelle in der 
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letzten Zeile angegeben worden sind. Der nächste Schritt ergibt nun 
fie — 0,409 1s > 


was mit dem vorgegebenen Wert schon gut übereinstimmt. Auf diese Weise 
wurde der Potentialverlauf U,, erhalten. Die Lage sowie die Spannung des 
Minimums kann man somit sehr gut am Modell bestimmen. Die aus der Modell- 
messung erhaltenen Werte U,, und die berechneten Werte U, des Potential- 
verlaufs sind in der folgenden Tabelle zum Vergleich angegeben worden. 


He Ot |, ge | ea or 1.08 Sy | 0,8 | 0,9 
U, |— 2,655 | — 3,975 | — 4,545 |— 4,49 |— 3,9775 | — 3,09 | — 1,895 | — 0,43 | + 1,27 
Up | 232 |\—3,72 |= 4,42 |=447 |—4,01 3413) —%G93 \—0,45| +1,28 
A9, |—12,5 |—6,4 |—2,75 |—0,445| + 0,8 Sa 2 A 1 


In der letzten Zeile ist noch der prozentuale Fehler 


- 
] 
r 


AlOf == 
A% = 


— 100% 

angegeben worden. Die Abweichung der aus der Modellmessung bestimmten 
Werte von den berechneten Werten ist grösser als in den bisher beschriebenen 
Fällen. Die grösste Abweichung tritt für die Punkte vor der Kathode auf. Das 
ist auch physikalisch leicht verständlich, da wir die Raumladung zwischen der 
Kathode und dem ersten Messpunkt im Modell nicht berücksichtigt haben. Da 
nach Messungen von A. Hutson [14] die Geschwindigkeitsverteilung nur ange- 
nähert der Maxwellschen entspricht, darf die erreichte Genauigkeit für prak- 
tische Zwecke als befriedigend bezeichnet werden. 


4. Kreiszylinderdiode 


Eine Kreiszylinderdiode ist eine kreissymmetrische Anordnung, das Feld 
hängt nur von einer Koordinate ab. In der Widerstandskette werden nicht alle 
Widerstände den gleichen Wert haben, sondern die Werte sind der Reihe nach 
durch die Gleichung (21) gegeben. Damit der Strom durch die Kette klein 
gehalten wird, wurde der erste Widerstand R, = R, zu 9kQ gewählt. Alle 
Widerstände wurden auf ihren Nominalwert mit der Genauigkeit + 0,3% ein- 
gestellt. Die notwendigen Speiseströme für die Nachbildung der Raumladung 


folgen dann aus der Gleichung (24). 


4.1. Austrittsgeschwindigkeit der Elektronen aus der Kathode gleich Null 


Das statische Feld in einer Zylinderdiode ohne Raumladung kann man 
leicht durch Integration der Laplaceschen Gleichung bestimmen. Als Lösung 
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der Gleichung (1) für » = 1 und die rechte Seite gleich Null für die vorgege- 
benen Randbedingungen U = 0 an der Kathode (y= 7;) und U = U, an der 
Anode (r=r,) erhalten wir: 


U — Ua In na (55) 


Als praktisches Beispiel nehmen wir eine Zylinderdiode mit 7, = 0,4 mm und 
r, = 2,4 mm sowie mit der Anodenspannung U, = 10 V. Das Verhältnis 7,/7; 
ist somit gleich 6. Am Modell war r, gleich 2 Maschenweiten (2 E) und 7, gleich 
12 E. Da die Maschenweite am Modell zu E = 2 cm gewahlt wurde, ist die Ver- 
grösserung # = 100. Die berechneten Werte U, des statischen Potentialverlaufes 
ohne Raumladung nach Gleichung (55) sowie die am Modell gemessenen Werte 
U sind in der nachfolgenden Tabelle zusammengestellt worden: 


ZI BBEIEn Ba Ze 
Un 242.65) 23:87 29.3415 7,0 7,73 | 8,40 | 8,98 | 9,52 
U 2,28 85 LO 7,0 75 | 8,40 | 9,0 9,52 


Die Übereinstimmung ist gut (prozentualer Fehler kleiner als 1%). Das ist für 
die Bestimmung des Raumladungsfeldes sehr wichtig, da man von dem stati- 
schen Potentialverlauf ausgeht, wie das im Abschnitt 3 erörtert wurde. 

Eine exakte Lösung der Gleichung (1) unter Berücksichtigung der Raum- 
ladung für den Fall der Zylinderdiode [y = 1 in Gleichung (1)] und für die vor- 
gegebenen Randbedingungen U = 0 beiv =r, und U = U, beir =”, ist nicht 
bekannt. Eine Näherungslösung wurde von I. LANGMUIR und K. B. BLODGET 
[8] angegeben. Den Potentialverlauf erhalten wir unter Berücksichtigung der 
Raumladung aus 


2 \ 2/3 
U= (Tn) Ue 66) 
wobei der Korrekturfaktor 6? eine Funktion 7/7, ist mit dem Anfangswert 
B?— 0 bei v= 7, (Erfüllung der vorgegebenen Randbedingung). ß2 ist der 
Wert des Korrekturfaktors 6? fiir y= 7,. Die für die Berechnung wichtigen 
Werte des Korrekturfaktors 6? sind in Figur 11 dargestellt worden. Daraus ent- 
nehmen wir fz = 0,836. Die Grösse B2 nimmt somit in unserem Beispiel 
Werte zwischen 0 und 0,836 an. Bei den Modellmessungen wird die Raumladung 
durch die Einspeiseströme nachgebildet. Die Gleichung (24) für die Bestimmung 
der Nachbildungsströme kann man in der Form 


Tk 
VU 
schreiben, wobei c, eine Kettenkonstante ist, die für die gebauten Widerstands- 
ketten den Wert c, = 3,39 - 102 (V1? cm?) hat. Bei Beriicksichtigung der Ver- 


y= Gi 


(57) 
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Figur 11 


Für die Berechnung des Potentialverlaufs in einer Kreiszylinderdiode gilt der Korrekturfaktor ß? 
als Funktion des Verhältnisses r/r,.. 


grösserung n im Modell kann man die Raumladungsdichte bzw. die Strom- 
dichte 7, durch n? dividieren oder aber die Stromdichte 7, direkt für die Modell- 
abmessungen berechnen. Die Stromdichte 7, erhalten wir aus der Gleichung 


3/2 


2934.10 = (58) 


Bal als 


Für die Stromdichte 7, in der wirklichen Zylinderdiode bei U, = 10 V erhalten 
wir 7, = 9,225 mA/cm? oder für die Modellstromdichte 


ON ap 925 ua C08 oe 
Für die Bestimmung der Speisestrôme als Nachbildung der Raumladung er- 
halten wir aus der Gleichung (57) 
fae As (59) 


Nun wurde am Modell das gleiche Verfahren der schrittweisen Näherungen an- 
gewandt wie bei einer ebenen Diode (Abschnitt 3). Die berechneten Potential- 
werte U, nach Gleichung (56) sowie die am Modell gemessenen Werte U sind 


in folgender Tabelle zusammengestellt worden: 


ZAMP VIII/23 
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| rl" | 15 2 | 2,5 | 3 | 3,5 | 4 4,5 | 5 | 5,5 | 
uv] [1,085 | 2,31 | 3,48 | 4,57 | 5,59 | 6,56 | 7,48 | 8,37 | 9,20 | 
Chive OS0 2.37 3,48 38 5,60 6,58 1,50 8,35 9,20 | 


Aus den angegebenen Werten U, und U sieht man deutlich, dass die Ab- 
weichung der gemessenen Werte U von den berechneten Werten U, sehr klein 
ist. Der prozentuale Fehler, bezogen auf den genauen Wert im entsprechenden 
Punkt, ist kleiner als 1%,. Obwohl die Messungen mit geeichten Universal- 
instrumenten durchgeführt wurden, liegt die Ablesegenauigkeit in den erreich- 


ul 
U 


05 


Figur 12 


Potentialverlauf bei schrittweisen Messungen am Modell einer Kreiszylinderdiode 7,/r, = 6 mit 

einer Austrittsgeschwindigkeit der Elektronen aus der Kathode gleich Null. Kurve O: statisches 

Feld ohne Raumladung; I: erster Schritt mit Nachbildung der Raumladung; II: zweiter Schritt; 
Br: berechneter Potentialverlauf nach Gleichung (56). 


ten Fehlergrenzen. Die berechneten bzw. die gemessenen Werte der Potential- 
verteilung im statischen Feld (0) ohne Raumladung sowie die schrittweisen 
Näherungen bei der Nachbildung der Raumladung sind aus der Figur 12 er- 
sichtlich. Nur zwei Schritte waren notwendig, ähnlich wie bei dem ebenen Fall. 


Die zweite Näherung II stimmt schon gut mit dem berechneten Verlauf 
überein. 


4.2. Konstante Austrittsgeschwindigkeit der Elektronen aus der Kathode 


Die Poissonsche Gleichung (1) ist für den Fall der Zylinderdiode (y = 1) 
mit konstanter Austrittsgeschwindigkeit der Elektronen aus der Kathode 
U, = const analytisch nicht lösbar. Eine Näherungsmethode, die sehr zeit- 
raubend ist, wurde von L. PAGE und N. J. Apams [13] angegeben. Der Rech- 
nungsaufwand ist so gross, dass sie praktisch kaum anwendbar ist. Einfacher 
ist der Fall, in welchem eine virtuelle Kathode mit der Spannung U = 0 auf- 
tritt. Die entsprechende Lösung wurde zuerst von A. VAN DER ZIEL [12] ange- 
geben. Um so grösser ist hier die Bedeutung des einfachen Messverfahrens an 
der Widerstandskette, das in schrittweisen Näherungen leicht durchführbar ist. 
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Wir nehmen wieder die Zylinderdiode mit den geometrischen Abmessungen 
rx = 0,4 mm und 7, = 2,4 mm an, wie bei dem Fall der Austrittsgeschwindig- 
keit der Elektronen aus der Kathode gleich Null. Die Anodenspannung wählen 
wir gleich 10 V und die Kathodenspannung, die der konstanten Austrittsge- 
schwindigkeit der Elektronen aus der Kathode entspricht, gleich U, = 2 V. 
Wenn wir die Stromdichte an der Kathode nach Gleichung (58) mit 7,9 be- 
zeichnen, so wird die vorhandene Stromdichte 7, unter Berücksichtigung der 
konstanten Austrittsgeschwindigkeit grösser, wie auch im ebenen Fall (vgl. 
Abschnitt 3.2.). Wir können dann schreiben: 


Ie= X Teo: (60) 


wobei x ein Faktor grösser.als 1 ist. Nun kann x nicht beliebige Werte anneh- 
men, denn physikalisch ist der Faktor begrenzt, ähnlich wie bei der ebenen 
Diode. Schon bei x = 2,5 wurde der Fall einer virtuellen Kathode mit der 
Spannung Null festgestellt, wobei man die Stromteilung bzw. auch die rück- 
kehrenden Elektronen berücksichtigen muss. Bei x = 2 tritt aber ein Potential- 
minimum U„=1,73V bei 7/7, = 1,5 auf, wie die nachfolgenden Messungen 
zeigen werden. Mit Berücksichtigung der Gleichungen (59) und (60) mit x = 2 
werden die notwendigen Einspeiseströme für die Nachbildung der Raumladung 
durch 

626 
Vu 


ba UA (61) 
gegeben. Mit den eingestellten Randbedingungen am Modell (U, — U; = 8 V) 
wurde zuerst das statische Feld ohne Raumladung gemessen. Die gemessenen 
Werte wurden mit den nach Gleichung (55) berechneten Werten verglichen. 
Die Abweichungen sind kleiner als 1%, was wir als befriedigend annehmen 
können. Ausgehend von dem statischen Feld ohne Raumladung wurden die 
notwendigen Einspeiseströme als Nachbildung der Raumladung nach Glei- 
chung (61) bestimmt und die Einspeiseströme im Modell eingestellt. Es waren 
vier Schritte notwendig. Nach dem vierten Schritt war die Änderung im Po- 
tentialverlauf so klein, dass praktisch keine Korrektur der Einspeiseströme 
mehr möglich war. Die gemessenen Werte U des Potentialverlaufs nach dem 
letzten, vierten Schritt sind in der nachfolgenden Tabelle zusammengestellt 


worden: 


NE NE ESS E 


CURE | 2,12 | 2,85 | 3,76 | 4,75 | 5,80 | 6,83 | 7,95 | 8,95 


Die Ergebnisse der schrittweisen Näherungen bei der Bestimmung des Poten- 
tialverlaufs sind in der Figur 13 gezeichnet worden. Mit (0) wurde der statische 
Potentialverlauf ohne Raumladung bezeichnet und mit I bis IV der Potential- 
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verlaut nach schrittweisen Näherungen. Aus dem gezeichneten Verlauf kann 
man leicht die Stelle sowie auch den Spannungsbetrag im Potentialminimum 
ermitteln. Da die theoretische Berechnung kaum ausführbar ist, bilden die 
einfach durchfiihrbaren Modellmessungen bis jetzt die einzige praktische 
Methode zur Lésung dieses Problems mit einer konstanten vorgegebenen Aus- 
trittsgeschwindigkeit der Elektronen aus der Kathode bei Kreiszylinderdioden. 


9 2 3 4 5 6 
= 
'k 
Figur 13 
Potentialverlauf bei schrittweisen Näherungen in einer Kreiszylinderdiode r,/7;, = 6 mit konstanter 
Austrittsgeschwindigkeit der Elektronen aus der Kathode U, = 0,2 U,. Kurve O: statisches Feld 


ohne Raumladung; I: erste Näherung... usw. IV: letzte (vierte) Näherung bei Nachbildung der 
Raumladung. 


5. Kugelsymmetrisches Elektrodensystem 


Praktisch haben die kugelsymmetrischen Elektrodensysteme eine viel 
kleinere Bedeutung als die kreissymmetrischen (Zylinderdiode). Da sie doch 
auftreten können und auch die theoretische Näherungslösung nach I. LAnG- 
MUIR und K. B. BLODGET [9] bekannt ist, werden wir kurz ein solches Elektro- 
densystem behandeln. Die Messungen sind einfach und schnell ausführbar. All- 
gemein könnte man mit dem beschriebenen Messverfahren analoge Probleme 
für den n-dimensionalen Raum lösen. Da sie aber praktisch keine Bedeutung 
haben, beschränken wir uns auf den kugelsymmetrischen Fall v = 2 in Glei- 
chung (1). 

Als Beispiel nehmen wir ein Elektrodensystem an mit 7, = 0,2 mm und 
Ya = 1,6 mm. Die Anodenspannung gegen die Kathode (U,=0V) beträgt 
U, — 10V. Nach den Ausführungen im Abschnitt 2 hat der erste Widerstand 
in der Kette den Wert R, = oo. Da wir am Modell erst den nächsten Punkt 
vom Kugelzentrum aus als den Kathodenpunkt wählen, stört das die Mes- 
sungen nicht. Damit der Strom in der Kette klein bleibt, wurde der Wider- . 
stand R,= Ry = 9kQ gewählt. Die weiteren Widerstandswerte in der Kette‘ 
folgen aus der Gleichung (28). Alle Widerstände wurden mit der Genauigkeit 
(Toleranz) + 0,3% auf den nach Gleichung (28) bestimmten Wert eingestellt. 
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Hierdurch wird die erzielte Genauigkeit bei den Messungen des Potentialver- 
laufs befriedigend. Die für die Nachbildung der Raumladung notwendigen 
Einspeisestrôme werden nach Gleichung (31) ermittelt. Im Modell wurde an 
der Widerstandskette 7, mit einer Maschenweite nachgebildet. Da das Verhält- 
nis 7/7, = 8 ist, waren für die Nachbildung der Anodenhalbmesser 7, acht 
Maschenweiten (8 E) notwendig. 

Die Lösung der Laplaceschen Gleichung [rechte Seite der Gleichung (1) 
gleich Null] für den kugelsymmetrischen Fall v = 2 ergibt 

FF. il 1 
en (62) 

Dabei wurden die Randbedingungen U, = 0 bei 7 = 7, und U = U, beir=r, 
berücksichtigt. Die nach Gleichung (62) berechneten Potentialwerte U, und 
die am Modell gemessenen Werte U sind zum Vergleich in folgender Tabelle 
zusammengestellt worden: 


| REN WERDET 
| (Op; Spy Alles) 7,62 8,575 9,15 52 9,80 
U 357 7,60 8:39. 9,15 9,50 9,80 


Ein Vergleich der berechneten Werte U, und der gemessenen Werte U des 
statischen Potentialverlaufs ohne Raumladung zeigt, dass die Übereinstim- 
mung gut ist. Der auftretende relative Fehler ist kleiner als 0,3%. 
Die Gleichung (31) für die Einspeiseströme als Nachbildung der Raumla- 
dung kann man analog zur Gleichung oF in der Form schreiben 
do = C2 - a (63) 
wobei die Kettenkonstante c, in unserem Fall den Wert c, = 42,35 (V'®? cm?) 


hat. Die Stromdichte 7, wird jetzt 
3/2 


oo (64) 


a re 
wobei «2 der Wert des Korrekturfaktors «? [vgl. Gleichung (66)] bei 7 —7, 
ist. Bei der Bestimmung der Einspeiseströme nach Gleichung (63) kann man 
die Vergrösserung n = 100 im Modell berücksichtigen oder die Kathodenstrom- 
dichte direkt für die Modellabmessungen bestimmen. Für die Stromdichte 7; 4 


am Modell erhalten wir hg = 11,75 pA/cmi 


und nach Gleichung (63) fiir die Einspeisestrome 


500 
RS —— pA. (65) 
to yo Ie 
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Betrachten wir nur den Fall der Austrittsgeschwindigkeit der Elektronen aus 
der Kathode gleich Null. Die Lösung der Poissonschen Gleichung (1) für den 
kugelsymmetrischen Fall »—2 in Gleichung (1) nach I. LANGMUIR und 
K. C. BLODGETT [9] wird 


u-(5) u. (66) 


Der Korrekturfaktor «? ist eine Funktion von r/r,, ähnlich wie bei der Zylinder- 
diode B?. Er erfüllt die Randbedingungen an der Kathode und an der Anode. 
Mit «2 ist der Wert des Korrekturfaktors &? bei 7 = 7, bezeichnet worden. Die 
nach Gleichung (66) berechneten Werte U, des Potentialverlaufs mit Berück- 
sichtigung der Raumladung sowie die am Modell nach dem letzten Schritt mit 
schrittweisen Näherungen gemessenen Werte U sind in nachfolgender Tabelle 
angegeben worden: 


| rl, | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 
Uv | 35 BGT 7,0 8,07 8,85 9,50- | 
CNT sco 5,65 7,0 8,05 8,85 9,50 | 


Die Ubereinstimmung ist befriedigend, die relative Abweichung ist kleiner als 
1%. Der statische Potentialverlauf (O) ohne Raumladung sowie die schritt- 
weisen Näherungen bei Berücksichtigung der Raumladung sind in der Figur 14 


y 10 
Ug 


y 
0 


7 


{=} 


5 


Figur 14 


Potentialverlauf bei schrittweisen Messungen in einem kugelsymmetrischen Elektrodensystem |) 
Yalrz = 8 mit einer Austrittsgeschwindigkeit der Elektronen aus der Kathode gleich Null. Kurve O: : 
statischer Verlauf ohne Raumladung; I: erste Näherung bei Nachbildung der Raumladung ... usw. . 

III: letzter, dritter Schritt, der mit dem berechneten Verlauf Br gut übereinstimmt. 


veranschaulicht worden. Hier ist der Einfluss der Raumladung stark. Es; 
waren drei Schritte notwendig. Erst nach dem dritten Schritt war die Änderung 
im Potentialverlauf vernachlässigbar klein. Die dritte Näherung III stimmt gut 
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mit dem berechneten Verlauf Br überein. Ganz analog wie im Beispiel der 
Zylinderdiode könnte man auch hier den Fall der konstanten Austrittsge- 
schwindigkeit der Elektronen aus der Kathode behandeln. Da er aber praktisch 
nicht wichtig ist und auch bei der Anwendung der Modellmessungen mit 
Widerstandsketten nichts Neues ergibt, werden wir diesen Fall hier nicht weiter 
betrachten. 
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Summary 


Resistance chains, used as analogy computers, allow the determination of 
static potentials without and with space charge of high vacuum diodes, the fields 
of which may be considered as onedimensional. In the case with space charge, 
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additional currents, fed into the resistance chain, are essential for the represen- 
tation of the space charge. Such resistance chains with additional current sources 
afford solutions of Porsson’s equation 


Ua GO LAN ARE 
on "7 a Eu 
The first problem under consideration is the plane diode, for which » = 0. Here 


the solution of Porsson’s equation is obtained by iteration: 

(a) with zero emission velocity at the cathode; 

(b) with finite emission velocity; 

(c) with Maxwellian emission velocity distribution at the cathode. 

The solutions take much less time using the resistance chain than using the 
well-known formulas for these problems. The second problem concerns the cir- 
cular cylindrical diode (v = 1)-with zero and with finite emission velocity at the 
cathode. In the latter case, no straight-forward mathematical solution is known. 
Again, practical solutions are easily obtained by iteration using the resistance 
chain. Finally, a spherical diode (vy = 2) is considered at zero emission velocity. 
Here also, the chain affords easy solutions. The computed chain solutions were 
compared with known formulas in several cases, showing discrepancies not over 
1% in most cases. 


(Eingegangen: 19, Februar 1957.) 


Plastic Yielding of Notched Strips Under Conditions 
of Plane Stress 


By HuGx FORD and GEORGE Liants, London!) 


Introduction 


The problem of thin notched strips subjected to tension has been studied by 
HILL [2]?) for the case where the notches are symmetrically placed on each side 
of the strip. The deformation corresponds to plane stress and, using the theory of 
characteristics, HILL finds the upper bound solutions for the two cases of 
V-notched and circularly notched strips. BisHop [1] has shown that Hırr’s. 
upper bound is the true solution for the V-notched case, but gives no proof 
for the circularly notched case. 

In this paper, a possible statically admissible stress field (lower bound) is 
found for these two cases, but the main purpose is to examine single notched . 
strips subjected to bending in the plane of the sheet. Upper bounds are found for : 
single V- and circularly notched strips in bending and the general lower bound . 
solution is applied to these two cases. 


1) Imperial College of Science and Technology (University of London), Department of! 
Mechanical Engineering. 


2) Numbers in brackets refer to References, page 382. 


Î 
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Statically Admissible Stress Field for Plane Stress - Simple Tension 


The symmetrical field shown in Figure 1 is a statically admissible field if it 
satisfies the following conditions: 

(1) The boundary stress conditions. This is satisfied for the directions of 
the stresses shown in the figure. 

(2) The equilibrium equations. Only discontinuities of the direct stresses 
normal to the surfaces AB, CD, AO, BO, CO, and DO, are allowed. Since these 
conditions are satisfied automatically across AB and CD, only the discontinui- 


C 


Figure 1 


Stress trapezoid. 


ties AO and CO need to be examined. These provide four equations of equi- 


librium. | a . 
(3) The yield criterion must nowhere be violated. This condition provides 


three inequalities for the regions AOB, COD, and AOC. 

The above four equations and three inequalities are sufficient to evaluate 
the seven unknowns 04, 0, f, Sy, Sa, y, and 6, in terms of the angle ß. In addition, 
the condition that the load acting on A B must be a maximum provides another 


equation to evaluate f. 
From condition 2 


From the continuity of the normal (6) and shear (T) stress across AO it 


follows: | 
o = 6, sin?y + 0, cos?y = fsin?(P + ve (1) 


t = (0, — 0) siny cosy = fsin(ß + y) cos(B + y): (2) 
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Therefore 


sin(B + y) cos B 
Cr siny à (3) 
ne sin Br sin pe a). 


Also from the continuity across CO it follows: 


o =, sin? + s, cos 0 —)jsin(06}r, (5) 
t' = (s, —s,) sind cosô = f'sin (6 — B) cos(6 — P). (6) 

Therefore 
se sin(ÿ — B)cosf (7) 


sind 


sin (ö — ß) sin ß 
ers cos Ô à (8) 


From condition 3 


The von-Mises yield criterion for plane stress in terms of the principal 
stresses is! 
2 D 72 
02.70, 0,0, NY , 


where Y is the yield stress in simple tension. Therefore: 
For the region AOB: 


For the region AUC: 
LS Y=. (10) 

For the region COD: 
ye ee ey TS Bey, (11) 


From the equations (3), (4), (7), and (8) and the inequalities (9), (10), and (11), 
the seven unknowns can be evaluated. 

Substituting 61, o,, from equations (3) and (4) into (9) and s,, s,, from 
equations (7), (8), into (11) it follows: 


oe cos? B sin? B sin? f ya 

A) are cos? y | = EURE (12) 
ae cos? ß sin? ß sin? ß de 

sin (6 p) Er ae cos? à sin 20 | = f © (13) 


From (12) and (13) y and 6 can be found in terms of Vale | 
The load acting across AB is a maximum if o, is a maximum. If the region 
AOB is fully plastic from von Mises’ ellipse (Figure 2) it follows that maximum | 
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Figure 2 


Yield locus for plane stress. 


co, corresponds to the point P: 


2 2 Y- 
0] = re Y ñ O2 == V3 . (14) 
From (3), (4) and (14), it follows 
cotßcoty=2, (15) 
sin(ß+y)cosß _ 2 vy 
Tem V3 27% (16) 
or 
cos? = Z (1 — 73 a (17) 


From (10) and (17) it follows 
cos?B < 2 (1 =. 7) ot MR 23°. 
For f= 23%, 1=Y and the region AOC is fully plastic. 


Fon 5123} inequality (13) is satisfied for à < 61° 15’. For 6 = 61° 15’, we 
finds 0-6507Y, 5 = — 0.505 Y. The four regions of the trapezoid are in a 


fully plastic state ıf 
2 il : ; : 
a= Y, =, oint Pin Figure 2) | 
O1 5 Co 3 (poin ig ) | 
SFE 0650 Y ala | (18) 
1 iS 49° 40’, d= 61° 15’. 
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V-Notched Strips Loaded in Tension 


For « < x/2 — B < 67° the fully plastic trapezoid created from equation 
(18) can be inscribed into the strip without cutting the boundaries (Figure 3). 


Figure 3 


V-notched strip in tension. 


In this case the constraint factor is constant. L, = AVS 1.155 for 0 =x 673 
This is a lower bound for L. Hırr's upper bound for the constraint factor is 
7 = 1155 for 0 <a < 70° 32’, 


u 


(19) 


L,= /(1 + 3 sin®y) + 3 cosy 10 s/0 a2, =m 005 | 


Ay 
where @ is found from the equation 2 tang + tan2 («x + 2 6’ — œ) — 0 and 
B' = 54° 44". Therefore the upper and lower bound coincide for 0 <a < 67° 
which gives the collapse load of the V-notched strip. 
For a = 67° it is taken 6 = x/2 — «, in other words the sides of the notch 
and the trapezoid coincide. In this case: 


he nn a sin % Y, (a) oe cos (y san COS % Y, (b) 
(20) 
oes CR" Sin « VAT ee cos (Ô + «) cos x Y. (d) 


cos Ô 


Vol. VIII, 1957 Plastic Yielding of Notched Strips Under Conditions of Plane Stress 365 


For the constraint factor to be maximum it follows from equation (20a) 
that y must be the minimum possible and it is defined from inequality (13). 
The latter for B = 2/2 — «and f= Y becomes 


5 sin? « COS? & sin? « 
cos? Zen j 
yo ee Ei cos?y nl =1 (21) 


The following table gives the optimum value for y and the lower bound for 
the constraint factor: 


Table 1 
a | OS Ton 80° | 85° | 90° 
y 507307 517307 522302 54° — 
B 25 IE 1/02 55 0° 
Jen: 1-152 1-132 1-103 1-058 1-000 
p 0° 21204 38° 30’ 47° — 
1» 1-155 1-141 1-105 1-060 1-000 


For the region 67° < « < 90° the two bounds almost coincide (Figure 4). 
This agrees with BisHor’s proof [1] that the upper bound is the true solution. 
Brsxop, however, showed this to be so for values of « between 0° and 90°; the 
above limit analysis gives the true value of the constraint factor of 1'155 for 
0 <a < 67°, but a value slightly below the true value from 67 <a < 90°. 


HILLS upper bound 


1.15 


lower bound 


N 
N 
oO 


1:05 


Constraint factor —— 


L 


go° 80° 70° 60° 50° Fee seh 0° 
œ=Notch angle —— 
Figure 4 


Double V-notched strip under tension. 
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Circularly Notched Strips in Tension 


For double-circular notches, radius oe, with the stress trapezoid drawn 
tangential to the notch surface (Figure 5), 


Figure 5 
Circularly notched strip in tension. 


CRE, REN. 


a a cos ß 


Therefore, the lower bound for the constraint factor is given by 
on 20 (1— cosß 
ua 17 [1 a ( cos ß )]. (23) 


The angle B is defined so as to maximize Lj, 1. e., 


eva) [1 — 48 (Aa Py) © 20 il 0, 


op a cos ß Ya: cos?f [= C4} 
where 
d(01/ Y) O71 
Er and a 


are defined from equation (3) with {= Y for 0° < B < 23° and from equation | 


(18) for 6 = 23°. Solving numerically equation (23) and (24) the values given 
in Table 2 are found. 
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The upper bound solution found by Hırr [2] is given in the following 
approximate formulae: 


Be tee OO = co, Le De LUE 0664, 
a +20 07 a+o 
f= 00802 fro<2=0465, Le, 064 < —"— $10. 
y3 a a a + 0 


We can see from Table 2 and Figure 6 that the mean value differs by less 
than + 0-9% from the bounds. BisHop did not prove that Hırr’s upper bound 
is a true solution. The present limit analysis gives a lower limit close to the 
upper bound and indicates that Hırr’s solution is the true solution. 


Table 2 
ze 1-0 0-9 0-8 0-7 0-6 0-5 0-4 0-3 0-2 0-1 
a+o 
ee ee ee SS SS SS eee — 


VE 1-155 | 1-133 | 1-118 | 1-102 | 1-087 | 1-072 1-057 | 1-040 | 1-025 | 1-012 
IB, las) 1-146 | 1-135 | 1-120 | 1-096 | 1-075 | 1-057 1-040 | 1-025 | 1-012 


1-15 


1-10 


_ 


= 
e 
on 


Constraint factor 


l= 


ly 0 011 AD. asain, Del 08 0-9 


Figure 6 
Circularly notched strip under tension. 
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Statically Admissible Stress Field for Single-Notched Strips Under- 
going Plastic Bending Under Conditions of Plane Stress 


Let a horizontal band stressed uniformly by the stress s be added between B 
and D (Figure 7). The state of stress in the regions I, II, and III, is shown in 
Figures 8a, b, and c. The von-Mises criterion : 


2 De 2 72 
D 0 Oy OR) Te ee 


applied in the three regions gives 


| =Y 2524 Y (om Figure 83), 


a (+ + 3 cos?f — 1) <0 (from Figure 8b), 
| YoY 
s <0 [since s, < 0, equation (8)] (from Figure 8c) . 
The above inequalities are satisfied for 


[ 02s == Bes - N, = = for 35°10" = B =. 5410, 


OT 
(b) ee oe 
V3 
or 


pe Me Ses 
sin y 


(ec) If we keep therefore B>= 23° and s=—Y then o, = const =2 Y/V3, 
whilst for 0° = ß S 23°, s= —Y, o, is given by equation (3). 


The dimensions of the field are found from the geometrical data of the 
strip and the notch, the requirement that the oblique side of the trapezoid 
must be tangential to the notch, and the equilibrium equation along the 
minimum cross section of the strip. The latter gives (Figure 7) d = c o,/Y and 
therefore 

2 ° o ! 
Ho 101 2 20 10e (25) 
sin(ß + y) cosß 
siny 


for, 002 HE 23, 


where y as a function of ß is given by (12) with the equality sign and f=Y, 
and o, from equation (3) or (18). 
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Figure 7 
Stress field for single-notched strips undergoing plastic bending 
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Figure 8 
Elements showing states of stress in regions I, II, and III in Figure 7. 
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The constraint factor is 4M 
= (26) 
17 Var” z 
and from Figure 7 it follows 
a Y d? 
M, Sur Air We 
Therefore 
CHI D 
m lb... (27) 


Case 1: Plastic Bending of Single V-Notched Strips 
(A) Upper Bound 
Solution 1 


The slip-line field is shown in Figure 9. In OAB the field consists of 
straight lines inclined to the stress free surface at an angle 


B =tan-2)/2 = 54° 44" 


(HILL [2], p. 28). The state of stress is uniaxial tension Y = V3k parallel to 
the edge. HILL [2] has shown that the stress field around the singularity is: 


O,=kcosp, o,=2kcosp, t,,= sing, (28) 


Figure 9 
Characteristics for V-notched strips in bending. Solution 1. 
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where the polar angle y is measured from the base line which is inclined at the 
angle 2 ß to the edge AB. The one family of the characteristics are straight 
lines while the other family, such as BC, have polar equation: 


r? sing = const . (29) 


The field to the left of C consists of parallel straight lines and the state of 
stress is biaxial tension parallel to the axes. In order that there should be no 
shear stress along ON the angle y, is defined from the equation ire (Ay 
equation (14)| 


2 tang, + tan2 (a+ 28 — po) = 0. (30) 


The angle CNH must be greater than the angle defined by a radial field 
along the end radii of which the states of stress are those in the stress discon- 
tinuity point N in the regions I and II. Otherwise the yield criterion is violated 
in some parts of the rigid material near the corner N. The analogy of HENCKY'S 
first equation for plane stress is [HILL [3], equation (44), p. 302]: 


d(A — w) = 0 along «-lines, (a) | 
(31) 
d( + w) = 0 along f-lines, (b) | 
where 
À = tan-1 (2 tan Ÿ) — (a) | 
: (32) 


IC ur I 2 
N ee 2 (b) 


Pa Pp are anticlockwise angles of the characteristics from a fixed direction x, 
and the angle Y is defined from the ratio of principal stresses 0; 02: 


W = sin-11 (= us = ; (33) 


30107 Ur 


From equations (31a) and (32b) it follows that the angle of rotation of NC to 
meet NH for a radial field consistent with the state of stresses in I and II is 
equal to 


VA 
I II 
Ay — Aut TN SONT 
Therefore 
A — Ay : = £ Ap. (34) 


From Figure 12 it follows 


Be nn ia ee >": P= 5-28. 
(35) 
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Substituting in (34) and by means of equations (30) and (32a) we find: 


[tanst(ceot@,) = tan! (2.eot2P)] za +3 pP 9 > 
or 
[% — 9 — tan-*(2 cot 2 B)] S«+3B-%- 5 
or 
a 2m — 3p tan !(2cot26). 
But since tan 8 = V2, tan-1(2 cot2 8) = 2/2 — ß, 
en 1, (36) 


By means of the angles ß, g, and equation (29) the field is fixed if c is known. 
c can be found from the equation of equilibrium. The stress normal to ON is 
[Hırr [3], equation (41)] 
R (2 sin P Le 1) 
Om ES — 
V1 + 3 sin?Y, 


and because of equation (34) 


Y[3cos2 (x + 2 B — po) + 1] 


On = — —— —, ai 
V3 V1 + 3 cos?2 (x + 2 B — po) v2 
Therefore 
COmY (a—c) (38) 
and 
c il 
a F [3 ¢0s2 (n+ 2B—) +1] ” (39) 
V3 V1 + 3 cos?2 (a + 2 B — y) 
where y, is found from equation (30). 
The yield moment is 
Om C* Y(a — c)? 
eek ten { 
and because of (38) 
c? Om 
BEER 
Therefore the constraint factor is (Figure 12) 
A 
4M, ze 
l= Ane 4. a: (40) 
(+) 


This solution however holds as long as 9, = 0 or from equation (30) for | 
70324 | 
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Solution 2 


For « = 70° 32’ the field inside OABCN (Figure 9) shrinks to a coincident 
pair of characteristics along the transverse axis (Figure 10) and it retains its 
shape for 

0 u Us ae 


ON is therefore a local neck. 


Figure 10 


Characteristics for V-notched strips in bending. Solution 2. 


The deformation mode along the neck is shown in Figure 10. T here is a 


- discontinuity of the normal component of the velocity along the neck of 


a, 


NE 


amount 
al 29. 


Along the neck Y — x/2 and the principal stresses and strain rates are 


a= _ (normal to the neck), 
é. —0 (along the neck), 
a * (normal to the strip plane), 


b 


out 
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where b is the local breadth of the neck. 


ZAMP 

2 Ww © 1 

OL = = 3% ) Oo = =) = — = à 
See ds le eue 0 
V3 
in which C = ON. The constraint factor for 0 <a < 70° 32’ has the constant 
value (Figure 12) 
2 2} 
I: = ; 


6 cf = (1 | 7) 1072. 


The field remains unaltered for this region. In Table 3 the sizes of the field, 
the maximum stress, and the upper bound for the constraint factor are given. 


(B) Lower Bound 
Figure 11 shows the statically admissible stress field discussed previously 
fitted to V-notched strips. 


(a). For 0e 67, B= 23° —"const;: 


2, d 2 
ey 


Figure 11 


Lower bound for V-notched strips in bending. 
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~ and therefore ' 1 
ae 
y 3 
Substituting in equation (27) 
il Apt | 2 5 
L, = — — (1 | - =) — 072.— const. 
ve 


We see that for 0° < « < 67° both upper and lower bounds coincide the value 
1-072 being therefore the true constraint factor. 


Table 3 

[0 4 90° 85° 80° V5 2.05 67e GE Soe = Or 
Po 54° 44’ 47° Sie C0 275 0% 02 0° | 

(open | A 1-0 1-053 1-095 1-124 1-155 1-155 1-155 
cla 0-50 0-486 0-477 0-470 0-464 0-464 0-464 
Le 1-00 1-025 1-045 1-060 1-070 1-072 1-072 
ß Qe 54 102 152 20° 23% 23% 

on) ¥ 1-00 1-053 1-102 1-132 1-150 1-155 1055 
IE; 1-00 1-025 1-045 1-060 1-070 1-072 1-072 


upper bound 
1:06 lower bound 


= 
oO 
w 


en 
[= | 
= 


L=Constraint factor 
Ss 


Figure 12 
Single V-notched strip in bending. 
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(b) For 67° 202 90": 
We take B = x/2 — «. The constraint factor is given by 


L,=- = (41) 


Using equations (12) and (21a) o,/Y in terms of ß can be found. Substituting 
this value in equation (41) the lower bound for the constraint factor is calcu- 
lated (Table 3 and Figure 12). We can see that the difference is almost zero, 
and the two bounds practically coincide for this region as well. The maximum 
stress along the notch axis also is almost the same in both bounds. 


Case 2: Plastic Bending of Circularly Notched Strips 
(A) Upper Bound 
Solution 1 


The field of characteristics in the upper region is radially symmetrical, as 
in a hole expanded by internal pressure (Figure 13). It is defined by the para- 


Figure 13 
Characteristics for circularly notched strip in bending. Solution 1. 
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metric equations: 


i 2 k sin (6 — ar D — 2 k sin (9 + =), + = V3 sec e V5 0-18) 


6) v2 LE 
(42) 
where 9 = tan-1(/3 sin ¥). 
The field is drawn as follows. Let us take the characteristic AS: 
Sinceo, S 0, ©4 =a and sinceo, = 0, 04=2/6, W, = 19° 28’ = 0-340, 
À4 (%/6) = 0-447 (Hitt [3], p. 350, Table 2). Also wy = « — y. Along the line 
AS it is: © + À = const. Therefore 


À3(0) + a — g = 0-447 + a 
or 
= sin-1( > sind L sin-1(+_ tan) — 0-447 43 
GE "a sin = 3 Sin an le ; (43) 


Equations (42) and (43) are the equations of the characteristic AS in para- 
metric form. 

The upper and lower field extend until they meet in N. 

From the equilibrium equation it follows: 


o+c o+c 


u = 1/2 
(a—c)Y =| out 260 / sin (6 + =) ee fe sec Ô gen) dû , 


Q 


and therefore 


By means of equation (44), c/a in terms of a/(a+ o) is calculated and 


plotted in Figure 14. 
As was sought previously, the angle of rotation Ag of the characteristic ZN 


(in order that HN can meet ZN) must be greater than 


a a N 


But from Figure 13 it follows 


We, 
dp= 24+ (2) +8, ne 3 2Band And = 0447, 


Therefore 
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T 


Figure 14 


Curve giving the solution of equation (44). 


But it is always A < 2/4 so this condition is fulfilled until a neck is formed. 
The neck is formed when the characteristics coincide on the axis. In this case: 


Re ze ren ner 
Ee = eee (=) ie = NOTE: 


Substituting in equation (44) we find 


| abe 2-245) 


This solution is therefore valid for 


A) 
0< I < 0692. (45) 


CONSTRAINT FACTOR 


Taking the moments of the normal stresses across the axis we find 


AN 
_4M. _, 0 [sin(0 + 2/6) cos(6 — x/6) se 
Loe az 4) cos? 6 4 a0 
2/6 (46) 
© où 1 + c/a | 
+4 (1 Ae ea 


The integral is evaluated numerically. For a certain value of a/(a + 0), cla 
and therefore c/o is found from Figure 14. Substituting in equation (45) we 
calculate L, (Table 4 and Figure 17). | 
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Solution 2 


For 0-692 < a/(a +o) <1 the field of characteristics extends over an 
angular span of 38° 56’. A neck is formed joining the corners of the upper and 
lower domains (Figure 15). Normal to the neck a constant tensile stress is 


Figure 15 


Characteristics for circularly notched strips in bending. Solution 2. 
applied equal to 2jV3 Y. The rigid parts rotate around N. Again along the 
neck there is a discontinuity of the normal velocity of amount: 
\Avi= 24); 


From the equilibrium condition it follows 


2.0710 


[ott a Y= (a — C, — co) Y. 


> 


But from equation (42) and Figure 15 it follows that 


o 


2.071 


Jodr-112Y 0. 
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Therefore 
0 


Er Ie Gk ese (47) 
2-1 a 
- Having c, and cy the sizes of the field are fixed. 


CONSTRAINT FACTOR 


The point of application of the resultant force along ON has a distance 
from K equal to 


2-071 9 
| %% r dr 
s 1.827 0% Y 
et a, Se = 1560, 
XK 2-071 0 1:1720 Y 3 
| 5e dy 


By taking the moments with respect to N we find 


c2 


My = 1172 9 Y (+ 0-511 0) + 5 YS+Y- (e-1071 9 6) 


By means of equation (47) we find 
0722 012800000022 ae 0 
a an a+o 
Values of L, for this region have been plotted in Figure 17. 
(B) Lower Bound 


The statically admissible stress field fitted for circular notches is shown 
in Figure 16. From equilibrium it follows 


DEN Pe ee ee o(1 — cos B) 2 € _1— op/a (1 — cos ß)/cos ß 


7 | cos ß RAR (oY 305) 


Substituting in equation (27) we find the formulae for the constraint factor 


a ge (1 — cos f) lY 
L,=2|1- a 2 CES): I (1+ o¢,/Y)~ (498 | 


B is defined in terms of o/a so as to maximize L,, and o,/ Y(B) is found from 
equation (3) or (18). In Table 4 and Figure 17 both bounds are shown. We can 
see that they coincide in the greater part, their greatest difference from a 
mean value being less than + 0:3%. 
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Figure 16 
Lower bound for circularly notched strips in bending. 


_ 
oO 
~w 


L=Constraint factor —— 


1-01 


Figure 17 
Circularly notched strip in bending. 
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Table 4 
alate) 0 | v1 | 0.2 | 0-8 | 04 | 0-5 | 0-6 | 0:7 | 0-8 | o-9 | 1-0 | 
L, | 1-00 | 1-001 |1:0025 | 1-005 | 1.008 | 1-011 | 1.014 | 1-022 | 1-0424 | 1.059 | 1-072 
| L, | 1-00 | 1-001 }1-0025] 1.005 | 1-008 | 1-011 | 1.014 | 1.022 |1-038 | 1.053 | 1.072 
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Zusammenfassung 


Das Problem diinner gekerbter Flachstabe, die unter Zug stehen, ist bereits 
von Hırr [2] für den Fall, wo die Kerben an jeder Seite des Flachstabes sym- 
metrisch angeordnet sind, untersucht worden. Die Verformung kommt dem 
ebenen Spannungszustand gleich, und HILL vermag mit Hilfe der Charakteristi- 
kentheorie eine obere Grenzlösung für die zwei Fälle von V-förmig und kreis- 
förmig gekerbten Flachstäben zu geben. Später konnte BiscHop [1] zeigen, dass 
Hırrs obere Grenze die wahre Lösung für den V-förmig gekerbten Fall darstellt, 
bleibt aber für den kreisförmig gekerbten Fall den Beweis dafür schuldig. 

In der vorliegenden Arbeit wird für beide Fälle ein statisch zulässiges mög- 
liches Spannungsfeld (untere Grenze) gefunden; dennoch liegt die Hauptaufgabe 
in der Behandlung einfach gekerbter Flachstäbe bei Biegung in der Flachebene. 
Obere Grenzen können bei Biegung sowohl für einfach V-förmig wie für kreis- 
formig gekerbte Flachstäbe angegeben werden, doch ist es möglich, auch eine all- 
gemeine untere Grenzlösung für beide Fälle zur Darstellung zu bringen. 


(Received: March 22, 1957.) 


Eine Stäbchenmethode zur DK-Messung, 
Anwendung auf (NH,),H3JO, bei 3cm Wellenlänge 


Von HEINI GRÄNICHER!) und WERNER SCHURTER?), Zürich 


1. Einleitung 


Die Untersuchung der Frequenzabhängigkeit der dielektrischen Eigen- 
schaften von Isolatoren ist nicht nur technisch, sondern auch wissenschaftlich 
von grossem Interesse. Die elektrische Polarisation, die in einem Ionenkristall 


beim Anlegen eines E-Feldes aufgebaut wird, setzt sich aus einem Elektronen- 
beitrag (Verschiebung der Elektronenhülle relativ zum Atomkern) und einem 


1) Physikalisches Institut der ETH. 


?) Physikalisches Institut der ETH; jetzt: Imperial Chemical Industries Ltd., Billingham 
England. 2 
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Ionenbeitrag (Verschiebung der verschieden geladenen Ionen relativ zueinan- 
der) zusammen. Die beiden Anteile unterscheiden sich in ihrer Frequenzabhän- 
gigkeit: Die Elektronenpolarisation kann Wechselfeldern mit Frequenzen bis 
etwa 1015 Hz folgen. Der Ionenanteil dagegen ist nur bis zu den Gitterfrequen- 
zen im infraroten Spektrum (etwa 101? Hz) wirksam. Molekülkristalle, deren 
Moleküle ein permanentes Dipolmoment besitzen, weisen einen zusätzlichen, 
in der Regel grossen Polarisationsbeitrag auf, der von der Ausrichtung der 


BaTiO, [ferroelektrisch] 


1000 


SrTi0; [ paraelektrisch] 
-__[NHu)2H3J05 CaTiOz[paraelektrisch) 


o 


=a m 
100 110; (Ruti/) 


7 10 
10 10° 10° 1" [hel 
Figur 1 
Dispersion der DK von Titanaten bei 25° C [2] und von (NH,)>H3J06: 
o—o €, bel ROTE 
og, bei20°C | 


7 [13] und vorliegende Arbeit. 
e €, bei — 70°C | 


Dipole im angelegten Feld herrührt. Da in diesem Fall ganze Moleküle oder 
Molekülteile umorientiert werden müssen, zeigt dieser Anteil eine Dispersion 
schon im Frequenzgebiet zwischen 10° und 1011 Hz. Die dielektrischen Unter- 
suchungen polarer Stoffe haben sich seit den grundlegenden Arbeiten von 
DEBYE zu einem äusserst wichtigen Hilfsmittel des Physikochemikers ent- 
wickelt, da ein enger Zusammenhang zwischen der Molekülstruktur und den 
dielektrischen Eigenschaften besteht [1] Ar 

Ferroelektrische und antiferroelektrische Kristalle weisen in der Regel sehr 
hohe Werte der Dielektrizitätskonstanten (DK) auf, besonders in der Nähe 
ihrer Umwandlungstemperaturen. In diesen Fällen sind zwar keine permanen- 
ten Dipole beteiligt. Hingegen stehen die durch die thermischen Gitterschwin- 
gungen erzeugten induzierten Dipolmomente untereinander in derart starker 


3) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 399. 
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Wechselwirkung, dass unterhalb der Umwandlungstemperatur spontan eine 
wesentliche Polarisation von paralleler bzw. antiparalleler Orientierung auf- 
tritt. Es ist daher naheliegend, wie an den Stoffen mit polaren Molekülen auch 
hier das Dispersionsverhalten zu untersuchen, um Auskunft über den Polarisa- 
tionsmechanismus zu erhalten. Diese Möglichkeit ist jedoch bis heute noch 
kaum ausgenützt worden. Im Bereich der Zentimeter- und Millimeterwellen, in 
den die Dispersion fällt, ist es schwierig, DK-Werte von 100 — 10000 genau zu 
messen, und man benötigt dazu für jede Frequenzoktave eine verschiedene 
Apparatur. Aufschlussreiche Resultate bedingen Messungen an Einkristallen 
verschiedener Orientierung, die oft nicht in genügender Grösse gezüchtet wer- 
den können. Ausserdem ist es nötig, das Dispersionsverhalten als Funktion der 
Temperatur zu untersuchen, insbesondere oberhalb und unterhalb des Um- 
wandlungspunktes. 

Einigermassen vollständige Angaben bis zu Frequenzen von 3 : 1010 Hz 
(1 cm Wellenlänge) liegen für die Erdalkalititanate in polykristalliner, kera- 
mischer Form vor. Diese Materialien haben technisch als Dielektrikum für 
raumsparende Kondensatoren grosse Bedeutung erlangt. Die in Figur 1 zusam- 
mengestellten Daten [2] wie auch die Messungen an (Ba-Sr)TiO,-Mischkristal- 
len [3-5] zeigen, dass in der paraelektrischen Phase?) bis über 1010 Hz hinaus 
keine Dispersion auftritt. Der Abfall der DK auf den Wert n? & 6 erfolgt im 
Gebiet von 101? Hz, wo an BaTiO,- und SrTiO,-Kristallen verschiedene Ab- 
sorptionsbanden beobachtet wurden [6]. In der ferroelektrischen Phase von 
BaTiO, oder von Mischkristallen dagegen beginnt die DK bereits oberhalb 
3 - 108 Hz abzusinken und strebt oberhalb 3 - 1010 Hz einem Wert e’ & 100 zu. 
Dieser Abfall im Zentimetergebiet wurde von KITTEL [7] mit der Trägheit der 
Bewegung der Domänenwände vom BaTiO, gedeutet. 

In einer neueren Arbeit haben AKAO und SASAKI [8] die Dispersion von 
Seignettesalz im Temperaturintervall — 30 — + 35°C untersucht. Sie fanden 
eine Dispersionsfrequenz®) von der Grössenordnung 3 : 10° Hz, die nur schwach 
temperaturabhängig ist. Insbesondere hat das Auftreten der spontanen Polari- 
sation selbst keinen Einfluss auf die Relaxationszeit. Das Dispersionsverhalten 
entspricht nicht einer einfachen Debye-Dispersion. Es tritt bei allen Tempera- 
turen eine Relaxationszeiten-Verteilung auf, die mit den bestehenden Theorien 
der Ferroelektrizität des Seignettesalzes nicht gedeutet werden kann. 

Beim Antiferroelektrikum ist die Bildung einer Domänen- oder Zwillings- 
struktur elektrostatisch nicht erforderlich, da makroskopisch keine spontane 
Polarisation auftritt. Bei den bis jetzt bekannten Antiferroelektrika, deren 
Symmetrie in der Regel beim Übergang in die antiferroelektrische Phase er- 
niedrigt wird, bildet sich dennoch eine Zwillingsstruktur, welche ermöglicht, 


4) Paraelektrisch nennt man die Phase oberhalb der Umwandlungstemperatur, wo für die 
DK ein Curie-Weiss-Gesetz &’ = C/(T— 6) gilt. 


5) vn = 1/2nt, wor die Relaxationszeit bedeutet (vgl. Seite 398). 
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dass der Kristall als ganzes den hochsymmetrischen Habitus der Hochtempe- 
raturphase beibehält. Eine Ausnahme bildet hierbei (NH,),H;JO, (Diammo- 
nium-orthoperjodat): Seine trigonale Symmetrie bleibt beim Phasenübergang 
erhalten, und entsprechend wurde eine Zwillingsbildung bisher nicht beobachtet 
[9], im Gegensatz zum Silbersalz Ag,H, JO, [10, 11]. Somit kann beim Ammo- 
niumperjodat keine Relaxation von Wandverschiebungen vorhanden sein. Es 
überrascht daher, dass die Messungen von e/ (e’ parallel zur kristallographi- 
schen c-Achse), welche ABoAv [12] mit einem Q-Meter (Marconi Type TF 329 G), 
ausführte, bereits im Frequenzgebiet von 107 — 5 : 107 Hz einen merklichen 
Abfall der DK ergaben (Figur 1). Es schien uns deshalb besonders interessant, 
gerade bei diesem Antiferroelektrikum durch DK-Messungen im Bereich der 
Zentimeterwellen weitere Auskunft über das Dispersionsverhalten und insbe- 
sondere über dessen Temperaturabhängigkeit zu erhalten. 
Ammoniumperjodat-Kristalle lassen sich aus wässeriger Lösung mit Ammo- 
niaküberschuss in hexagonalen Platten senkrecht zur c-Achse züchten [9, 12,13]. 
Die Herstellung ist jedoch recht heikel wegen der geringen Löslichkeit des 
Salzes. Die grössten erhaltenen Kristalle erreichten einen Durchmesser von 
etwa 15 mm und eine Dicke von etwa 2 mm. Infolge der beschränkten Kristall- 
dimensionen kam von den zahlreichen in der Literatur beschriebenen Methoden 
zur DK-Messung bei Zentimeterwellen (zusammengestellt in [2, 14, 15]) nur eine 
der Stäbchenmethoden [16-19] in Frage und somit nur die Messung von & 
(vergleiche Seite389). Dies entspricht der Richtung, in welcher beim Phasenüber- 
gang die für die Antiferroelektrizität charakteristische Überstruktur auftritt[20]. 
Grössenordnung und Verlauf der zu messenden komplexen DK waren zum 
vornherein nicht bekannt, die Resonanzmethode war deshalb nicht zweckmäs- 
sig. Wir beschränkten uns auf eine Variante, die einen minimalen apparativen 
Aufwand erforderte. Der orientierende Zweck unserer Messung gestattete uns, 
dafür eine geringere Messgenauigkeit in Kauf zu nehmen. Die verwendete 
Methode wurde durch Messung von Prüfsubstanzen bekannter DK geprüft. Die 
gesammelten Erfahrungen werden im folgenden ausführlich wiedergegeben. 


2. Messmethode 
2.1 Prinzip (Figur 2) 


Ein Mikrowellengenerator erzeugt im Innern eines Hohlleiters (HL) fort- 
laufende Wellen, welche vom abschliessenden Hohlleiterkurzschluss reflektiert 
werden. Der Attenuator (Dämpfungsglied) verhindert, dass ein zu grosser Teil 
der reflektierten Energie zum Generator zurückgelangt (Resonanzeffektel). 
Durch Überlagerung der einfallenden und der reflektierten Welle entsteht zwi- 
schen Kurzschluss und Attenuator eine stehende Welle, deren Verlauf mit 
Hilfe einer verschiebbaren Sonde (Messleitung) ausgemessen wird. Die an der 


ZAMP VIII/25 
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Sonde auftretende Hochfrequenzspannung wird gleichgerichtet und mit einem 


Galvanometer gemessen. 
Im Idealfall (Kurzschluss und HL-Wände total reflektierend) ist zwischen 
Kurzschluss und Attenuator die elektrische Feldstärke am Ort der Wellen- 


Gleichrichter Galvanometer 


Hohlleiter Kryostat 
Generator Messleitung 
Attenuator Probe  KurzschluB 
Figur 2 
Prinzipschema. 


knoten null (Figur 3). Wird an einer beliebigen Stelle zwischen Kurzschluss und 
Messleitung eine Probe (Kürper aus dem zu messenden dielektrischen Stoff, 
e’ > 1, tgd > 0 6)) eingesetzt, so besitzt die hochfrequente Strahlung im Innern 
dieser Probe eine kürzere Wellenlänge als in Luft. Entsprechend verschieben 
sich Maxima und Minima der stehenden Welle zwischen Probe und Attenuator 
um eine Strecke À (Figur 4). Ausserdem nimmt die Feldamplitude an den 
Knoten zu und an den Bäuchen ab. Die Grösse von A wird wesentlich durch €’ 
bestimmt, die Änderung des Amplitudenverhältnisses wesentlich durch tg. 
Grundsätzlich kann man aus diesen Veränderungen der stehenden Welle auf 


Ort der Probe Kurzschluß 
| Ort der Probe KurzschluB 
1 
ÈS l 


~ 


1 1x1 
BA ed fle 
X, 
0 
Figur 3 Figur 4 
Feldverlauf ohne Probe. Feldverlauf mit Probe. 


e und tg0 zurückschliessen, wenn die Geometrie der Probe und die Generator- 
frequenz bekannt sind. In guter Näherung lösbar ist das Problem, wenn das 
Dielektrikum in Form eines Stäbchens von kreiszylindrischem Querschnitt 


6) Die komplexe DK & = e’ — ie” wird durch ihren Realteil &’ und den Verlustfaktor tg 6 = e”Je’ 
charakterisiert. | 
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nach Figur 5 durch den HL hindurchgesteckt wird. Diese Stäbchenmethode für 
HL-Wellen wurde in 2 Varianten schon von LEBOT und LE MONTAGNER [16-18] 
verwendet. Die Impedanzmessung geschieht bei Proben mit kleinem e’ und 
tgö am empfindlichsten in einer kurzgeschlossenen Leitung, bei höheren Werten 
dagegen in einer reflexionsfrei abgeschlossenen Leitung. 


Probe | Hohlleiter 


Figur 5 
Hohlleiter mit Stäbchen. 


Für unsere Zwecke musste die Stäbchenmethode aus folgendem Grund 
modifiziert werden: In dem zu untersuchenden Temperaturintervall von 
— 70 = + 20°C war zu erwarten, dass die komplexe DK sowohl kleine als 
auch grosse Werte annimmt. Während einer Messung bei tiefen Temperaturen 
lassen sich aber Kurzschluss und reflexionsfreier Abschluss aus technischen 
Gründen nicht leicht gegenseitig auswechseln. Wir verwendeten ausschliesslich 
die kurzgeschlossene Leitung. Die Ausmessung der stehenden Welle geschah 
mit einer geeichten Messleitung, während der Kurzschluss für die Dauer der 
Messung einer bestimmten Probe unverändert blieb. Für jede Probe wurde 
durch Verschiebung des Kurzschlusses diejenige Stellung gewählt, in der die 
Apparatur am empfindlichsten misst. Das inverse Verfahren (geeichter Kurz- 
schlusskolben, feste Sonde [16-18]) eignet sich in unserem Fall nicht, weil die 
exakte Messung der Kolbenstellung temperaturempfindlich wäre. 


2.2 Der Hohlleiter als Leitung [21] 


Im verwendeten HL (siehe unten) tritt nur die H,,-Welle (TE, -Welle [21]) 
auf, bei welcher das E-Feld überall parallel zur kleineren Rechteckseite b des 
HL-Querschnittes verläuft. Die Leitungs-Wellenlänge A, in Richtung der HL- 
Achse beträgt dann für ein unmagnetisches, dielektrisch verlustarmes Innen- 
medium (u, = 1, & beliebig, tg 0, ed), 


A 
À = —————*—— , 1 
Die i 

1G 5 
wobei À, = 2x c/w = Vakuum-Wellenlänge im freien Raum; « = Generator- 
frequenz; Ag = 24 = Grenzwellenlänge; a = grössere Rechteckseite des HL- 


Querschnittes. Ag ist definiert als das À, der tiefsten Frequenz, welche theoretisch 
im gegebenen HL noch eine fortpflanzungsfahige Welle erzeugt. 
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2.3 Dielektrischer Zylinder im Hohlleiter 


Ein dielektrischer Körper im Innern eines HL wirkt als elektrisches « Hin- 
dernis », das heisst, die elektrischen und magnetischen Feldlinien werden gegen- 
über dem Verlauf bei ungehinderter Ausbreitung verzerrt. Daraus folgt, dass 
im Bereich zwischen einem Ort «vor» dem Hindernis und einem Ort «nach» 
dem Hindernis der Feldverlauf als Summe vieler verschiedener Wellentypen 
von nicht vernachlässigbarer Amplitude dargestellt werden muss [21] und da- 
mit der einfachen Leitungsgleichung nicht mehr gehorcht. Dagegen sind ın 
genügender Entfernung vom dielektrischen Körper die Amplituden der stören- 
den Wellentypen so weitgehend abgeklungen, dass sie vernachlässigt werden 
können. Man kann deshalb das Hindernis und seine nähere Umgebung stets 
durch einen äquivalenten elektrischen Vierpol ersetzen. Ist die geometrische 
Ausdehnung des dielektrischen Körpers in Richtung der HL-Achse genügend 
klein gegen den HL-Querschnitt, so reduziert sich der Vierpol auf eine einfache 
Shuntimpedanz. 

Steht ein kreiszylindrisches Stäbchen vom Durchmesser d und aus einem 
homogenen Dielektrikum der DK & = e’ — 7 e” in einem rechteckigen H,, — HL 
nach Art der Figur 5, so beträgt nach [21] die äquivalente Shuntimpedanz: 


ERDE 4a 
alee an. > 2 Si 
7 el) He Sa es in 
Die at AE pao | : 24; £ x = 
4 ———— 
a 


mit 


il 
= Ao ai 
> = I Zap : (DENON IEC 
Z, ist die charakteristische Impedanz [22] des HL. Die Beziehung gilt auf ein 
paar Prozente genau, falls d/a < 1/10 und |& | < 20. 

Kennt man umgekehrt die spezifische Admittanz Yp = Yp/Y, = Z,/Zp 
= G' +7 B’”) der Probe, so erhält man daraus ihre DK: 


EDEN PR mens. 
mit pap RER a 
Be a 7 ARNO) 
= À — ; log — = M = 24.28 
P Gig Cee gy 2 re he ae 
G’ 2A 
V= A peer Pr 


Unter den Voraussetzungen, unter denen diese Beziehungen gelten, werden beim 


J ?) Y, heisst die charakteristische Admittanz der Leitung, G’ die spezifische Konduktanz und 
B’ die re Suszeptanz der Probe. 
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Einführen der dielektrischen Probe in den HL die E-Feldlinien in der nächsten 
Umgebung nur wenig aus ihrer Richtung parallel zur Stäbchenachse abgelenkt. 
Berücksichtigt man zudem, dass die Feldlinien beim Eintritt ins Innere des 
Dielektrikums von der Oberflächennormale weg gebrochen werden, so kommt 


man zum Schluss, dass das E-Feld im ganzen Innern praktisch parallel zur 
Zylinderachse steht. Im Falle eines anisotropen Dielektrikums misst man 
somit die DK in dieser Richtung. 


2.4 Impedanzmessung im kurzgeschlossenen Hohlleiter 


Die Shuntimpedanz Zp liegt parallel zur Impedanz Z, des leeren Leitungs- 
stückes zwischen Probe und Kurzschluss. Da sich parallel liegende Admittanzen 
addieren, erhält man Y, als Differenz der Admittanzmessung Y,, mit einge- 
setzter Probe und der Messung Y, ohne Probe: Yp = Y,, — Yo. Nach der all- 
gemeinen Leitungstheorie kann man die Admittanz an einer Leitungsstelle 
berechnen aus dem Verlauf der stehenden Welle « vor» dieser Stelle; sowohl für 
die Messung mit Probe als auch für die Messung ohne Probe gilt 
IH 


vie 
1+r 


y ist der komplexe Reflexionskoeffizient und beträgt seinerseits 


pe ia re 
ae exp(z 2x). 
Hierbei bedeutet 7 = Eyin/Emax as Verhältnis von minimaler und maximaler 
Amplitude der elektrischen Feldstärke der stehenden Welle®), & = ky %; % ist 
der Abstand des 1. Feldstärkeminimums vom Ort der Probe und ky = 2 n/Ay- 


Damit wird 
1 — 1 nm t8 Sms: 1 me Ths t8%o 
Nm — 1 (84m No — ? 18% 


a et 
Yp = 


Zerlegt man Yp.in Real- und Imaginärteil, so .erhalt man 


(= "im (1 + tg? %m) No (1 + tg* a5) (3a) 
Ti + EB? Oy ne tga, ° 

pue (1 — mf) tem _ (1 — 10) t8 Ho (3b) 
= aia Ets No SH taie, ; 


3. Apparatur 


Als Generator wurde ein Reflexklystron [24] vom Typ «2K25 » im Frequenz- 


intervall (8,73 — 8,83) : 10° Hz verwendet, entsprechend A, = 3,44 — 3,40 cm 


8) Im englischen Sprachgebrauch mit « inverse volt 


age standing wave ratio» bezeichnet. 
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oder Ay = 5,20 — 5,07 cm. Die Reflektorspannung wurde vor jeder Messung 
(Änderung der Stellung des Kurzschlusskolbens) auf maximale Ausgangslei- 
stung eingestellt, um die Leistungsschwankungen auf ein Minimum zu redu- 
zieren. Jede Änderung der Reflektorspannung bewirkt gleichzeitig eine leichte 
Verschiebung der Frequenz. Ay wurde deshalb vor jeder Impedanz messung neu 
bestimmt. Als Hohlleiter wurde ein Al-Rechteckprofil mit polierten Innen- 
flachen und den Innenmassen 22,86 X 10,16 mm verwendet. Als Durchführung 
des HL durch die Kryostatwand diente ein 10 cm langes Profilstück aus 
diinnem Neusilberblech. Zur Vermeidung von Warmekonvektion und Kondens- 
wasser enthielt diese Durchführung ein Glimmerfenster von rund 0,01 mm 
Dicke. Im HL-Stiick zwischen Messleitung und Kurzschluss wurden Kontakt- 
kupplungen verwendet. Die übrigen Kupplungen waren kapazitiv [25]. 

Der Attenuator [14] wurde auf einen Dampfungswert von 12 db eingestellt. 
Die Messleitung («slotted line») war vom Institut für Hochfrequenztechnik an 
der ETH gebaut worden und besass eine verschiebbare Sonde von 2,5 mm Ein- 
dringtiefe und 0,5 mm Durchmesser. Wir versahen sie mit Feinantrieb und 
Messuhr, wodurch eine Messgenauigkeit von 0,01 mm möglich wurde. Der 
Gleichrichter (Si-Diode « 1N23») war mit der Messleitung zusammengebaut. Er 
besass im verwendeten Bereich in guter Näherung [26] eine quadratische J_/U_- 


Charakteristik, der Richtstrom war also proportional der Intensität des E-Fel- 
des. Zur Messung des Richtstroms diente ein Lichtzeiger-Galvanometer von 
0,9 wA Vollausschlag und einer Ablesegenauigkeit von 10°? A im empfindlich- 
sten Bereich. 

Der Kurzschlusskolben (Figur 6) war verschiebbar und wurde auf der Ober- 
und Unterseite durch Teflonquader geführt. Die vom Generator her von links 


ZN] 
17 Wid COINS 


Messing Teflon(DK=E;) Eisenpulver 
(Absorber) 


Figur 6 


Kurzschlusskolben. 


einfallende Welle dringt zu einem kleinen Teil in den obern und untern Luft- 
spalt ein, erfährt an den verschiedenen Luft-Teflon-Grenzflächen Mehrfachre- 
flexion und erreicht teilweise die Absorberschicht (hinter der keine Reflexion 
mehr auftritt). Die speziell gewählten Längendimensionen des Kolbens bewir- 
ken, dass sich eindringende und reflektierte Strahlung weitgehend auslöschen. | 
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Der Absorber verhindert, dass sich der Grad dieser Auslöschung und damit der 
Reflexionskoeffizient des gesamten Kolbens mit der Kolbenstellung ändert. 
Der ganze HL-Abschluss mit Kurzschlusskolben befand sich im Kryostaten. 
Der Kryostat bestand aus einem durch eine 4 cm dicke Schaumplastik- 
schicht isolierten Trog, der ein Alkoholbad enthielt. Die Abkühlung des Bades 
erfolgte durch Trockeneis, die Erwärmung mit Hilfe einer Heizspirale. Die 
Erwärmung des Bades infolge von Wärmeleitungsverlusten betrug bei — 70°C 
rund 1/7°C/min, bei höheren Temperaturen entsprechend weniger. Die Proben- 
zylinder waren je auf einen Halter aus Messing gekittet und wurden durch eine 
Bohrung in der Oberseite des HL in diesen eingeführt. Die Temperatur wurde 
an der Aussenfläche des HL, unmittelbar unterhalb der Probe, mit einem ge- 
eichten Cu-Konstantan-Thermoelement gemessen. Ein Versuch hatte ergeben, 
dass die Temperatur hier hinreichend genau mit der Lufttemperatur im Innern 
des HL übereinstimmt. Vor und nach jeder Impedanzmessung (Dauer 1 = 4 
min) wurde je eine Temperaturmessung vorgenommen, wobei der Mittelwert 


verwendet wurde. 


4. Experimentelles 
4.1 Herstellung der Proben 


Von den zu untersuchenden Substanzen wurden zylindrische Stäbchen von 
mindestens 13 mm Länge und mit einem Durchmesser zwischen 1 und 5 mm 
hergestellt. Die Zylinder aus Teflon, Polyäthylen und Plexiglas wurden auf der 
Drehbank bearbeitet. Das destillierte Wasser wurde in einem Glasröhrchen von 
etwa 0,05 mm Wanddicke gemessen. Nach jeder Messung des gefüllten Röhr- 
chens wurde noch der leere Behälter gemessen und dessen Admittanzwert von 
demjenigen des vollen Röhrchens subtrahiert. 

Die Kristalle wurden zu Stäbchen von quadratischem Querschnitt gesägt. 
Zum Rundschleifen wurde das Stäbchen auf einen Halter (Figur 7) gekittet, 
welcher um einen Winkel + 45° um die Stäbchen- 
achse hin- und hergedreht wurde. Eine horizontal 
gelagerte, glatte Cu-Platte, die mit einer Paste 
von Karborundpulver und Petrol bestrichen war, 
übte von unten her einen leichten Druck auf die 
zu schleifende Kristallkante aus. Analog wurden Figur 7 
nacheinander auch die übrigen Kanten rund-  Kristallhalter für Rundschleifen. 
geschliffen. Die Ungenauigkeit des Durchmessers | | 
der so bearbeiteten Kristalle betrug höchstens + 0,1 mm. Die mechanische 
Beanspruchung der Stäbchen beim Rundschleifen war gross; rund die Hälfte 
der Kristalle zerbrachen. Bessere Resultate dürften sich bei der Verwendung 
eines Pulverstrahl-Apparates erzielen lassen, welcher sich bei der Bearbeitung 
von spröden organischen Einkristallen bewährte [27]. 
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4.2 Bestimmung von tga, Einstellung des Kurzschlusskolbens 


Die Grösse tga, [Gleichungen (3)] kann man auf die feste Distanz / zwischen 
Probe und Kurzschluss zurückführen. Aus Figur 3 sieht man: x,, = #Ay/2 — 1 
(n = ganze Zahl), also 


tga, — —t8 (kr) - (4a) 
Nach Einsetzen der Probe hat man nach Figur 4: x,,, = x, — A, also 
tg Gm = — te [Ry (I ae A)] c (4b) 


Der Ort des Minimums der stehenden Welle wurde stets indirekt bestimmt 
als arithmetisches Mittel der zwei x-Werte, aus denen auch Ax (siehe Seite 394) 
bestimmt wurde. Die Annahme, dass das Minimum in der Mitte zwischen den 
Flankenpunkten gleicher Intensität liegt, ist infolge der Sondenreflexion [14] 
nicht exakt richtig. Der dadurch verursachte Fehler erwies sich als vernach- 
lässigbar. Bei den Proben mit e’ & 2 wurde der Ort des Minimums versuchs- 
weise auch direkt bestimmt: Bei d = 1 mm wurden auf diese Weise die Resul- 
tate bedeutend schlechter, während sich bei dickeren Proben gleichgute Resul- 
tate ergaben. 

Unsere Erfahrungen zeigten, dass grundsätzlich um so genauere Resultate 
erzielt werden, je grösser tga, und tga,, sind. Bei der Ermittlung der opti- 
malen Stellung des Kurzschlusskolbens hat man daher 3 Fälle zu unterscheiden: 


a) Bei kleinen Impedanzen |(x, — & ») > 2/2] wird man den Kolben so ein- 
stellen, dass a, und «,, symmetrisch zu N x liegen (N = ganze Zahl). Daraus 
folgt als Bedingung: à 
en Lip lis 

7 2 

b) Bei mittleren Impedanzen [x/12 S (a, — x») < r/2] sollen a, und «,, sym- 
metrisch zu x/2 + N xliegen, weil in diesem Fall tga, und tgo,, grösser werden. 
Daraus folgt pe . 

= EE 
I=(N+ aes 


c) Bei grossen Impedañzen [(«, — x) < 2/12] würden bei obiger Kolben- 
stellung die tga > oo gehen, so dass die Methode ungeeignet wird. Man wählt 
in diesem Falle am besten: 


%, besitzt dann den günstigen Wert 


10’: 
ZEN Me 


und «,, liegt um weniges tiefer, das heisst, tga, wird grösser (ohne aber + co | 
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zu werden). Messungen mit 
À 7 5 Ay 
LR (N + =| = 


hy À > +Nzx 
und tg«, gegen kleinere Werte hin verschoben wird, ergaben schlechtere 
Resultate. 

Der voraussichtliche Wert von À muss rechnerisch abgeschätzt oder durch 
eine Messung in erster Näherung bestimmt werden. N ist so klein wie experi- 
mentell möglich zu halten, damit der Leitungsverlust des HL die Messgenauig- 
keit nicht unnötig vermindert. 

Bei | e | > 20 stellt die Formel für Zp auf Seite 388 eine schlechte Approxi- 
mation dar, und bei noch höheren DK-Werten ist die Darstellung des äquiva- 
lenten Vierpols durch eine einfache Shuntimpedanz nicht mehr erlaubt (syste- 
matische Fehler!). Ausserdem kommt dann die Oszillatorfrequenz 101° Hz in 
die Nähe der Resonanzfrequenz des Vierpols. Die Vierpolelemente sind dann 
nicht mehr stark von der DK abhängig (Streuung!). Im Gebiet von €’ » 50, 
tgö ~ 0 liess sich in der Kolbenstellung / = (N + 0,14) Ay/2 reproduzierbar 
messen. 

4.3 Leitungsverlust 


Infolge von Verlusten an den HL-Wänden nimmt die Intensität der fort- 
laufenden Welle vom Ort der Probe bis zum Ort der Sonde auf einen Bruchteil 
ab: 1 N 

Nr „loge À Dale (5) 
wobei J; die Lange eines HL-Teilstückes, Ÿ; dessen Leitungsverlust in Dezibel 
pro Längeneinheit. Hierbei ist über alleHL-Teilstücke zwischen Probe und Sonde 
zusummieren. Der Wert von #,hangt in einfacher Weise von der elektrischen Leit- 
fähigkeit o, des HL-Metalles ab [28]: 0; < o;"?. Die Reduktion der Leistung 
auf den Bruchteil p hat zur Folge, dass der mit der Messleitung gemessene Wert 
Eyin|Emas = n' grösser ist als der gesuchte Wert 7 am Ort der Probe. Die all- 
gemeine Leitungstheorie ergibt 


oder aufgelöst nach 7 


4.4 Bestimmung von n' 


Messungen von Feldamplituden verschiedener Grössenordnung werden 
wegen der über grössere Bereiche nicht mehr quadratischen Gleichrichtercha- 
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rakteristik verfälscht. Bei kleinen 7’ misst man deshalb nicht E,., und Eyin , 
sondern den Abstand Ax derjenigen zwei Punkte beidseits des Minimums, bei 


welchen die Feldstärke oops beträgt, also die Intensität 2 Ini, . Nach [2] 
gilt dann 


yes Ze On (7) 


H 


Der Korrekturterm 6 berücksichtigt die Ungenauigkeit der Näherung. Er ist in 
[2] tabelliert und nur für sehr kleine n’ vernachlässigbar. Ax wird für sehr kleine 
ny’ oft unmessbar kurz; man kann dann statt dessen die Kurvenweite vA Ws 
zwischen den zwei Punkten der Intensität 7 J,,;, messen, wobei nach [14]: 
Ax = À, x/V/n — 1. Diese Näherungsformel ist mit n = 10 bequem. 

Zeitliche Schwankungen der Generatorfrequenz bewirken Schwankungen 
der örtlichen Feldstärke. Zur Bestimmung der Sondenstellungen mit I = 7 I pin 
wurden diese Intensitätsschwankungen während eines längeren Zeitintervalls 
beobachtet und berücksichtigt (rund 1 min). 


5. Resultate 


5.1 Prüfsubstanzen und Phosphate 


Tabelle 1 
Vergleichsw. 
Dielektrikum a €’ tg + 10? ot. 
mm ot: tgd - 102 
ASIN, no 1,01 19 +0,2 = 2,08 0,04 
Polyäthylen . 1,05 2,0 + 0,15 =» 2,2 0,04 
Plexiglas... 0,99 2,7 +0,15 <8 2,59 0,67 
197 24 +01 2.5 
3,04 2,6 +0,1 ARE) 
4,00 2,5 +01 LAS 
5,04 2,62 + 0,06 <3 
NH,H,BO, jie) 1,52 1142 4+1,5 | 13,7 0,5 
| a 1,59 39 + 3 1+0,5 55,92) 0710) 
KH,PrO,le = |) 1,42 19 +2 2 +1 20,2%), | = 0,05») 
lo. 1,95 DOI 2+0,3 | 44,38) < 0,053) 
Wasser. 0 0,800 65 + 1,5 38 + 0,6 544) 644) 
Te nm ll N ee 
1) Bei 104— 3. 108 Hz. 3) Bei 103 = 108 Hz. 
2) Bei 106 — 108 Hz. 4) Interpoliert für 18°C und 8,8 - 109 Hz. 


en Bee a VUE Er EEE een ie ee 
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Die Temperatur betrug je nach Messung 18 — 20°C, die Frequenz (8,73 
— 8,83) - 10° Hz. Die Fehlerschranken geben den möglichen zufälligen Fehler 
wieder. Die Vergleichswerte [2] verstehen sich für 22 — 27°C und, wo nichts 
anderes vermerkt, für 1010 Hz. 


5.2 Ammoniumperjodat 


Die Temperaturkurve der DK senkrecht zur c-Achse ist in Figur 8 wieder- 
gegeben. Die Messreihe mit fallender Temperatur ist durch volle Kreise dar- 
gestellt, diejenige mit steigender Temperatur durch leere Kreise. Die Generator- 
frequenz betrug 8,74 - 10° Hz, entsprechend A, = 5,18 cm. Die Probe hatte 
einen Durchmesser von 1,57 mm. Der maximal mögliche zufällige Fehler 
wurde graphisch wiedergegeben. Die gestrichelte Kurve gibt den Verlauf der 
statischen DK nach BAERTSCHI [13]. 


Figur 8 
Temperaturabhängigkeit von €, und tgö, von (NHy)2H3J O6: 
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6. Diskussion der Messmethode 
6.1 Zufällige Fehler 


Der Einfluss einer grossen Zahl möglicher Fehlerquellen wurde abgeschätzt. 
Wichtig sind nur die Schwankungen der Frequenz und die Abweichung der 
Gleichrichtercharakteristik vom quadratischen Verlauf. Bei Einkristallen, 
welche wegen ihrer Sprödigkeit nicht auf der Drehbank bearbeitet werden 
können, spielt auch die Abweichung von der geometrischen Form eines Zylinders 
eine Rolle. 

Die in Figur 8 eingezeichneten Fehlerschranken sind offensichtlich zu gross. 
Das war zu erwarten, da der Einfluss der Frequenzschwankungen beträchtlich 
reduziert werden konnte, indem alle Intensitätswerte während eines längeren 
Zeitintervalles beobachtet wurden (Seite 394). Die den Resultaten. in Tabelle 1 
beigefügten Fehlerschranken enthalten nur einen Anteil von 1/3 der maximal 
möglichen Frequenzschwankungsfehler. 

Beobachtete Streuung: Die Ungenauigkeit von e’ und tg 0 ist eine Funktion 
der DK und des Stäbchendurchmessers. Wir beobachteten für tg 6 < 10? und 
d = 1,5 mm im Mittel folgende Streuungen der Resultate: 


Aire Streuung von €’ Streuung von tg Ô 
Re (relativ) (absolut) 
2,5 + 5% + 0,005 
15 + 5% + 0,01 
50 + 10% + 0,01 


Bei e < 15 war die beobachtete Streuung kleiner als die geschätzte. Bei 
& & 50 war sie zu gross, was vermutlich auf die verringerte Empfindlichkeit 
der Methode in diesem DK-Bereich (Seite 393) zurückzuführen ist. 


6.2 Systematische Fehler 


Die Darstellung des elektrischen Hindernisses durch eine Shuntimpedanz 
und die quantitative Berechnung von Zp (Seite 388) beruhen auf einer Nähe- 
rung, die nur für dünne Proben und niedrige DK gilt. Die Verfälschung des 
Messresultates in Abhängigkeit von der Probendicke wurde für Plexiglas von 
1 — 5mm Durchmesser untersucht (Tabelle 1). Ein systematischer Gang von 
e und tgö konnte für diesen DK-Bereich jedoch nicht festgestellt werden. Die 
Abhängigkeit von der DK kann durch Vergleich mit genaueren Literaturwerten 
beurteilt werden. Im Bereich e’ ~ 15 liegt nur ein Wert für e/ von NH,H,PO, 
vor, der bis 101° Hz noch keine Frequenzabhängigkeit aufweist. Für ¢{ von 
KH,PO,, das nur bis 108 Hz untersucht ist, darf man dasselbe annehmen. Falls 
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man alle in Tabelle 1 aufgeführten Literaturwerte als richtig voraussetzt, er- 
geben sich für unsere Messmethode bei tgô < 10-2 und d = 1,5 mm folgende 
Verfälschungen der Resultate: 


Systematische Fehler 
von €’ (relativ) 


Systematische Fehler 
von tg0 (absolut) 


of | + 0,007 
PA | + 0,03 


Bei höheren DK-Werten fehlen zuverlässige Vergleichswerte. Unsere Resultate 
für ef von NH,H,PO, und KH,PO, liegen um 30 — 35% tiefer als diejenigen 
in [2], welche aber bis heute erst bis 3 - 108 Hz bzw. 108 Hz gemessen sind. Es 
ist denkbar, dass die Differenz mindestens teilweise reell ist, da e/ der Phosphate 
möglicherweise eine niedrigere Dispersionsfrequenz besitzt als e, und dass sich 
die Dispersion bereits bei 1010 Hz in einem DK-Abfall bemerkbar macht. 
Unsere Messung an Wasser hat nur orientierenden Charakter, da man sich bei 
1010 Hz mitten im Dispersionsgebiet befindet und da zudem das dielektrische 
Verhalten wesentlich von der Reinheit abhängt. 


6.3 Zusammenfassung 


Das kreiszylindrische Stäbchen parallel zum E-Feld ist, abgesehen von der 
Platte senkrecht zur HL-Achse, die einzige dielektrische Diskontinuität, deren 
äquivalente Impedanz in einer guten Approximation berechnet werden konnte. 
Die hier beschriebene Variante der Stäbchenmethode gestattet, mit einer ver- 
hältnismässig einfachen Apparatur eine (isotrope oder anisotrope) DK von 
Stoffen zu messen, die nur in kleinen, länglichen Stücken zur Verfügung stehen. 
Die Variante eignet sich speziell für orientierende Messungen, bei denen die 
Grössenordnung der DK nicht zum voraus bekannt ist oder bei der Messung als 
Funktion der Temperatur wechselt. Direkte Präzisionsmessungen sind an Stof- 
fen mit kleinem e’ und tgö möglich, wenn man die Messmethode weiter verfei- 
nert: 1. Stabilisierung der Frequenz (Resonator); 2. Entkopplung des Gene- 
rators mit Hilfe eines Gyrators; 3. exakte Eichung des Gleichrichters; 4. Nie- 
derfrequenzmodulation des Generators und Verstärkung des Diodenstroms, 
womit sich wiederum der Generator besser entkoppeln lässt. Bei Stoffen mit 
höherer DK ist es notwendig, die Absolutgenauigkeit der Methode durch Eich- 
messungen zu erhöhen, wofür jedoch bei Frequenzen von = 1010 Hz nur wenige 
geeignete Literaturwerte vorliegen. 

In einfachen Fällen können die Nomogramme von [16-18, 29] verwendet 
werden. Bei unserer Messanordnung erwies es sich als notwendig, alle Bezie- 
hungen und Korrekturen der Gleichungen (1) bis (7) zu verwenden, und eine 
Aufstellung besonderer Nomogramme lohnte sich nicht. 
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7. Diskussion der Messungen an Ammoniumperjodat 


Wie aus Figur 8 ersichtlich, zeigt e, bei 3cm Wellenlänge einen analogen 
Verlauf mit der Temperatur wie die statische DK. Man kann mit grosser 
Wahrscheinlichkeit annehmen, dass die Dispersion im Zentimetergebiet als 
Relaxationsprozess und nicht als Resonanzabsorption [30] zu deuten ist. 

Die einfachste Art von Relaxationsdispersion ist die einer Debye-Dispersion, 
gekennzeichnet durch eine einzige Relaxationszeit t (monodispers). Es gelten 
dann für Real- und Imaginärteil der DK die Debye-Gleichungen 


— ei 


CO 
1 + w*t? 


L_ __stat = oo e"(©) = stat one 
In praxi findet man jedoch oft, dass der Abfall von e’ im Dispersionsgebiet im 
Vergleich zum Debye-Fall sich über ein grösseres Frequenzintervall erstreckt 
und gleichzeitig die Kurve &”(w) verflacht ist. Dieses Verhalten erklärt man 
sich dadurch, dass nicht mehr ein einheitliches 7 vorliegt, sondern eine gewisse 
Relaxationszeiten-Verteilung (polydisperses System). 

Der hochfrequente Grenzwert e/, der DK enthält im Falle des Ammoniumper- 
jodats den Elektronen- und den Infrarotanteil der Polarisation. Der Elektronen- 
anteil wurde von uns bestimmt durch eine Messung des Brechungsindex bei 
sichtbarem Licht. Nach der Methode des Duc DE CHAULNES wurde für die gelbe 
Hg-Linie (578 mu) n, = 1,71 + 0,02 gefunden. Da n, etwa von gleicher Grösse 
sein dürfte, ist Enr rw 3. 

In der Kristallstruktur des Ammoniumperjodats bilden die JO,-Oktaeder 
Komplexe mit vorwiegend homöopolarer Bindung zwischen J- und O-Atomen. 
Die JO,-Komplexe sind als ganzes fünffach negativ geladen. Die Hydrogen- 
bindungen, welche benachbarte Oktaeder verbinden, und die Bindungen zu den 
(NH,)+-Ionen sind vorwiegend ionogenen Charakters. Es ist daher mit einem 
verhältnismässig grossen Infrarotanteil (« lonenpolarisation » [30]) zu rechnen. 

Um zwischen mono- und polydispersem Verhalten entscheiden zu können, 
genügen die DK-Messung bei einer einzigen Frequenz im Dispersionsgebiet und 
die Kenntnis von e,,, nicht. Mit Bestimmtheit lassen sich jedoch über die DK 
parallel zu a in der Hochtemperaturphase zwei qualitative Aussagen machen, 
auch wenn man berücksichtigt, dass e; möglicherweise systematisch zu niedrig 
gemessen wurde (Seite 397): 

1. Die Dispersionsfrequenz vp = 1/27 ist kleiner als die verwendete 
Messfrequenz (8,74 - 10° Hz). 

2. Mit sinkender Temperatur nimmt ¢,,, relativ stärker zu als &/,.,. Dies 
bedeutet, dass mit fallender Temperatur yp ansteigt, somit abnimmt. Darin 
steht Ammoniumperjodat im Gegensatz zu den ferroelektrischen Kristallen 


BaTiO; und Seignettesalz [2, 3-5, 8], bei welchem t am Umwandlungspunkt | 
ein Maximum besitzt. 
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Über die antiferroelektrische Phase lassen sich analoge Aussagen nicht 
machen, obwohl unsere Messungen hier genauer sind. Es sind zusätzliche Re- 
sultate bei andern Frequenzen, insbesondere im Gebiet von 1 cm Wellenlänge 
erforderlich. 

Quantitative Ergebnisse erhält man nur, wenn man rein monodisperses 
Verhalten voraussetzt. Man kann dann t und e{, mit Hilfe der Debye-Glei- 
chungen berechnen. Man erhält t von der Grössenordnung 10-10 s, und 1(T) 
durchläuft im Umwandlungsgebiete ein Minimum. e/, wird etwa 46 in der Hoch- 
temperaturphase und etwa 12 in der antiferroelektrischen Phase, die geringe 
Temperaturabhängigkeit ist gleichsinnig wie der Verlauf von ey. Man kann 
sich überlegen, dass die für den monodispersen Fall berechneten e/,-Werte eine 
obere Schranke der möglichen (polydispersen) Werte darstellen. 

Die Verschiebung der Umwandlung zu höheren Temperaturen beim Ersatz 
der H-Atome durch D (um 15° C bei (NH,),H3J0, [31] bzw. 40°C bei AH, JO, 
[10]) zeigt, dass es sich um «order-disorder »-Umwandlungen bezüglich der An- 
ordnung der H-Atome auf den Hydrogenbindungen handelt [9]. Analog wie bei 
KH,PO, sind die Änderungen der H-Anordnung als primäre Ursache für den 
Konfigurationsanteil der Polarisation aufzufassen. Zur Beurteilung der Polari- 
sationsbeiträge der übrigen Ionen ist eine genaue Strukturbestimmung im 
Gange. Das von uns beobachtete anomale Verhalten der Relaxationszeit in der 
Hochtemperaturphase steht mit der antiferroelektrischen Wechselwirkung der 
Dipole im Zusammenhang und gibt einen weitern Hinweis auf den Polarisa- 
tionsmechanismus. 


Wir danken Herrn Prof. Dr. P: SCHERRER für sein förderndes Interesse an 
dieser Arbeit und Herrn Prof. Dr. F. TANK für die leihweise Überlassung einer 
Messleitung. Die Herren Dr. W. NEU und K. A. MÜLLER haben mit wertvollen 
Ratschlägen zum Gelingen der Messungen beigetragen. 
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Summary 


The complex permittivity can be measured in the region of centimeter-waves 
by inserting a cylindrical rod of the specimen across a short-circuited rectangular 
waveguide in the maximum of the E-field. The resulting change in line-impedance 
is measured with a slotted line. This rod method [16-18] was modified and tested 
with materials of known dielectric properties (Teflon, Polythene, Plexiglas and 
water). The conditions for best performance with specimens of high dielectric 
constants were established. Measurements were made at room temperature with 
single-crystals of NH,H,PO, and KH,PO, parallel to the a and ¢ axis. 

The permittivity e, of diammonium-orthoperiodate (NH,),H, JO, was studied 
in the temperature range of + 20° to — 70°C. In the unpolarized and in the anti- 
ferroelectric phase the real part of the dielectric constant at 8740 Mc/s is less than 
half the static value. The results indicate that in ammonium periodate the disper- 
sion frequency of e, is in the range of 104 Mc/s and that the relaxation time 
increases with rising temperature above the transition point. This behaviour 
represents the contrary of what is found with ferroelectrics. 


(Eingegangen: 4. April 1957.) 
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Discrete Approximations to the Laplace Transformation’) 


By WOLFGANG Wasow, Madison, Wis. ”) 


1. Introduction 


The form and the substance of finite difference methods depend in an 
essential manner on the continuous analogue that motivates them. For electrical 
engineers the Laplace transformation is the most familiar tool for the solution 
of differential and difference-differential equations. It is therefore a natural 
step for them to introduce the sum 


h ae f(n h) ent 


n=0 


as a discrete analogue to the Laplace transformation 


co 


@ f= [ie at (1.1) 


0 


of the function f(f). The computational techniques based on the Laplace 
transformation suggest then approximation methods employing its discrete 
counterpart. It is more common to introduce a new variable 


z= 6°} (122) 


and to drop the factor h. The resulting operation, defined by 
Af = > Inh) 20 igs} 
n=0 


is frequently called the z-transformation of f. We shall affix the subscript s to os 
whenever z is replaced by s, so that 


13, f= 3 Heh) (1.4) 


is the Riemann sum corresponding to X f. 
The function 3 fis the generating function for the sequence /(n h), n—0,1,... 
which results from the discretization of /(t). Mathematically there may not be 
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much difference between dealing with 3 f or dealing directly with the sequence 
[f(0), f(x), ...]. But the two viewpoints suggest the invention of different 
computational schemes. For instance, M. Cu£xop [1]?) and R. BOXER and 
S. THALER [2] have each proposed algorithms for the approximate solution 
of differential equations by such finite difference schemes. The former author 
operates directly with the sequence f({n h) while the authors of [2] are moti- 
vated by the theory of Laplace transformation. The resulting finite difference 
methods have the same accuracy, as far as the order of magnitude of the error 
is concerned. However, the numerical answers as well as the computational 
steps of the respective methods differ in a non-trivial way. 

The papers quoted do not attempt a general mathematical error analysis. 
The purpose of the present investigation is to provide such an analysis for 
some of the techniques based on the z-transformation. 


2. Elementary Properties of the z-Transformation 


The discussion will be limited throughout to functions /(f) that are entire 
and of exponential type. This means that f(£) is a holomorphic (i. e., regular 
analytic) function of ¢ in the whole finite complex Z-plane and that an in- 
equality of the form 

O1 SC emt, (2.1) 


where C and x are constants, holds everywhere. While it is possible to extend 
many of the arguments below to wider classes of functions these generalizations 
do not greatly increase the usefulness of the results to the usual applications. 

With these assumptions on /({) the series in (1.3) is dominated by the series 


oo 


nh „—n 
Sy ones ER 


n=0 


and it follows by the ratio test for infinite series that (1.1) converges for 
A ee (2.2) 


The z-transform is obviously a linear operation, i.e., f(t) = c; fy(t) + cg fo(2) 
implies 3 f= ¢, 3 fi + Co 3 fy. This property is frequently exploited by applying 
the z-transformation termwise to a series expansion of the function in question. 
Thus, if 


ie 


(2.3) 


= 
1 
Me 
= 
= 
| 
de 


r=1. 


3) Numbers in brackets refer to References, page 417. 
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with FB 
CS er He], (2.4) 
one would write 
ee ARE ii: 
31— À a, 3 a (2%) 


Since f(t) is an entire function the series in (2. 3) converges for all ¢. Never- 
theless, the relation (2.5) requires a proof, since a sum of infinitely many 
terms is involved. In order to prove (2.5) observe first that 3 f, as defined in 
(1.3), is, for |21 = 2, + 6, || Sh, (6 > 0, hy > 0, arbitrary), a uniformly 
convergent series of holomorphic functions of h and is therefore itself a holo- 
morphic function of h. Hence, it possesses a convergent series expansion in 
powers of h. The coefficient of h’-! in this series is 


1 a = : —n oa. il - r—1 ie —n 
an Be ln nn PA zen 


=0 


provided the series 


a Se esi —n 
Peu Î (n h) z 
converges uniformly. This it does, since the differentiation of a uniformly 
convergent series of analytic functions may be performed termwise. By virtue 
of (2.4) the second member of (2.6) equals 


hence, 
- 1 en ei. à 1 __ < y-1 ,-n 
ae ga ae z"h 24 (aN dns 2 
co ri 
RE 


which proves (2.5). | 
The expressions for 3 #-1/(r — 1)! in closed form occur frequently in the 


applications. They will therefore be derived here. Let R,(z) be defined as the 
function with the power series expansion 


Ra) 27 mx", (2.7) 
then 
Fit hr-1} 


= Rd (2.8) 
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The series in (2. 7) converges for |z | > 1. The functions R,(z) can be written 
as finite sums with the help of the so-called ‘Stirling numbers of the second 
kind’ Sf. (Several tables of these positive integers are available. See [3], page 
168, footnote, and page 170.) One has, in fact, 


Ro) = — (2.9) 
p A 2 
ROMA ER (2.10) 
Fed 


The identity (2.9) is obvious. The proof of (2.10) is based on the identity 


HS nes nine Si mn) ln Eee 
(2.11) 
(see [3], page 168). It follows from (2.11) that, for | z| > 1 und p > 0, 


D dep tet tp eee ne 24) 


oo 
= $; 47 À mars a Din (mies 
n= 


n=0 


feet Sha? Sn (m —1)--- (w—p + 1) 2-"*? 
n=0 


ame a 1 > k g=k 
A PT dee Tor we) ee 
. k 4 
a en 


An alternate form of (2.8), obtained by simple algebraic manipulation, is 


Di 
a 

Ryle) = Gyr at 2.12) 

with 2 

pt = = as 
ie: 2 (EDR RE SEE 

If a function f(t) is given by its power series (2.3) it can, of course, be 
calculated numerically for any value of £ by means of a suitably long partial sum 
of the series. An alternate method, which yields the values of /(n h) for all n 
is based on the z-transformation and is recommended, e. g., in [2]. It can be 
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expressed in the following rule, which is an immediate consequence of the 
preceding analysis. 


Rule 1. 7} 
Sa 
}(t) 2 BET: 
replace every 
il 3 hr —1 R 
(? N y ty) » 1) 


and expand R,_,(2), as given by (2.9) or (2.10), in a series of powers of zT. 
If the resulting double series is re-arranged according to powers of z7! the coeffi- 
cient of 27" is equal to f(n h), because of (1.3), (2.5) and (2.8). 


The only error inherent in this numerical procedure is the one caused by 
the truncation of the infinite series involved. 


3. The z-Transformation and the Laplace Transformation 


In view of formulas (1.1) and (1.4) the expression (1.4) can be expected to 
approximate the Laplace transform 2 f. The difference between the two 
transforms can be expressed by means of the Euler-Maclaurin formula, a per- 
tinent form of which is given in [4], page 50. With the notation of the present 


paper that formula becomes 


m hr | ‘A =. 
PEWS Paar ee (3.1) 


where the remainder R,, is 


R = [B.-A | oe [te] dt. (3.2) 


Here m is an arbitrary positive integer, B, is the »-th Bernoulli number, and 


B,,(z) is the periodic function with period unity that coincides in the interval 
0 <z< 1 with the m-th Bernoulli polynomial. Since the definition of BER- 
NOULLI’s polynomials and numbers that are found in the literature are not 
always equivalent, it must be emphasized that the one meant here is that 
given in [4], page 19. It is easy to verify that the derivation of (3.1) and (3.2) 
given in [4], pages 49-50, is valid under the assumption (2.1), provided s > x. 


The remainder term À, is of the order of magnitude O(4"+1). More precisely, 


there exists for every interval x+0=S<Ss < 00, 0 > 0,.a constant C„, 


independent of s and h, such that 
Breit, röeses Dh hi). (Seo) 
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In order to prove (3.3) set r= tin (3.2). It then takes on the form 
nz = E ee 
Ry = at | Bul(—z) 109) oo ae, 


where y(t, s) is a polynomial of degree m in s whose coefficients are linear in 
the m first derivatives of f(t). The latter satisfy inequalities of the form (2.1), 
possibly with larger constants C. Hence, 


|R,| Sa" M Y's" [er rar (M = const), 
v=0 = 


0 


and the last integral converges for s > x. Thus, | R„| = C#h”, where Cy 
is a constant, for x + 6 Ss Ss, < co. However, since (3.1) and (3.2) are valid 
for all m, pm+i 


am ar 
oz (m +1)! Bm ee Md) € a, + Ans 


which proves the stronger inequality (3.3). 

A first conclusion that can be drawn from (3.1), (3.2) and (3.3) is that 
L£f—h3,f is of the order of magnitude O(h). More precisely, there exists a 
positive number À such that 


DORE RS NE Aah (ROUES = SOON)" (3.4) 
Formula (3.1) suggests a refinement of the z-transformation. If 3*f is 
defined by 1 
3*7=31- 10), (3.5) 
then (3.1), (3.2), (3.3) and the fact that B, = — 1/2 show that 
PES en (3.6) 


This transformation amounts to approximating the Laplace transformation by 
means of the trapezoidal rule. 

Boxer and THALER [2] propose a different modification, which can also be 
motivated by means of formulas (3.1) and (3.2). They define the transformation 
ref tor fj = — 1)! by 


oe pi 


ing r— Br 
Sue m 8.7) 


The equations (3.1), (3.2) and (3.3) show then that 
feel 
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where A, is a constant. Hence 3** leads to a still better approximation to the 
Laplace transformation for these special functions, provided r > 1. 

The extension of the definition of 3** to general /(t) of exponential type 
meets with the difficulty that the series 


es fr—1 
PRE ae 
A" EU 


(3.9) 


which seems to be the natural way of defining 3** f, is in general divergent. 
In a purely formal way one finds that 


— 7-1 = #1 Cr. B, 
LS nn Se = 2 Bere 
DT ae ea 


The first series in the right member converges and represents 3 f, by formula 
(2.5), but the second series is generally divergent (cf. [4], chapter 3, § 6). 

In order to arrive nevertheless at a definition of 3**f one may take 
recourse to the theory of asymptotic series. A power series 


Lee) 
u=0 
not necessarily convergent, is called an asymptotic representation of a function 
g(x), in symbols 


p(x) = Dey er KAHN, 
u =0 


nier pt — À, =0, &>0, 
x —0 u=0 

for all non-negative integers m. An important theorem in the theory of asymp- 
totic series [5] says that corresponding to any power series — convergent or not — 
there exists a function g(x), holomorphic for 0 < x S x, of which it is an 
asymptotic expansion. The function g(x) is not uniquely determined, in fact it 
can be chosen in infinitely many ways, but all these functions differ by quan- 
tities that are asymptotic to zero, i.e., by functions that are of order O(x™) 
for arbitrarily large m. Now let y(f, h) be an otherwise unspecified holomorphic 
function of » such that 


y(f, h) ~ = a WT (h>+0) (3.11) 


and define 3** / by 
3% f=3f+rvhF), (3.12) 
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then (3.10) shows that 
EI frat 
Bas = N LME a eut HU) (5:15) 


r=1 
(Observe that the series in the right member is a power series in h.) 

Unless /(0) happens to be zero, 3** f leads to an approximation of the 
Laplace transformation that is no better, as far as the order of magnitude is 
concerned, than 3* f. The former transformation is mentioned here, because 
it is used in [2]. Whether it leads to better numerical results than 3* in the 
applications made in [2] remains to be investigated. 


4. Approximate Solution of Linear Differential Equations with 
Constant Coefficients 


An ordinary initial value problem for an ordinary linear differential equation 
with constant coefficients and with a nonhomogeneous term y({) that is entire 
and of exponential type can be solved, in a well-known way, by means of the 
Laplace transformation. This method leads to an expression for the Laplace 
transform £y of the solution y of the problem which has the form 

P(s) 
1+ Q(s) * 
where P(s) and Q(s) are holomorphic at s = coand have a zero there. Actually, 
Q(s) is a polynomial in s~!, but this is immaterial here. In order to find y from 
(4.1) one may expand the right member into a series in powers of s-1, say 


Liv = De GS a (4.2) 
r=1 


from which one finds, by termwise inversion, 


Ly= (4.1) 


Zi 


or (re 


MW = 


Le 


(ee) 
(4.3) 
=1 
This series may be evaluated directly or by means of Rule 1 of Section 2. 
An alternate method, based more directly on the theory of the z-transfor- 
mation, is sometimes used in electrical engineering. For its description let 


PCy= 33 aR RI al OS ae SS GPS Er (4.4) 

Then - es ts 
pS RACE DI teur (4.5) 
a) = = N Tr. (4.6) 
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The functions #(f), g(t) are of exponential type (cf.{6], page 62). Formula (4.1) 
can be written 


LP 
In view of the inequality (3.4) the right member of (4.7) can be approximated 
by 
h3sh 
THRs Ga 


- This is an analytic function of e-** = 3-1, which can be expanded, by long 
division, into a power series in e-‘}, say 


h 3s P Ep; = ai —snh 
TAS ee ca 


Since the expression (4.8) is an approximation to © y, it is plausible that y,, is 
approximately equal to y(n h). Because of the inequality (3.6) and the ana- 
logous inequality for 3** one may expect that the same procedure carried 
out with 3* or 3** will lead to still better approximations. If this plausibility 
consideration is valid one has the following rule for the approximate calculation 
of y from (4.1). 


Rule 2. Expand P(s) and Q(s) in (4.1) in powers of s-1. Replace every s by 


hr 
(r =, R,_ı@) ’ 


divide by h and expand the resulting function of z in powers of 21. Then the 
coefficient of 2" is approximately equal to y(n h). Still better approximations are 


obtained if s~1 is replaced by h 
o(2) A = ’ 
or if every s is replaced by 
hr D, 
(y — 1)! R,_,(2) —h ens 


The second variant of this rule corresponds to the use of the operator 3*, 


the third to that of 3**. 

A proof of the validity of Rule 2 will be given here for the version based on 
the operator 3*. The proof for the ordinary z-transformation is analogous but 
simpler. The reasoning does not follow the preceding heuristic argument, but 


employs directly the fact that 
= —n nu . —n 
Bee PS to) (4.10) 


where p, = P(A), m = am h). 
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Pet = > co 
ene it (4.11) 


Inserting the series (4.10) into (4.11) and multiplying by the denominator one 
obtains, after an interchange of summations, 


a Po als Ay: Pn wis (1 A eS h do) a3 Yn 2 ar h pa (55 Vm In— ay + 
= n=1 n=0 


iA 


Comparison of like powers of z-1 leads to the recursion formulas 


Fj bo= (1+ Zh 4) 0, (4.12) 
n—1 
=(+5%0)5,+42 5,0, (0 > 0), (4.13) 
m=0 


from which the y, can be determined successively. If yo is eliminated from 
(4.13) by means of (4.12), the formula (4.13) takes the form 


1 er 
D, = (1+- h qo) 9 Vig a (+ hq) 2 a NL (n > 0) 5 
m=1 
2 
where the last summation is to be replaced by zero forn = 1. 
In order to compare y, with y(n h) = y, the equation (4.7) for y is written 
in the form L p = L y + Ly Lg. Taking inverse Laplace transforms and 
making use of the convolution theorem the integral equation 


0+] y(t) g(t — +) dx (4.15) 


is obtained. Now set t= » h and replace the last integral by the trapezoidal 
approximation formula and its remainder term, which is of the form h? w,, 
where w, is a function of ¢= nh and h bounded for0 £h <h,,0<1<T 
(4, T finite but arbitrary). Then (4.15) becomes 


n—1 


1 
rg ZH VI +h Sn In mt zh do tho, (> 0) NN HAS 
For n = 0 formula (4.15) becomes 
Po = Yo - (4.17) 


Eliminating yy from (4.16) by means of (4.17) one sees that (4.16) differs from 
(4.14) by terms of the order O(A2). Hence, if one sets, for abbreviation, 


C=) (4.18) | 
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subtraction of (4.16) from (4.14) yields the equations 


where @, has the same properties as w,. 
In order to appraise 6, let 


) 


À, = max | 


mon 


iis he (On ay Veh 1). 


m 


Then (4.19) implies 


| 1 = = 6 

| Le 2 h 70 = pee, | | A, == Wk. 
For sufficiently small values of T and / there exists a positive number & inde- 
pendent of h such that the expression in brackets is not less than e, form = T}h, 
because the second term is the Riemann sum of an indefinite integral. Hence, 


in such an interval 


The last inequality proves that Rule 2, when carried out with the operator 
3*, leads to an approximation of order O(h?) for y(n h), n > 0 [but not for 
y(0)]. If the z-transformation itself is used the approximation is O(h) for ali 
n = 0. 

The analysis of Rule 2 when the operator 3** is employed can be performed 
by the same method, but the details are tedious and will be omitted here. It 
turns out that the result is in general no better than if 3* is used, as far as the 
order of magnitude of the error is concerned. However, if the first k (k = 0), 
derivatives of p(t) and g(f) vanish at t= 0, the operator 3** does lead to a 
better result. The error is then O(h®**). For the proof of this fact the integral in 
(4.15) must be approximated to the order O(h*+2) by means of the MacLaurin 
formula. Even in this case, however, it suffices to replace the first nonzero 
terms in the series (4.4) by the corresponding expression h 3** t"/(r — Dan 
applying Rule 2. For the later terms h 3 tr|(r — 1)! is an adequate substitution, 
if the error is judged by its order of magnitude. 


5. More General Differential Equations 


Boxer and THALER [2] propose an interesting procedure for the integration 
of linear differential equations with variable coefficients and for certain non- 
linear differential equations. The present section contains a brief discussion 


of the validity of this part of [2]. 
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The authors of [2] describe their algorithm for differential equations of 
the form 


m—1 
JE SRE at) à (5.1) 
v=0 
where the g, may be any analytic functions of £, y, y’,...,y. (y is an 


abbreviation for d’y/dt.) The function y(f) must be entire and of exponential 
type. 

It is doubtful that anything is gained by using the operators 3* or 3** 
for such equations, rather than the simple z-transformation, since the procedure 
contains other approximate steps which are of order O(h), unless a considerable 
amount of additional labor is expended. The arguments will therefore be 
carried out for the z-transformation only. Furthermore, the discussion will 
be limited to the special case 


y'+py= vb), p=obyy), (5.2) 


in order to simplify the manipulations. The treatment of the more general 
differential equation (5.1) requires no new ideas. 

In order to find an approximation to the solution of (5.2) with the initial 
values 


y(0) = x, Y'(0) = Bo, (5. 3) 

BoxER and THALER suggest the following algorithm. Let 9, = (0, a%, Bo), 
then the differential equation problem with constant coefficients 

Yo + Po Yo — YU); Yo(9) =o, (0) = Bo (5.4) 


can be approximately solved by Rule 2 of Section 2. To this end a certain 
fraction of the form 


1+Ag 


3 p(t) 

Post’ 52] 
where p(f) is an entire function of exponential type, has to be expanded accord- 
ing to powers of 3-1, This expansion is best performed by long division, which 
yields successively approximate values for the numbers y(n h). In order to 
obtain an approximation to the solution of (5.2) itself Boxer and THALER 
propose that, after having found y,(0) in this manner, w, be replaced by 
p(h, y(h), y’(h)) and that the next step of the division be carried out with 
the modified denominator. Then one continues the division, replacing p at 
every step by o(n h, y(n h), y’(h n)). Of course, y(nh) and y’(nh) are not 
known. In computational practice the substitution must therefore be performed 
with the nearest already available approximation to y(n x) and with some 
approximation to y’(n h) based on the previous calculations. 
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For the mathematical analysis of this method the following two simple 
facts are needed. 


1. Let f(t) be of exponential type, and let /(0) = 0. Then 


e37H=3/7/¢+h). (5.6) 
This is proved by the series of equalities 
23/0) = N nb" Sfmt 1) he" =3ht+A). 
ni n=0 


2. A simple application of the convolution theorem shows that 
52 2 p(t) = L | = +) pr) dr. (5.7) 


Application of Laplace transformation to the problem (5.4) yields 


na PP 
© Yo = 1+pLt 
where 


regte | fea det meta] 


Let 
[/ | 
| (5.8) 
0 
The result of the first step of the long division of (5.5) is a relation of the form 
fe arr re 5.9 
ER PER 4o(0) + 2 (Dr te ( ) 


which can be regarded as the definition of the analytic function Kl"). Since 

p(0) = a by (5. 8), it follows from the definition of the z-transformation that 
%0(0) = % - 

Hence, (5.9) and (5.8) lead to 


t 


ple 29] [a oe de Bo 


0 


+ 3% —2%0h Po 31: 
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Application of (5.6) changes this into 


t 


Da) IK — 1) p(t +h) dt t+ Bolt +h) + aX — Xo h Holt + 4 


de (5.10) 
i | 
= 8 je- t) p(t + h) dt + Ppyt+ ay, 
i | 
where 
N, 
hy = hy + Po À — % Ph? — / TY(T +h) dt (5.11) 
hy 
wv 
Br = Bo— 0 Poh + | yl +) dt. (5.12) 


—h 


Let now @, be some numbers such that, for all min the intervalO Snh ST 
under consideration 


| Pn — (nh, y (nh), y'(nh))| SKh (K=const). (5:13) 


If y(0), y(t, ..., y(n — 1) h) are already known to within an accuracy of 
order h, such a number y, can always be found. This point will be discussed 
more fully below. 
The fraction er 
allen 


1+Mp3t 


is the basis of the second step in the long division. It is a power series in 27} 
whose leading term is «,. It will now be shown that «, is an approximation to 
y(h), and that the repetition of the divisions leads to a sequence of numbers «,, 
which approximates y(n h). The precise statement to be proved is as follows. 


Theorem. Set 9, = (0, &,, Bo) and assume that the p,, n > 0, satisfy (5.13). 
With y(2-1) given by (5.8) let the functions x,,(z-1) be defined recursively by 


Xnl2—*) — aul Xn (277) 
Tenge orne %e Ge ene Gé 


Then there exist constants T, hy, M, independent of h and n but dependent on y, 
y, K such that 


|) — y(nx)| EMh (0<nhA<T O0<hERh), (547 


where y(t) is the solution of (5.2), (5.3). 
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Proof: The proof consists in showing inductively that 


yale = 3 | fü —t)y(tt+nh)dt+p,t+ “| (5.16) 


\ 


where «, = x„(0) and B, is a certain constant [cf. (5.19)] such that 
An=|¢n— Ynh)|+1B8,— vinh|<Nnh? (N=const, OSnh<s<T). 
(5:17) 


For n — 0, the relation (5.16) has already been proved and (5.17) is obvious. 
Assume that these relations are true for n = k. By (5.14) 


Are) = 22) — 207 — 20 ph Bt. 


If yx(272) is replaced by the right member of (5.16) with # — k, a calculation 
analogous to that in the step from # — 0 to n — 1 in (5.10) leads to 


poate) = 3] fans mars pate nl (5.18) 


Lo 


where 2 
Ones = Le + Pel — 0 h? — [+ y(t + (k+ 1) h) une (5.19) 
—h 
0 
Biri = Pr — dx quh+ fur + (k+1)h)dr, (5.20) 
= 


in generalization of (5.11) and (5.12). Equation (5.18) proves (5.16) for 


n=k+l. 

In order to show that (5.17) is true form =k+ 1, i. e., that &,;,, Pati are 
approximation to Yx41 = y((k + 1) h) and Yu = y'((R + 1) A), respectively, 
the given differential equation (5. 2) for y must be used. One has, by TAYLOR S 


formula, 


Yen = Vet hy ty (R+DAST, (5.21) 
with : 
; ere Fe 522 
| Mx | == peel y (t) | ( ) 
and from (5.2), + i 
Han f ol vO xO) 90 d+ | vb at 
2 at (5.23) 


0 


= y= hy lbh, u + [pr E+ DA) dt + Ho, 


—h 
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ith ' 
i Lt < max |“ [0 o(4 9, 90)] - (5.24) 


Qe eee | | 


Thanks to assumption (5.13) the relation (5.23) can be written 
0 
ER Sata fut + (REM A) dr + hot, (5.25) 
Er 


where »# is uniformly bounded for k + 1 = T}h. 

Now subtract (5.21) from (5.19) and (5.25) from (5.20), form the absolute 
values of the two members in each of the two resulting equations and add 
them. By virtue of (5.13) the quantities | 9, | are bounded for n = T/A, the 
bound depending on 9, w, K and T only. Furthermore, 


| SNRkh?+ max |y()|, 
k 
OstsT 


because of the assumed truth of (5.17) for n = k. In consequence of these two 
facts, of the inequality (5.22) and of the boundedness of »¥ there results, after 
a short calculation, the inequality 


Meg Ss AA PBN EIA (5.26) 


in which A, B and C are positive constants independent of N, k and h. They 
may depend on 7 but they need not be increased, if T is decreased. The 
inductive assumption that (5.17) is valid for n = k shows that (5.26) implies 
its validity for n — À + 1 provided 


ANRR EE NER CHa Ne 
Since À h < T, the last inequality is certainly satisfied, if 
ANT+BNTA+CSN. 
This will be the case if N and T are chosen so that the inequalities 


N—C 
M BE (A+Bn)N 
are true. This may require a reduction of the original size of T, but, as was 
mentioned before, this can be done without changing A, B or C. This completes 
the induction from k to k + 1 and hence the proof of the theorem. 
In the light of the inequality (5.17) it is clear that an acceptable choice of 
the numbers , is 
Pn =P (MH, on, Bu). 


The numbers f,, could be found successively from (5.20). Since the exact 
integration involved in the use of this formula may be inconvenient, a sequence : 
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„ obtained by approximating the integral by a quadrature formula with an 


error that is O(h?) could be used instead. A still simpler procedure consists in 
replacing y, in@ by (yn_1 — Vn—2)/h, which, because of (5.21) and the con- 
tinuous differentiability of y’(t), changes by an amount of the order O(h). 

The proof of the foregoing theorem shows that the method of BoxER and 
THALER is closely related to the simple stepwise integration procedure in which 
approximate values y*, y,* for y(n h) and y’(n h) are successively calculated 
from the equations 

aaa ya vn Dr h, Yn, Yo ee (WR) À: 
These approximation formulas can easily be justified and they differ from 
(5.19), (5.20) by terms of order O(h?). Like the method of [2] they yield, in gen- 
eral, approximations of order O(h), and they seem to be at least as simple. 
It must also be said that numerical solutions with this order of approximation 
are not considered very accurate in numerical analysis. Several fairly simple 
methods that yield higher precision are known. However, the order of magni- 
tude of the error term is not the ultimate criterion for the usefulness of a 
numerical method. Since a finer appraisal of the error is probably very difficult, 
the question is best decided by numerical experiments. 
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Zusammenfassung 


Einige numerische Anwendungen der Transformation 


31= Dinh) 
n=0 


einer Funktion f(t) (sogenannte z-Transformation) werden in dieser Arbeit auf 
ihre mathematische Giiltigkeit hin untersucht. Es zeigt sich, dass manche dieser 
Techniken bekannteren Differenzenmethoden sehr ahnlich sind. Die Arbeit 
bespricht ferner die Beziehung zwischen der Laplace-Transformation und der 
z-Transformation sowie zwei verbesserte diskrete Annäherungen zur Laplace- 


Transformation. 
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First Integrals of Dynamical Systems 


By OENE BoTTEMA, Delft!) 


1. We consider a mechanical system with degrees of freedom and the coor- 
dinates 9, 9» -.. » Yn; it is holonomic, conservative and nongyroscopic; the kinetic 
energy 7 and the potential energy V do not contain ¢ explicitely. A set S of 
equations of motion is given by the m Lagrangian equations 


a wise oT OV 


I, SZ." => —- 
edt gr 09% 09% 


= 0. (1) 


If one knows m < n mutually independent first integrals of the system 


F;(g, q).=¢; (= 1, 27%. , m) (2) 
it is a customary procedure to omit m equations of (1) and to solve the set S’ of n 
equations consisting of (2) and L,=0 (R= 1,2,...,%— m). The sets 


considered equivalent to S. 

Obviously the first integrals are consequences of the equations of motion and 
as such they are without doubt necessary conditions. It does not mean, however, 
that S’ is a set of sufficient conditions. A trivial example is the following. In 
the above case a first integral is given by the energy equation 


DVI = cr (3) 
It is well known that it can be derived from (1) by the identity 


Nati = 4 LEP)», 


making use of the fact that T is a homogeneous quadratic function of g,. If we 
take the set S’ consisting of L;, = 0 (k=1,...,n— 1) and (3), then a solution 


of it satisfies g, L, = 0; therefore it is not necessarily a solution of (1) in the 
case q, = 0. 


2. We give a somewhat more complicated example where the assumed 
equivalency of S and S’ could easily give rise to an erroneous result. 

Consider a double pendulum moving in a fixed plane under no forces. It 
consists of two homogeneous rods AB (length J,, mass m,) and BC (length /,, 


mass #,), A being a feed point. If we take as coordinates the 2 1 and 9, 
of AB and BC with a fixed direction, we have 


T= > Ag} + Bes — 92) Pi Pa + > COR, (4) 
where 
A ifn TAG. ARE ethanol re 
3 1 2) 44 > Da a in (5) 


1) Technische Hogeschool. 
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For the moment of momentum of the system about 4 we have 
I= À 9, + Bcos(p, — 9) (G1 + $2) + Ch. (6) 


Hence two first integrals of the system are 


1 die. Ne PU 
M a 4 Gi + Beos(pi — 9) G1 Pa + 3 CP, (7) 


PB = A 9, + B cos(p; — p2) (Pi + Ps) + C Po = ce. (8) 


Obviously 9, = x/2 + wt, p, = wt, where w is a constant, is a solution of the 
set (7, 8), with c, = (A + C) w?/2, c, = (A + C) wo. The conclusion would be 
that if for {= 0 AB and BC are at right angles and have equal angular velocity, 
this situation is maintained during the motion. 

It is easily seen that the conclusion is wrong. The Lagrangian equations of 
motion are 


L, =A 9, + Bcos(p, — 9) Pa + B sin(y, — Ys) G3 = 0, (9) 
L, =C ÿ, + B cos(p; — 9) Pi — B sin (9, — $2) pi = 0. (10) 


Obviously 
Pi = + ot, Pa = wt 


is not a solution of this set. If for ¢ = 0 


then 


3. From (7) and (8) it follows that 


dF, be AI ‘ 
G; = er = A 9, Pa + B COS (pi — Po) (Pa Pa + Pı Pa) — B sin (p1 — 2) | (11) 
X (G1 — Po) Pa Pa + C Oe G2 = 0, 
VEN au + Bonn) (rt #) — Bsin(r— 9) G—@) | 
— ae NCIS Yi Po Pi 2 1 \ (12) 


+ 0%, = 05 | 
Obviously we have the following identities 

Gi = 1 Li + Pa Lo; Gr = Li + Li. 
Therefore G, = 0 and G, = 0 are consequences of L, = 0 and L, = 0. On the other 
hand | 
: (a — G2) L1 = Gi — Pa Gr, (G1 — $2) Lo = —G1 + 1 Ge - 
From G,= 0 and G, = 0 it follows (91 — 9) Li = (G1 — 9) Le = 0. Hence a 
solution of the set (7), (8) is not always one of (9), (10), a sufficient subsidiary 
condition being 9, + Po. 
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Zusammenfassung 


Wenn man eine oder mehrere der Lagrangeschen Gleichungen durch erste 
Integrale ersetzt, dann sind die neuen Bedingungen zwar notwendig, aber nicht 
immer hinreichend. 


(Received: February 18, 1957.) 
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9e Assemblée du Comité suisse d’optique (CSO.) 
du 22 mai 1957 à Yverdon et Ste-Croix 


Le 22 mai 1957 le Comité suisse d'optique, section photonique, a tenu son 
assemblée annuelle à Yverdon et Ste-Croix. Au cours de cette séance six com- 
munications ont été présentées. Nous donnons ci-après le résumé de ces com- 
munications. 


Reziprozitätsfehler bei photographischen Schichten. Von J. EGGERT, Zü- 
seine) 

Nach der Reziprozitätsregel von BunsEn und Roscoe soll die photoche- 
mische Wirkung nur von der Anzahl absorbierter Quanten, also von dem Produkt 
It aus Bestrahlungsstärke J und Bestrahlungszeit /, nicht aber von den Fak- 
toren selbst abhängen. Für die photographische Wirkung trifft diese Regel nur 
beschränkt zu, wie besonders SCHWARZSCHILD feststellte. Diese Reziprozitäts- 
fehler werden in Zürich mit einem automatisch arbeitenden Gerät für den 
Bereich von 7 Zehnerpotenzen und für verschiedene Entwicklungsarten ermit- 
telt, um das Verhalten der Entwicklungskeime topographisch und kinetisch zu 
untersuchen. 


Etudes de certaines propriétés optiques du corps solide. Par R. MERCIER 
et B. V. Vitroz, Lausanne). 


Ces travaux vont prochainement être publiés. 


Zur Physik und Technik des Kalten Spiegels. Von R. Kraut, Balzers?). 
Unter Kalten Spiegeln wird eine Anordnung einer Vielzahl von diinnen, 
interferenzfahigen Schichten verstanden, die das sichtbare Spektrum im wesent- 
lichen reflektiert, wahrend das infrarote ungehindert passieren kann. Der Aufbau 
erfolgt durch (A,/4 n)-Schichten mit möglichst grosser n-Differenz benachbarter 
Teilschichten. Infolge höherer Ordnungen treten im Ultravioletten weitere 
Reflexionsmaxima auf, die aber durch Absorption überlagert sind, während im 
Sichtbaren und Langwelligen die Schichtsubstanzen absorptionsfrei sein müssen. 
Die Absorptionsfreiheit wird nach einem patentierten Verfahren dadurch 
erreicht, dass während des Aufdampfprozesses eine Aufoxydation der zur Ver- 
dampfung gelangenden Suboxyde in die am höchsten abgesättigte Sauerstoff- 


1) Photographisches Institut der ETH. 
2) BPUL. 
3) Gerätebauanstalt Balzers. 
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verbindung erfolgt, indem dem Molekülstrom der zu verdampfenden Substanz 
ein Sauerstoffstrom mit einem Partialdruck überlagert wird, welcher den O,-Dis- 
soziationsdruck der abgesättigten Verbindung kompensiert. 

Da die verwendeten Schichtsubstanzen hohe chemische Beständigkeit, 
Wärmefestigkeit und grosse mechanische Härte besitzen, eignet sich der Kalte 
Spiegel auch als Oberflächenspiegel, so dass sowohl eine Schliffläche eingespart 
wie auch schlieren- und blasenhaltige, wärmebeständige Gläser verwendet werden 
können. Das Reflexionsvermögen im Sichtbaren ist höher als bei Ag- und Al- 
Spiegeln. Bei Verwendung Kalter Oberflächenspiegel in Verbindung mit Bogen- 
lampen tritt zudem bei Beschädigung der Oberfläche durch Abbrand nur ein- 
facher Lichtverlust ein, während bei rückseitig belegten Spiegeln infolge des 
Strahlenganges der Verlust doppelt so gross werden kann. Der von einem Kohle- 
bogen über einen Kalten Spiegel auf ein Vakuum-Thermo-Element abgebildete 
Krater ergab nur ein Viertel der Thermospannung verglichen mit dem über einen 
Al- oder Ag-Spiegel abgebildeten Krater. 


Vollkommene Objektive. Von KR. STETTLER, Aarau’). 

Im wesentlichen deckt sich der Inhalt des Referates mit den nachstehend 
aufgeführten Veröffentlichungen des Referenten: 
Über die optische Abbildung von Flächen und Räumen, Optik 12, 529-543 (1955). 
Über vadialsymmetrische optische Medien, Optica Acta 3, 101-103 (1956). 


Gesichtspunkte beim Bau eines universellen Spektral-Photometers. Von 
E. LÜSCHER, Lausanne’). 

Die Hauptanforderung, die an einen Monochromator gestellt wird, ist die, dass 
die Strahlungsleistung so wenig wie möglich verringert werden soll. Man wird 
also den Lichtleitwert®) so gross als möglich wählen: 


a 
a 


Dabei bedeuten: AA Bandbreite; A Auflösungsvermögen; / Spalthôhe; d Durch- 
messer; f Brennweite des Kollimators. 

Da ein möglichst grosser Spektralbereich erwünscht ist, wurden als Kollima- 
toren sphärische Spiegel anstelle von Linsen verwendet. Die Spiegel sind mit einer 
aufgedampften Aluminiumschicht versehen, damit auch im UV gearbeitet werden 
kann, da Silber bei 3600 À einen steilen Abfall des Reflexionsvermögens?) zeigt. 

Als Monochromator-Montierung eignet sich die Anordnung nach CZERNY- 
TURNERS®) gut, da sowohl mit Prismen als auch mit Reflexionsgitter gearbeitet 
werden kann. Da eine grosse Spalthöhe ausgenützt wird (25 mm), muss der Se- 
kundärspalt bei Verwendung von Gittern wegen der Krümmung der Spektral- 
linien bei Prismenmonochromatoren ausgewechselt werden können. WIHLM?) 
konnte zeigen, dass bei dieser Montierung Asymmetriefehler (Koma) der sphä- 
rischen Spiegel vermieden werden und ferner bei nicht zu grossem Öffnungs- 
verhältnis (bei unserer Montierung 1:5) die sphärische Aberration gegenüber 
dem Astigmatismus vernachlässigt werden darf. 


1 = Ayo 


4) Kern AG. 

5) EPUL und optisches Laboratorium Metrohm. 
8) G. Hansen, Optik 1, 227 (1946). 

) G. B. SABINE, Phys. Rev. 55, 1064 (1939). 

) M. Czerny und A. F. Turner, Z. Phys. 61, 792 (1930). 
) 


H. Wınım, Rev. Opt. 33, 425 (1954). 


on 
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Bei Monochromatoren für das Schumann-Gebiet muss die Anzahl der 
reflektierenden Flächen wegen dem geringen Reflexionsvermögen aller bisher 
untersuchten Materialien möglichst klein gehalten werden. Wir wählten deshalb 
für dieses Gebiet eine Paschen-Runge-Gittermontierung, bei der das Gitter die 
einzige reflektierende Fläche bildet. 

Der grosse Spektralbereich bedingt die Verwendung verschiedener Detek- 
toren, die sukzessive eingeschaltet werden können. Im UV und Sichtbaren eignen 
sich Photomultiplier am besten. Thermoelemente werden für das IR montiert. 
Damit die Schwierigkeiten der Nullpunktstabilität vom Gleichstromverstärker 
vermieden werden, wurde der Lichtstrahl vor dem Eintrittspalt zerhackt und 
mit einem Wechselstromverstärker gearbeitet. Die Zerhackerfrequenz muss 
wegen der Trägheit der Thermoelemente niedrig (11 Hz) gewählt werden. 

Damit Gaszellen (1,5 m Absorptionslänge), Absorptionsgefässe im Schmelz- 
ofen, verwendet werden können, wurde der eigentliche Absorptionsraum möglichst 
gross ausgebildet. Dies bedingt allerdings eine erneute Kollimation nach dem 
Messgefäss vor den Empfängern. 

Die universelle Verwendung eines Spektralphotometers bedingt auch eine 
Umschaltung auf verschiedene Lichtquellen (UV-Hg-Lampe, W-Lampe, Nernst- 
Brenner, Flamme, Lyman-Lampe). Die Anordnung dieser verschiedenen Licht- 
quellen ist so getroffen, dass diese auf einem Halbkreis mit einem sphärischen 
Spiegel im Zentrum stehen. Der Hohlspiegel bildet die jeweilige Lichtquelle auf 
den Eintrittsspalt ab. 

Eines der Hauptprobleme beim Bau von Spektralphotometern bildet die 
möglichst weitgehende Unterdrückung von Streulicht. Dies kann nur durch 
geeignete Anordnung von Blenden erreicht werden. Für nichtmoduliertes Licht 
ist der Empfänger ohnehin unempfindlich. 


Ein neuartiges Gerät für die Fernseh-Abtastung von Filmen. Von TH. 
Sms, Zurich =). 

Im Auftrage der Schweizerischen PTT baute die Abteilung fiir industrielle 
Forschung des Institutes fiir technische Physik der ETH ein weiteres Modell 
eines Fernseh-Filmabtasters fiir 16-mm-Schmalfilm, nachdem der erste Prototyp 
seit dem Dezember 1953 im Fernsehstudio Bellerive dauernd im Betrieb steht. 
Es handelt sich um einen Leuchtpunktabtaster mit einer neuartigen Konstruk- 
tion zum optischen Ausgleich der Bewegung des mit beliebiger Geschwindigkeit 
durchlaufenden Filmes. 

Grundsätzlich ist in jedem Filmabtaster ein Film-Wiedergabegerät mit einer 
Einrichtung zur Fernsehaufnahme zusammengebaut. Leider kann man aber von 
den verschiedenen Méglichkeiten der Filmwiedergabe und der Fernsehaufnahme 
nicht die einfachsten und bewährtesten kombinieren. Wollte man zum Beispiel 
mit dem seit frühesten Zeiten beliebten Leuchtpunktabtaster einen auf einem 
normalen Kinoprojektor vorgefiihrten Film übertragen, so liesse sich die Dunkel- 
pause nicht auf den durch die Fernsehnorm vorgeschriebenen Wert von weniger 
als 2 ms reduzieren. 

Eine Betrachtung aller Méglichkeiten zeigt, dass konventionelle Filmprojek- 
toren eine speichernde Fernseheinrichtung oder dann der einfachere Leucht- 
punktabtaster einen der heute nicht mehr gebräuchlichen Filmprojektoren ohne 
Dunkelpause bedingen. Bei diesen nichtintermittierenden Projektoren mit 
gleichförmig durchlaufendem Film ist es bei einem einfachen Verhältnis der 


10) Abteilung fiir industrielle Forschung des Institutes fiir technische Physik der ETH. 
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Filmbild- und der Fernseh-Ablenkfrequenz möglich, die Filmbewegung zur Bild- 
zerlegung mitzubenützen. Die einzige Lösung, die gleichzeitig alle Film- und 
Fernsehnormen bewältigt, ist der optische Ausgleich der Filmbewegung. Hier 
wird das Bild des gleichförmig bewegten Filmes mit optischen Mitteln stillgesetzt, 
so dass die Fernsehübertragung vom Filmtransport unabhängig ist. 

Die konstruktive Verwirklichung von Projektoren ohne Dunkelpause bietet 
etwas andere Schwierigkeiten als diejenige von intermittierenden. So muss zum 
Beispiel die Optik dem Abstand zweier aufeinanderfolgender Bilder angepasst 
werden, und auch die Filmtransporteinrichtung muss den Schrumpfungszustand 
des Filmes berücksichtigen. Mängel in der Bildfeldausleuchtung oder eventuelle 
Unschärfen sind besonders unangenehm, weil sie sich gegenüber dem Bildinhalt 
bewegen. 

Für das hier zu beschreibende Gerät kam nur ein Leuchtpunktabtaster in 
Frage, da dieser eine besonders hohe Bildschärfe aufweist sowie keine heiklen 
Einstellungen und beim Farbfernsehen keine Deckungsprobleme kennt. Die 
Filmwiedergabe geschieht mit optischem Ausgleich der Filmbewegung, weil das 
Gerät auch imstande sein muss, verschieden normierte Amateurfilme zu über- 
tragen. Damit auch die Filmwiedergabe keine besonderen Ansprüche an die 
Bedienung stellt, soll die Berücksichtigung der Filmschrumpfung vollautoma- 
tisch erfolgen. 

Das Prinzip der neuen Lösung ist in Figur 1 dargestellt. Darin sind von links 
nach rechts abgebildet: der Leuchtschirm einer Kathodenstrahlröhre, eine den 
Leuchtschirm ins Unendliche abbildende Linse, ein horizontalachsiges Blenden- 
rad, zwei durch eine Vertikalebene getrennte Hälften eines Objektives, die den 
auf dem Leuchtschirm einen Fernsehraster schreibenden Leuchtpunkt auf je 
ein Bild des Filmes abbilden, sodann folgt hinter dem Film eine Kondensorlinse, 
die den gesamten Lichtstrom auf die dahinter folgende Photokathode sammelt. 
Zwei Greifer sind mit je einer der beiden Objektivhälften starr zusammengebaut, 
und diese beiden Gebilde sind längs einer Parallelen zur Filmführung beweglich. 
Zwei Kurvenscheiben bewegen jeweils das eine der beiden Halbobjektive gleich- 
förmig abwärts, während das andere sich etwas rascher vom vorhergehenden zum 
nächstfolgenden Filmbild aufwärtsbewegt, so dass sich während einer gewissen 
Zeitspanne, die in Figur 1 festgehalten ist, beide Objektive im Abstand eines 
Filmbildes mit dem Film bewegen. Während dieser Zeit wird durch das erwähnte 
Blendenrad die Abbildung vom jeweils unteren auf das obere Halbobjektiv über- 
blendet. Dabei ist das Blendenrad so ausgebildet, dass es von der einen Objektiv- 
pupille genau die gleiche Fläche freigibt, wie es von der anderen zudeckt, so dass 
sich die Helligkeit während der Überblendung nicht ändert. In Figur 2 ist die 
Objektivbewegung schematisch dargestellt und die Überblendung durch die 
schraffierte Fläche angedeutet. Die Greiferspitzen, die jeweils bei der Abwärts- 
bewegung in ein Perforationsloch eingreifen, sind so ausgebildet, dass sie den 
Film nur abwärtsstossen können. Bei der Aufwärtsbewegung gegen den Film 
federn die Greiferspitzen zurück. 

Da der Film nur von den Greifern transportiert wird und daher genau die 
gleiche Bewegung macht wie die jeweils aktive Objektivhälfte, wird in jedem 
Zeitmoment der auf dem Leuchtschirm zeilenweise geschriebene Fernsehraster 
relativ stillstehend auf ein Filmbild abgebildet. Unabhängig von der Absolut- 
bewegung des Films durchleuchtet der Leuchtpunkt das Filmbild Punkt für 
Punkt. Der die Photozelle erreichende Lichtstrom entspricht jeweils der Hellig- 
keit des betreffenden Bildpunktes, und der elektrische Strom in der Photozelle 
stellt das zu übertragende Fernsehsignal dar. 
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Nur während der in Figur 1 dargestellten Überblendungsphase muss der 
Objektivantrieb den Schrumpfungszustand des Filmes berücksichtigen. Zu 
diesem Zweck wird durch eine nicht dargestellte Einrichtung ständig die Film- 
länge pro Bildteilung gemessen und nach dem Resultat die wirksame Länge der 


Figur 1 


Prinzipschema. 


beiden in Figur 1 unten dargestellten Hebel verändert, die mit ihren vorderen 
Enden auf den Kurvenscheiben laufen und die Objektive vertikal bewegen. Zu 
dieser automatischen Längenmessung wird wegen unvermeidlicher zufälliger Stö- 
rungen eine integrierende Anordnung nach folgendem Prinzip verwendet: Vor 
dem Bildfenster wird der Film durch eine ungezähnte Rolle transportiert, die 
von der Kurvenscheiben-Welle aus über ein Regelgetriebe angetrieben wird. Nur 
wenn die Einstellung des Regelgetriebes der Filmlänge entspricht, bleibt die Länge 
der Filmschlaufe über dem Bildfenster konstant. Eine Veränderung dieser Schlaufe 


verstellt das Regelgetriebe und damit das auf den Objektivantrieb übertragene 
Messresultat. 
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360° = 2 Filmbilder 


Figur 2 
Die Bewegung der beiden aus je einer Objektivhälfte und einem Greifer bestehenden Gebilde. 


Neben den erwähnten Vorteilen aller Leuchtpunktabtaster weist das neue 

Gerät folgende Vorteile auf: | 

1. Die wirksame Öffnung der Optik ist durch keine konstruktiven Gegeben- 

heiten begrenzt. 

Es wird nur die minimale Zahl optischer Elemente verwendet. 

Die Anordnung erzeugt beim Überblenden keine Helligkeitsschwankungen. 

Es entsteht relativ wenig Streulicht. 

Die Berücksichtigung der Filmschrumpfung geschieht automatisch und ohne 

optische Kompromisse. 

. Durch den Greiferantrieb wurde eine Filmtransportgenauigkeit möglich, die 
derjenigen intermittierender Projektoren mindestens ebenbürtig ist und keine 
übertriebenen Präzisionsanforderungen an die Antriebsmechanik stellt. 
Zum Schluss sei allen jenen gedankt, ohne die das Gerät nicht hätte gebaut 

werden können, allen voran dem Leiter unseres Institutes, Herrn Prof. E. BAU- 

MANN, sodann Herrn D. DIEBOLD, dipl. El.-Ing., und der Firma Kern in Aarau, 


als der Herstellerin der speziellen Optik. 


OU + © ND 


OV 
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Rechenautomat 7041BM 


Die International Business Machines Corporation hat kürzlich in Paris einen 
elektronischen Rechenautomaten vom Typus 704 in Betrieb genommen. Es 
handelt sich um den gegenwärtig leistungsfähigsten Rechenautomaten in Europa. 

Die IBM stellt in grosszügiger Weise die Summe von ungefähr einer Million 
Schweizer Franken in der Form von Benutzungszeit der 704 der europäischen 
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Wissenschaft zur Verfügung. Für die Schweiz macht dies bis Jahresende etwa 
51, Stunden Rechenzeit auf diesem Automaten aus. 

 Forschungsinstitute der Hochschulen oder eventuell der Industrie können 
von dieser Möglichkeit Gebrauch machen. Diesbezügliche Anträge sind zu richten 
an den Unterzeichneten (Prof. Dr. E. STIEFEL, Eidgenössische Technische Hoch- 
schule, Zürich) oder an die IBM-France (5, Place Vendöme, Paris) direkt. Sie 
müssen enthalten: 

1. Eine Schilderung des vorgeschlagenen wissenschaftlichen Problems. 

2. Eine Beschreibung der anzuwendenden numerischen Methode für das auto- 
matische Rechnen. 

3. Eine Schätzung für die beanspruchte Rechenzeit auf der 704. 

Die Lösung des Problems auf der 704 muss von dem Antragsteller oder von 
einem durch ihn bezeichneten Bevollmächtigten vorbereitet, programmiert und 
in Paris durchgeführt werden. Auskunft über die Maschine 704 und die zuge- 
hörige Programmierungstechnik erteilt die Extension Suisse der IBM (Talacker 
30, Zürich). E. Stiefel 


Arbeitstagung über die Ausbildung von Ingenieuren und Mathemati- 
kern in numerischer Mathematik unter Berücksichtigung der elek- 
tronischen Rechenanlagen 


In der Zeit vom 27. bis 29. Mai 1957 fand in München am Mathematischen 
Institut der Technischen Hochschule eine Arbeitstagung über die Ausbildung 
von Ingenieuren und Mathematikern in numerischer Mathematik unter Berück- 
sichtigung der elektronischen Rechenanlagen statt, an der Deutschland, Frank- 
reich, Österreich und die Schweiz durch Fachexperten vertreten waren. 

In Referaten und Diskussionen kam übereinstimmend die Ansicht zum 
Ausdruck, dass die modernen Grossrechenanlagen einen massgebenden Einfluss 
auf die Mathematik als Ganzes, ihren Anwendungsbereich in anderen Wissen- 
schaften und ihre Auswirkungen in Technik und Wirtschaft ausüben. Daraus 
ergeben sich insbesondere weitgehende Rückwirkungen auf die Gestaltung des 
mathematischen Unterrichts in allen Stufen. 

Die Arbeitstagung empfiehlt daher ihren Teilnehmern, sich in ihren Ländern 
für die Erfüllung folgender Forderungen einzusetzen: 

1. Stärkere Berücksichtigung des numerischen Rechnens und seiner mit den 
modernen Rechenanlagen verknüpften Weiterentwicklung im mathemati- 
schen Unterricht der Technischen Hochschulen und Universitäten, wobei 
weniger an eine Vermehrung der Stunden als an eine der neuen Entwicklung 
angepasste Auswahl des Stoffes gedacht wird. 

2. Es wird empfohlen, das Fach «Numerische Mathematik» in die Abschluss- 
prüfung für Mathematiker und Physiker aufzunehmen und auch den Inge- 
nieuren in der Abschlussprüfung Gelegenheit zu geben, Kenntnisse auf diesem 
Gebiet nachzuweisen. 

3. Auch an den mittleren und höheren Schulen ist eine Reform und Vertiefung 
des Unterrichts im numerischen Rechnen erforderlich, welche hauptsächlich 
durch eine richtige Ausbildung der Lehramtskandidaten und eine entspre- 
chende Orientierung der bereits tätigen Lehrer erreicht werden muss. 

Es sei auch darauf hingewiesen, dass sich durch den zunehmenden Einsatz 
der modernen Rechenanlagen in Wissenschaft, Technik und Wirtschaft erfolg- 
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versprechende Berufsaussichten für die Absolventen mittlerer und höherer 
Schulen ergeben. 

Die Teilnehmer der Tagung sind übereingekommen, zu gegebener Zeit neuer- 
dings zusammenzutreten, um über die in den einzelnen Ländern inzwischen 
getroffenen Massnahmen zu berichten und weitere Erfahrungen auszutauschen. 

CREMER, SAUER, STRUBECKER, WALTHER (Deutschland) 
DURAND, KUNTZMANN (Frankreich) 

INZINGER (Österreich) 

STIEFEL (Schweiz) 


Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 


Plane Waves and Spherical Means. Applied to Partial Differential 
Equations. Von Fritz JOHN (Interscience Publishers, New York 1955). 172 S., 
10 Fig.; $4.50. 

Das Gebiet der partiellen Differentialgleichungen ist trotz seiner grossen 
praktischen Bedeutung auch heute noch voll ungelöster Probleme, und die Zahl 
der sich in den verschiedenen Zeitschriften damit befassenden Arbeiten ist beacht- 
lich. Fritz JOHN gibt in seinem Buch eine Zusammenfassung einiger Resultate, 
die sich unter gewissen einheitlichen Gesichtspunkten, nämlich mittels elemen- 
tarer Identitäten zwischen Integralmitteln, gewinnen lassen. In einem ersten Teil 
wird die Zerlegung beliebiger Funktionen in Funktionen vom Typus ebener 
Wellen (Radon-Transformation) betrachtet und auf das Anfangswertproblem 
homogener hyperbolischer Gleichungen mit konstanten Koeffizienten sowie auf 
die Konstruktion von Fundamentallösungen im Kleinen von linearen elliptischen 
Gleichungen und Systemen mit analytischen Koeffizienten angewendet. In 
einem gewissen Sinne eine Verallgemeinerung bedeutet die Heranziehung von 
sphärischen Mitteln, die im anschliessenden Teil erfolgt und benützt wird, um die 
Differenzierbarkeit der Lösungen von linearen und nichtlinearen elliptischen 
Gleichungen und Systemen mit genügend regulären Koeffizienten sowie die 
Analytizität der Lösung im Falle analytischer Koeffizienten zu beweisen. 

Die Darstellung ist sehr übersichtlich und so elementar als möglich gehalten. 
Das Buch dürfte alle, die mit partiellen Differentialgleichungen zu tun haben, 


interessieren. E. Roth-Desmeules 


Continuous Transformations in Analysis. Von T. Rapo und P. V. 
REICHELDERFER ([Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Bd) 
Springer-Verlag, Berlin, Göttingen, Heidelberg 1955). 442 S., 53 Abb.; DM 59.60. 

Nach Überlegungen von BANACH, VITALI und andern lassen die fundamenta- 
len Begriffe der beschränkten Variation, der absoluten Stetigkeit und der Ablei- 
tung einer reellen Funktion mit mehreren Variablen eine geometrische Deutung 
zu, und zwar im Bereich der Transformationen in einem n-dimensionalen eukli- 
dischen Raum, die durch die reellwertigen stetigen Funktionen gestiftet werden. 
Das vorliegende Werk setzt sich zum Ziel, die topologischen und masstheore- 
tischen Grundlagen der Theorie der reellen Funktionen von diesem Standpunkt 
aus systematisch darzustellen. Die erforderlichen Hilfsmittel aus der Topologie 
und der Gruppentheorie werden kurz zusammengestellt, ebenso, jedoch bedeutend 
ausführlicher, die Begriffe der algebraischen Topologie. Obwohl die Verfasser in 
erster Linie die allgemeine Theorie im n-dimensionalen Raum bieten, werden 
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noch die Fälle n = 1 und n = 2 gesondert behandelt. — Die grundlegende Idee der 
stetigen Transformationen findet beispielsweise in der Variationsrechnung An- 
wendung. Das Buch wendet sich - im Hinblick auf die Darstellung — vorwiegend 
an Mathematiker und Studierende der Mathematik, doch spielen die stetigen 
Transformationen natürlich in der angewandten Mathematik ebenfalls eine Rolle, 
so dass sich auch etwa die Physiker theoretischer Richtung dafür interessieren 
werden. E. Roth-Desmeules 


Photoconductivity Conference. Herausgegeben von R. G. BRECKENRIDGE, 
B. R. Russe, und E. E. Haun (John Wiley & Sons, New York 1956) 05829 
ANG) ENO). 5 8) 350: 

Im November 1954 trafen sich auf dem Gebiete der Photoleitung führende 
Wissenschafter aus verschiedenen Landern in Atlantic City, um die standig an 
Wichtigkeit zunehmenden Probleme der Photoleitung zu diskutieren. Als Resul- 
tat dieser Diskussionen liegt heute ein dreissig Vorträge umfassendes Buch vor 
uns. Trotzdem ein solcher Konferenzbericht nicht die Einheitlichkeit eines Lehr- 
buches besitzen kann, gelang es den Herausgebern durch geschickte Gliederung 
der behandelten Themen, über die blosse Berichterstattung hinaus eine auch dem 
Nichtfachmann zugängliche Einführung in das vielschichtige Gebiet der Photo- 
leitung zu geben, ohne dass dabei die Aktualität der Vorträge gelitten hat. 

Im 1. Teil wird in zwei Arbeiten die phänomenologische Theorie der Photo- 
leitung behandelt. Der 2. Teil befasst sich in sechs Vorträgen mit den kompli- 
zierten Lichtabsorptionsprozessen in Kristallen. Die sechs Arbeiten des 3. Teils 
setzen sich mit dem Verhalten der durch Lichtabsorption befreiten Ladungsträger 
in Festkörpern auseinander. Im 4. Teil werden die Eigenschaften verschiedener 
Photoleiter diskutiert, und schliesslich folgen im letzten Teil neun Referate über 
neueste experimentelle Ergebnisse an verschiedenen Photoleitern. 

Das Buch ergänzt in hervorragender Weise die recht spärlich vorhandene 
Literatur über Photoleiter. E. Mooser 


Science and Information Theory. Von LEON BRILLOUIN (Academic Press 
Inc., New York 1956). 320 S., 74 Fig.; $ 6.80. 

In zwanzig Kapiteln werden in sehr konzentrierter Form die wesentlichen 
Aspekte der Informationstheorie und ihrer Anwendung in verschiedenen Gebieten 
der Wissenschaft dargestellt. Der formalen Analogie des Begriffes Information 
mit demjenigen der negativen Entropie der Thermodynamik wird eine eingehende 
Betrachtung gewidmet und werden diejenigen Fälle betrachtet, bei denen sich 
eine tatsächliche Übereinstimmung ergibt. Der Begriff Negentropie wird aber 
auch dort angewandt, wo kein Zusammenhang mit der Thermodynamik besteht, 
nämlich in der Übertragung von Sprache in Laut und Schrift. 

Ausgehend von der Definition der Information nach SHANNON wird die An- 
wendung generell diskutiert und am Beispiel der englischen Sprache erläutert. 
Das Prinzip der Kodierung, die Kapazität eines Übertragungskanals, allgemeine 
Kodierungsprobleme, fehleranzeigende und -korrigierende Kode folgen. Mit 
einem Kapitel über Signalanalyse mittelst Fourier-Methoden und Zeitauslese 
und einem weitern die thermodynamischen Prinzipien zusammenfassend, sind 
damit alle Grundlagen zusammengestellt. Thermische Agitation, Brownsche 
Bewegung, Thermisches Rauschen in elektrischen Kreisen (Nyquist-Formel) 
finden eine kurze Darstellung. Es folgen Betrachtungen, welche dem Autor be- 
sonders zusagen, nämlich das Negentropie-Prinzip der Information, das Problem 
von Maxwells Dämon, die Anwendung des Negentropie-Prinzips der Information 
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in der Physik und Beobachtung und Information. Im letzten Viertel des Buches 
werden noch folgende interessante Themen behandelt: Informationstheorie in 
Zusammenhang mit der Unbestimmtheitsrelation und physikalische Grenzen der 
Beobachtung; das Negentropie-Prinzip der Information in der Übertragungs- 
technik; Schreiben, Drucken und Lesen; das Problem des Rechnens (Rechen- 
maschinen) und zum Schluss etwas über Information und Organisation und über 
Probleme, welche ausserhalb des Bereichs der Informationstheorie liegen. 

Das vorliegende Werk ist heute das einzige, welches eine umfassende und 
konzentrierte Darstellung der Informationstheorie mit ihren vielfachen Anwen- 
dungen gibt. Auf die Originalaufsätze wird mit Fussnoten hingewiesen. Das Buch 
entspricht einem wirklichen Bedürfnis, und wir können dem Verfasser für seine 
Arbeit sehr dankbar sein. FH. Weber 


Handbuch der Physik. Herausgegeben von S. FLÜGGE. Bd. 14: Kälte- 
physik I (Springer-Verlag, Berlin 1956). 349 S., 215 Fig.; DM 72.—. 

Dieser erste der zwei Bände über Kältephysik enthält fünf englisch geschriebene 
Artikel. 

J. G. Daunts Bericht über die Herstellung tiefer Temperaturen — bis Wasser- 
stofftemperaturen — bildet eine für Physiker äusserst nützliche Darstellung der 
Gasverflüssigungsprobleme. Die wichtigsten Methoden sind so beschrieben, dass 
der Tatsache, dass Physiker und Kältephysiker keine Kälteingenieure sind, 
Rechnung getragen wird. S.C.Corrıns Diskussion über Heliumverflüssiger, 
deren industrielle Herstellung er massgebend gefördert hat, enthält eine inter- 
essante Übersicht über moderne Methoden. D. K. C. MacDonarD berichtet in 
einfacher Form über die Phänomene der elektrischen Leitfähigkeit bei tiefsten 
Temperaturen. Die Beschreibung experimenteller Methoden seines Laborato- 
riums dürfte für viele nützlich sein. K, G. KLEMENS bearbeitet die Wärmeleit- 
fähigkeiten. Angesichts der vielen experimentellen Untersuchungen der letzten 
Jahre ist seine Zusammenfassung der Resultate vom theoretischen Standpunkt 
aus sehr begrüssenswert. P. H. KEEsom und N. PEARLMAN berichten über spe- 
zifische Wärmen. 

Die Hauptschwierigkeit bei der Herausgabe lag aber offenbar in der Platzbe- 


schränkung. Der Leser hätte es begrüsst, wenn die Aufsätze noch ausführlicher 


wären. J. L. Olsen 


Verformung und Fliessen des Festkörpers. Kolloquium Madrid, 
26.-30. September 1955. Herausgegeben von R. GRAMMEL (Springer-Verlag 
Berlin, Göttingen und Heidelberg 1956). 324 S., 188 Abb.; DM 37.50. 

Das Buch enthält die Vorträge und Diskussionsbeiträge vom Madrider Kol- 
loquium 1955, das von der Internationalen Union für Theoretische und Ange- 
wandte Mechanik unter dem Vorsitz von R. GRAMMEL mit dem Zweck durch- 
geführt worden ist, eine engere Zusammenarbeit zwischen Mechanikern und 
Festkörper-Physikern anzubahnen. Es gliedert sich in die folgenden Themata: 
1. Versetzungen und Plastizität; 2. Nichtlineare Elastizität und Vermischtes; 


3. Viskoelastizität und Relaxation. 
Von den insgesamt 33 Beiträgen seien im folgenden nur die allgemeinen 


Vorträge genannt: 
1. G.I. Tayror, Strains in Crystalline Aggregate. A. H. COTTRELL, Disloca- 
cations in Crystals. A. SEEGER, Neuere mathematische Methoden und physikalische 


Ergebnisse zur Kvristallplastizität. P. G. HODGE jr., The Theory of Piecewise Linear 
Isotropic Plasticity. 
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2. H. KAUDERER, Ein nichtlineares Elastizitätsgesetz; Aufbau und Anwendungs- 
möglichkeiten. L. R. G. TRELOAR, Large Elastic Deformations in Rubberlike 
Materials. | 

3. M.A. Brot, Variational and Lagrangian Methods in Viscoelasticity. 
F. ScHULTZ-GRUNOW, Viskosität und Zeitwirkungen im nichtlinearen Bereich. 

H. Ziegler 


Präzisionsmessungen von Kapazitäten, Induktivitäten und Zeit- 
konstanten. Von E. BLECHSCHMIDT. Band I (Friedr. Vieweg & Sohn, Braun- 
schweig 1956). 166 S. 84 Abb.; DM 11.80. 

In der Sammlung «Verfahren und Messkunde der Naturwissenschaft» ist 
soeben die zweite neubearbeitete Auflage der Monographie von ERICH BLECH- 
SCHMIDT erschienen, welche die vielfach zerstreuten Mitteilungen tiber die Verfah- 
ren zur Präzisionsmessung von Kapazitäten und dielektrischen Verlusten in über- 
sichtlicher und knapper Form zusammenfasst. Der völlig neue Teil über Induk- 
tivitätsmessungen wird als Heft 14 II in Kürze erscheinen. Das kleine Werk 
enthält als Einleitung eine Übersicht über die Begriffe der Kapazität der 
Dielektrizitäts-Konstante sowie der Einheiten. Nach einer Diskussion der 
Kapazitätsnormale werden die Messmethoden und die verschiedenen Brücken- 
anordnungen eingehend behandelt. 

Die vorliegende kritische Zusammenstellung dürfte vor allem für Physiker 
und Ingenieure von Nutzen sein, erlaubt sie doch eine rasche und zuverlässige 
Orientierung über die zahlreichen Faktoren, welche die Genauigkeit solcher 
Messungen beeinflussen können. E. Baldinger 


Advances in Electronics and Electron Physics. Von L. MARTON. Band 6 
(Academic Press Inc., New York 1954). 538 S., 203 Fig.; $11.80. 

Die von L. MARTON herausgegebene, jährlich erscheinende Sammlung von 
zusammenfassenden Berichten trägt neuerdings den erweiterten Titel «Advances 
in Electronics and Electron Physics». Damit soll deutlich gesagt sein, dass auch 
rein wissenschaftliche Belange aus der Physik des Elektrons zur Sprache kom- 
men, Fragen also, die ausserhalb des Rahmens dessen stehen, was heute land- 
läufig unter Elektronik verstanden wird. Dies geht auch für Band 6 aus den 
Titeln der Beiträge hervor (Beitrag 2 und 8): 

A.B.PIPPARD, Metallic Conduction at High Frequencies and Low Temperatures; 
E. ABRAHAMS, Relaxation Processes in Ferromagnetism; J.Smit and H.P. J. Win, 
Physical Properties of Ferrites; H. F.IVEY, Space Charge Limited Currents; 
W.M. WEBSTER, A Comparison of Analogous Semiconductor and Gaseous Electro- 
nics Devices; M.E. HAINE, The Electron Microscope — A Review; R.G.E.HUTTER, 
Traveling-Wave Tubes; J.VAN DEN HANDEL, Paramagnetism. 

Im Grunde genommen hat sich jedoch an der Art der Auswahl nichts geändert, 
zeigen doch auch die friiheren Bande die gleiche wertvolle Tendenz, den nur 
fiir angewandte Elektronik interessierten Leser aus seinem engeren Gebiet heraus- 
zuführen und damit der überhandnehmenden Spezialisierung entgegenzuwirken. 
Schon aus diesem Grunde ist auch dem vorliegenden Bande ein weiter Leserkreis 
zu wünschen. A.A. Rusterholz | 


Elements of Statistics. Von H.C.FRYER (John Wiley & Sons, New York 
1954). 262 S., 34 Fig.; $4.75. 

Das Buch stellt einen modernen Lehrgang der mathematischen Statistik für 
Nichtmathematiker, die keine Vorkenntnisse auf diesem Spezialgebiet besitzen, 
dar. Vorerst werden die Begriffe Wahrscheinlichkeit und mathematische Erwar- ! 
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tung erläutert und die wichtigsten statistischen Masszahlen eingeführt. Nach der 
Besprechung der Binomial- und Normalverteilung werden verschiedene Schät- 
zungs- und Testverfahren, insbesondere x°- und Z-Test, behandelt, dann werden 
die Fragen der linearen Regression und Korrelation besprochen. Es wird ver- 
sucht, dem Leser den zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und seine Auswirkungen auf die Anwendbarkeit der statistischen Methoden klar- 
zumachen. Der Autor hat sich bemüht, mit möglichst wenig Mathematik aus- 
zukommen, und hat um so grösseres Gewicht auf grundsätzliche Fragen gelegt. 
Vor allem wird der Leser immer wieder auf die Voraussetzungen aufmerksam 
gemacht, auf denen die behandelten Verfahren beruhen. Der Text wird durch 
sehr viele Beispiele erläutert, die aus den verschiedensten Anwendungsgebieten 
der Statistik ausgewählt worden sind. Diesem Lehrbuch ist eine möglichst grosse 
Leserschaft vor allem in den Kreisen der Naturwissenschafter zu wünschen. 

P. Schmid 


Progress in Low Temperature Physics, Vol.I. Herausgegeben von 
C. J. GORTER (North Holland Publishing Company, Amsterdam 1955). 418 S., 
177 Fig.; hfl. 30.50 (61 sh, $ 8.—). 

In 18 Artikeln schreiben 21 führende Kältephysiker über ihre Spezialgebiete. 
Etwa die Hälfte des Buches ist den Erscheinungen der Superfluidität und Supra- 
leitung gewidmet. Der Rest befasst sich mit Para-, Ferro- und Antiferromagne- 
tismus und einigen andern, etwas willkürlich ausgewählten Themen. 

Inhalt und Form der Artikel sind recht verschiedenartig. Die Themen sind 
zum Teil allgemeiner, zum Teil sehr spezieller Natur. Unabhängig davon vermit- 
teln die einen Autoren unter vollen Literaturangaben eine umfassende kritische 
Übersicht über den gegenwärtigen experimentellen und theoretischen Stand ihres 
Gebietes, während andere sich mit knappen und skizzenhaften Darstellungen 
begnügen, deren Wert zum Teil etwas fragwürdig ist. Fast alle Artikel betreffen 
bereits publiziertes Material. R. P. FEynman’s Kapitel über flüssiges Helium 
jedoch ist eine neue und originelle Arbeit. Dafür ist sie einseitig und weit davon 
entfernt, eine wirkliche Übersicht zu geben. 

Im ganzen lässt sich sagen, dass es sich um ein heterogenes, aber interessantes 
und in mancher Hinsicht nützliches Buch handelt. A. Thellung 


Handbuch der Physik - Encyclopedia of Physics. Bd. 15: Kältephysik II. 

Herausgegeben von S. FLÜGGE (Springer-Verlag, Berlin 1956). 477 S., 318 Fig.; 
M 112.—. 

7 Nach einer Einfiihrung in die magnetischen Eigenschaften bei tiefen Tempe- 
raturen (J. VAN DEN HANDEL) gibt D. DE KLERK einen umfassenden Uberblick 
iiber Theorie und Methode der adiabatischen Entmagnetisierung, in welchem auf 
die Eigenschaften der verschiedenen hierfür geeigneten Salze ausführlich einge- 
gangen wird. Den experimentellen Teil der Supraleitung behandelt B. SERIN, die 
Theorie J. BARDEEN, wobei besonderes Gewicht natürlich auf die Londonsche 
Theorie und den Zwischenzustand gelegt wird. Den Abschluss bildet eine Dar- 
stellung der Eigenschaften des flüssigen Heliums mit besonderer Berücksichtigung 
von Helium II (K. MEnDELssoHn). Dem vollständig in englischer Sprache abge- 
fassten Text liegt im allgemeinen die bis 1955 bekannte Literatur (insgesamt 
rund 1200 Zitate) zugrunde, jedoch enthalten Nachträge auch Arbeiten von 1956. 
Leider konnte nicht mehr berücksichtigt werden, dass es inzwischen ner ist, 
durch Kernentmagnetisierung Temperaturen von etwas über INDE °K zu errei- 
chen. Zusammen mit dem ersten Teilband der Kältephysik wird so ein umfassen- 
der Uberblick der Physik der tiefsten Temperaturen gegeben, wobei der vorlie- 
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gende Band fast ausschliesslich Erscheinungen gewidmet ist, die im Gebiet des 
flüssigen Heliums oder der adiabatischen Entmagnetisierung zu beobachten sind. 
Im Hinblick auf die recht gediegene Arbeit der Autoren ist der hohe Preis des 
Bandes, der manchen Interessenten vom Kauf abhalten dürfte, zu bedauern. 

P. Grassmann 


Quantum Chemistry. Von WALTER KAUZMANN (Academic Press Inc. 
New York 1957), 744 S., 160 Fig., $12.00. 

Das vorliegende Buch wendet sich an Chemiker, die nur mässige mathema- 
tische Kenntnisse haben und sich über die Anwendungen der Quantenmechanik 
in der Chemie orientieren möchten. Vorausgesetzt werden nur die elementarsten 
Grundlagen der Analysis; die in diesem Buche benötigten mathematischen Hilfs- 
mittel werden in einem einleitenden Kapitel in einfachster Weise entwickelt und 
an Beispielen der Physik ausserhalb der Quantenmechanik ausführlich erörtert 
(138 Seiten). Nach einer nicht sehr tiefschürfenden Einführung in die Quanten- 
mechanik (118 Seiten) werden atomare Systeme (98 Seiten) und die Theorie der 
chemischen Bindung (142 Seiten) behandelt. Ein Exkurs über nichtstationäre 
Systeme (203 Seiten), in dem im wesentlichen die Wechselwirkung der Materie 
mit der elektromagnetischen Strahlung behandelt wird, beschliesst das Buch. Die 
Darstellung ist durchweg sehr breit. Die Anwendung gruppentheoretischer Me- 
thoden, die das Verständnis der meisten hier behandelten Fragen ausserordent- 
lich erleichtert und vertieft hätten, wurde durchweg vermieden. Der Autor 
schreibt im Vorwort: ‘The primary aim of this book is to help chemists under- 
stand the more important concepts that quantum mechanics has introduced 
into chemistry. A secondary aim is to examine critically the limitations of many 
of these concepts’. Im Gegensatz zum ersten Ziel dürfte nun leider das zweite 
nicht in dem wünschbaren Masse erreicht worden sein. Es ist zwar sicherlich nicht 
einfach, die Gültigkeitsgrenzen der in der Quantenchemie angewandten Approxi- 
mationen aufzuweisen; eine sorgfältigere und kritischere Behandlung dieser 
Fragen, insbesondere bei den Problemen der chemischen Bindung, wäre aber 
gerade für diejenigen Leser, an die sich dieses Buch wendet, ausserordentlich 
wichtig gewesen. H. Primas 


Theorie des circuits de télécommunication. Von VıroLD BELEVITCH 
(Ch. Uystpruyst, Librairie Universitaire, Louvain 1957). 384 S., 339 Fig.; 
bFr. 450.—. 

Das vorliegende Buch behandelt in sehr gedrängter Form den heutigen Stand 
der Theorie der linearen elektrischen Netzwerke. W. CAuUER, H. W. BoDE und 
E. A. GUILLEMIN stehen der Arbeit zu Gevatter, doch sind viele Entwicklungen 
in origineller Weise abgewandelt, meist zum Vorteil des Lesers. Die Auswahl des 
Stoffes, seine Anordnung und Behandlung verraten die Vertrautheit des Verfas- 
sers mit der Materie. Leider haben sich eine ganze Anzahl kleiner Druckfehler 
ausser den im Errata aufgeführten eingeschlichen. 

Neben den notwendigen einführenden Definitionen werden die Wellenpara- 
meter, die allgemeine Theorie der passiven Netzwerke, die klassische Filtertheorie, 
die moderne mit gegebenem Betriebsverhalten, die Spulen und Transformatoren 
und der gegengekoppelte Verstärker behandelt. Ergänzende Betrachtungen zur 
Synthese von passiven Netzwerken, Einschwingvorgängen und eine kommen- 
tierte Übersicht der Literatur vervollständigen in wertvoller Weise den Inhalt. 
Das Buch füllt eine Lücke im französischen Sprachgebiet und kann dem theore- 
tisch interessierten Fachmann sehr nützlich sein. H. Weber 
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Theory of Oscillation Type Viscometers : 
The Oscillating Cup’) 


PARTEI 


By JosEpH KESTIN and GORDON FRANK NEWELL, Providence, R. I.?) 


Abstract 


This is the first of a series of papers dealing with the theory of oscillation 
type viscometers with particular emphasis on those in which a finite right 
circular cylinder (cup or disk) oscillates in contact with a fluid. The purpose is 
to.obtain formulae which relate the density and viscosity of the fluid to the 
frequency and logarithmic decrement of the oscillation and the various physical 
properties of the suspension system. The study is to include an accurate analy- 
sis of the fluid motion in the vicinity of the edges since this is the main 
source of error in most existing theories. The first paper gives a general formu- 
lation of the problem and an exact solution (including transients) for the 
oscillating cup viscometer with the fluid inside the cup. 


List of Symbols 


The following is a partial list of symbols including only those that are used 
repeatedly: 
A surface of contact between fluid and cylinder; 
D(s) defined in equation (16); 
f(z) transient, equation (42); 
h half height of cylinder or height of liquid in an open cup; 
I moment of inertia of suspension system; 
7 moment of inertia of fluid inside cup; 
I, modified Bessel function of order =; 
J; Bessel function of order h; 
M(t) frictional moment exerted by the fluid; 
n normal to A outward from the fluid; 
v radial coordinate in the fluid; 


1) This work was supported by the United States Air Force through the Air Force Office of 
Scientific Research and Development Command under contract No. AF 18(600)1548. Part of the 
work was done while one of the authors (G. F. N.) was being supported by a grant from the Alfred 


P. Sloan Foundation. 
2) Brown University. 
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R radius of cylinder; 

see equation (34); 

s see equation (25); 

see equation (38); 

S, roots of equation (39); 

t time; 

T, natural period of oscillation ; 

w dimensionless form of 2, see equation (12); 
B vertical coordinate in fluid; 

a(t) angular displacement of body; 

a initial angular displacement of body; 
Ô boundary layer thickness (v/o,)"?; 


A logarithmic decrement ; 
A, logarithmic decrement in vacuum ; 
N] dimensionless vertical coordinate 2/0; 


NM dimensionless height 4/0; 

mz zeros of fy, (us) = 0; 

Y kinematic viscosity of fluid; 

E dimensionless radial coordinate 7/0; 
&, dimensionless radius of cylinder R/d; 
& density of fluid; 

a dimensionless time &,T; 

7) circular frequency of oscillation ; 

©, circular frequency in vacuum; 

Q angular velocity of the fluid; 

# complex conjugate; 


bar over symbol denotes the Laplace transform of the function. 


1. Introduction 


The use of oscillating systems for the measurement of the viscosity of fluids 
leads to great simplicity of design and a high accuracy of measurement. The 
only measurements required are those of length, mass, and time all of which 
can be made very accurately, the errors being reducible to 1 part per 1000. 

The types of systems in most common use consist of the following arrange- 
ment: À cylindrically symmetric body is suspended by a torsion wire along 
its axis so as to have a certain observable natural period and logarithmic decre- 
ment in a vacuum. If the body is then placed in contact with a fluid, the 
oscillation of the body will also impart motion to the fluid with two principal 
consequences. (1) The fluid is viscous and some of the energy is dissipated in 
heat. This gives rise to an increased value of the logarithmic decrement of 
oscillation for the combined system. (2) The fluid has mass and an effective 
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moment of inertia which causes the system as a whole to have a longer period 
of oscillation. 

The changes in frequency and decrement caused by the fluid depend only 
upon the density and viscosity of the fluid and measurable properties of the 
suspension system and, therefore, in principle, one could infer the viscosity and 
density of the fluid from measurements of the frequency and decrement. In 
most cases the density can be measured directly with greater accuracy so that 
only the viscosity is of interest. 

The main difficulty that has prevented the use of this type of system for 
precision viscosity measurements is the absence of sufficiently accurate theore- 
tical relations between the observed frequency and/or decrement of oscillation 
and the unknown viscosity. Typical applications using existing approximate 
formulae have resulted in errors ranging from a few percent to as much as 
100% in the calculated viscosity. 

The following is the first in a series of papers in which the theory of some 
of the more common types of oscillating systems will be extended so as to give, 
wherever possible, formulae that are as accurate as is necessary in order to 
make full use of the accuracy of existing data. 

The specific types of oscillating systems that have been proposed or are in 
use are classified as follows: 

(1) The solid body is a disk or circular cylinder of finite height suspended in 
a virtually infinite fluid [1-3]?). 

(2) An arrangement as in (1), except that the solid body is a sphere [1, 4,5]. 

(3) The solid is a disk again but the disk oscillates in a plane parallel with 
two fixed plates placed above and below the disk so as to retard the motion of 
the fluid situated in the region between the plates [3]. 

(4) The body is a hollow cylinder or sphere and the fluid is contained inside 
the body. The region outside the body may be a vacuum or it may be a fluid. 
In the latter case the fluid motion outside can be treated separately and is 
equivalent to one of the above cases [5-7]. 

The literature dealing with either experimental or theoretical aspects of 
these problems is quite lengthy. The references noted above are some of the 
more recent publications most of which contain more extensive bibliographies 
of earlier work. | 

Of the cases listed above, only the spherical bodies lead to relatively 
simple exact formulae. These have already been treated elsewhere [5] and will 
not be considered here. Unfortunately there are some experimental difficulties 
involved in the design and manufacture of this type of viscometer and it has 
not been used as much as the others. 

The remaining cases all have one principal difficulty in common. None of 
the existing theories except [6] accurately account for the peculiar behavior 


3) Numbers in brackets refer to References, page 465. 


436 Josern Kestın and GORDON FRANK NEWELL ZAMP 


of the fluid in the vicinity of the edges where the vertical and horizontal sur- 
faces of the cylinder meet. Most of the following work will be directed toward 
the analysis of these edge effects which are the principal source of error in 
present theories. 

The first case to be treated in this and in the second paper is the hollow 
cylinder with the fluid inside and a vacuum outside: the oscillating cup visco- 
meter: This will be studied in considerable detail mainly because this is the 
only one of the cylindrical shaped bodies that has been treated exactly. The 
analysis of this serves a dual purpose of being an end in itself and also as a 
testing ground for various approximation methods. An exact solution for the 
cup has actually been obtained and used by SHVIDKOVSKII ef al. [6] but they 
give only one form of the solution which in some situations is very difficult to use. 

The following sections also give a general formulation of the mathematical 
problems common to all the other viscometers to be studied later. 


2. Formulation of the Problem 


The formulation and notation used in this section follows closely that 
described in more detail in [8, 1, 3, 4]. 

The motion of the body is described by the equation 
| 2 [ d? a(t) d | 2 
Lo [ET 4 2A, EN + (1+ Aa] = MQ), (1) 


Ge T 


in which a(t) is the angular displacement of the body from equilibrium, 
© = 27/1, is the natural angular frequency of oscillation in a vacuum, Ty, is 
the corresponding period of oscillation, tT = w,t is a dimensionless unit of time f, 
I is the moment of inertia of the solid body, J w is therefore the spring 
constant, M(t) is the frictional moment exerted by the fluid, and A, denotes 
the logarithmic decrement in a vacuum [for M(t) = 0]. 

The analysis of equation (1) is facilitated by the use of the Laplace trans- 
form. We assume that initially the system is displaced from its equilibrium and 
then released so that 


a(t) =e, “and fe) = (0) fort 0% (2) 


If we denote the Laplace transform of any function f(t) by 


co 


fis) = fe 10) ae, © 


0 


then «(s) satisfies the equation 


las) — =(s+24)%- (4) 
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In order to determine M(t), or its transform M(s), we must investigate the 
motion of the fluid, and for this we make the usual assumption that no secon- 
dary motion is developed, i. e., we omit the non-linear terms in the Navier- 
Stokes equations. The present analysis is, strictly speaking, applicable to zero 
amplitude oscillations or to data extrapolated to zero amplitude. In practice, 
however, the amplitude is usually small enough so that no extrapolation is 
necessary. 


Figure 1 


System of coordinates. 


The fluid motion can be described in terms of its angular velocity 2 which 
in a polar-cylindrical system of coordinates 7, g, z (Figure 1), satisfies the dif- 
ferential equation [5], 

02 (022 3 02 020] 

dt | Oo”? y OY 02? J’ >) 
where » is the kinematic viscosity of the fluid. The boundary conditions to be 
satisfied by (2 are 


da | 
Q(r, z,t) == atthe boundary, r= R, z=0andz=2h, 

a PER 
ar EN | 


The first condition implies that there is no slip at the boundary between the 
fluid and the oscillating body. The second condition implies that the fluid is 


initially at rest. | 
The torque M(r) is related to the fluid motion through the equation 


M) =e» fr do, (7 
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in which o is the density of the fluid, A denotes the surface of contact between 
the fluid and the body, n is the normal to A from the fluid into the body and 


do is an element of surface area. 
It is convenient to introduce dimensionless space coordinates defined by 


Y R Zz h ie 
ere Sy > or (s-\/2), (8) 


along with the dimensionless time t = ot. The length 6 is, in some sense, an 
average boundary layer thickness. 
Equation (5) now becomes 


00 En 


0 
Oc 062 © & OF on (9) 


If there is no fluid motion initially, the Laplace transform of equation (9) gives 


OR ee a (10) 


and equation (6) gives the boundary condition 


D = Ça =a) on A. (11} 


We can also make Q non-dimensional by choosing 


2 
EC = 
The fluid motion is then described by the completely dimensionless equation 


d2w 3 Ow 02w 
emer ta avt ie eds a 


with the boundary condition 
DE 1, Sel OLA (14) 


M(s) can be expressed in terms of w and the result substituted in equation 
(4) to give 


a(s) 1 _ 1 + 4 
X9 Ss s[(s + Ay)? +1 + D(s)] ’ (15) 
with 
05 
Dis) = +27 s ff eS do, (16) 
A 


in which n and do are also measured in units of 6. 
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By inversion of the Laplace transform, «(t) can be written as the integral 


Seen (ve ae Ps 
a(t) un... = 


along any vertical contour C in the right-hand half of the complex plane. 

The mathematical problem is to solve equations (13) and (14) for w, or, 
strictly speaking, for just dw/dn at the surface only, to determine D(s) from 
equation (16) and then to substitute in equation (17) to find a(r). 

The goal is primarily that of finding accurate formulae for «(t) which are 
not so cumbersome as to be useless. It should be kept in mind that the ulti- 
mate purpose is to infer the value of viscosity from the observed behavior of 
a(t). Unless «(t) is relatively simple or at least approximately so, the problem 
of finding the viscosity by fitting theoretical curves for various values of » 
with experimentally observed curves is impractical. 

Present experimental techniques for using such an instrument are based 
upon the assumption that «(r) will be very nearly a damped oscillation of the 
type 

a(t) ~e 4°" cos(wt + y) (18) 


and the values of viscosity are to be inferred from measurements of w or A 
or both. 


3. Exact Solution for the Cup 


In treating the oscillating cup, there are two slightly different physical 
situations to be considered. In the first scheme the cup is closed at the top 
with the aid of a lid which remains in contact with the fluid (e. g., a gas). In 
the second, the fluid (e. g., a liquid) possesses a free surface. In the first case 
the boundary conditions are as given in equation (14), whereas in the second 
case we have 

5 ) at ne; (19) 


where n, denotes the dimensionless height of the column of liquid, on condition 
that surface tension is neglected. 

These two cases are mathematically identical, because in the first case (cup 
of height 2 n,), the plane at 7 = 7% 1s a plane of symmetry along which condi- 
tion (19) is satisfied. It is, therefore, sufficient to solve the problem for the 
lower half of the cup only; the drag on the total surface will be just double that 
on the bottom half. 

The simplest procedure for solving equations like equation (13) are to use 
separation of variables or to expand in some suitable complete set of orthogonal 
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functions. Actually these two basic procedures are quite similar because the 
most suitable set of functions in which to make expansions are those which 
naturally arise from the separation of variables. There are, however, several 
modifications of these basic schemes which lead to several different forms of 
the solution. Since the methods in question are fairly well known, we will 
simply outline the principal steps. Five different forms of the solution each of 
which will later be particularly useful in some special situations were obtained 
by the five methods described below. 
(i) We notice that the function 


w(En,)=wl(&n,s) — 1 
satisfies the inhomogeneous differential equation 


Ow’ 07m’ 


2 eg a 2? 
bE as On? sw'=s (20) 


with homogeneous boundary conditions 
w =0 on A. (21) 


The set of functions é-1 J,(u; &/&,), with J, denoting the Bessel function of 
first order, satisfy the differential equation 


TO Com 
ae tg ae 


(22) 
which arises from equation (20) with s = 0 by separation of variables. If we 
define the parameters u, so that these functions will vanish at € = &,, then 


Ju) = 9, 


1.e., the u;s are the zeros of /,. These functions form a complete orthogonal 
set and any function which is continuous in the interval 0 S € £ & and van- 
ishes at £ = € can be expanded in a convergent series of such functions. In 
particular we can write 

w'(é,n, s) = D bn, s) EHE). a is eee 
— 2 


] 


If we substitute this into equation (20) and make a similar expansion of the | 
right-hand side of equation (20), we obtain an equation which can be satisfied © 
only if the 0; are solutions of the ordinary differential equations 


Re air 
ar se) dE Ms Ji(4;) 2 
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with 3 
eg, (85) 
Since w’ vanishes on the boundary we must require that 

(0,9) = b;(2 ñw s) = 0. (26) 
The solution of equations (24) and (26) is 


, = 20 : coshs, (no — 1) * 
| | 


an Su No 
and so from equation (23) we obtain 


cosh sy, (779 — 7) Eg Si (ms €/&o) 
mr : 2 
Br = = | _coshs, 10 | = Jo mn 2 


w(E, n, y=1+2% 


If this is substituted into equations (16) and integrated term by term, one 
obtains the final result, 


D(s) = 7 DA = N un [1 ae =}. (28) 


Su No 
I’ represents the moment of inertia of the fluid inside the cup; 
TE 20g & 8 == moh Rs (29a) 
for a fluid with a free surface at 7 = 7) and 
TER ONE ON OW KA (29b) 


for a full cup with a lid at 7 = 2 7%. 
It is also possible to obtain an alternative form of equation (29) by using 


the identity 8 Zu; * = 1. This gives 


ies 14 D tanhs 
DG sacl Dore [1 mig "| (28a) 
A 


(ii) If we had a very long cylinder, we know that, for most values of n, 
w(£, n, s) is nearly independent of 7. We would then have 


0?w 3 Ow 


du Oo — m 1 t = 1, 
je BE ade: sw—0 with w(é,n,s) 


The solution of this equation is 
SR (Vs 6) 
Bil, (Vs Eu) 


wm 
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in which J, is the modified Bessel function of order 1. This is, of course, the 
exact solution for a cylinder of infinite height. | 
These facts suggest that we try to find the difference function 


of, (VS §) 
EI, (Vs 5) 


which satisfies the same differential equation as w but the boundary conditions 


w = w 


3 7 
w" (Ey, 4,8) =0, w'(E,0,s) = w"(E, 2%, s) = 1 3, ae (30) 
As in (i), we again seek to find an expansion of w” of the type 


p"(E, n, S) Ton nee ae (31) 
i= 
Substitution of this into the differential equation gives a set of homogeneous 
equations for the b”, namely 
(ce 


aot — 53} 8, 5) = 0. 


«| 


We require that 5/(0, s) = b/(2 m9, s) so that 5/(n, s) must be of the form 


n og cosh sy (7 — mo) 
b (n, s) = b; (0, s) coshs, 79 : (34) 
The values of the coefficients b/(0, s) are finally determined by substituting 
equation (32) into equation (31) and forcing w” to satisfy the conditions given 
in equation (30). Integration of the solution gives the result 


= 4 I, (Vs &,) 8s tanh (s, 70) | 
D(s) = : eet 33 
(s) = s? Ve at. WEED sé Py sk | (33) 


This expression is exactly equivalent to equation (28) and could have been 
derived from equation (28) if one knew the appropriate expansion identities 
to transform from one to the other. The method and the result given by 
equation (33) are essentially the same as given in [6]. 

(iii) We can apply a procedure which differs from that given in (i) only in 
that the role of the £ and n coordinates are interchanged. The set of functions | 
sin[(2 m+ 1) 27/2) bear the same relation to equation (20) as did the 
functions &-1 (u, &/&). They are solutions of the equation 


| ae FT 


N = 
dn? 0; 
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which arises from equation (20) by separation of variables in the same way as 
did equation (22). 

These functions vanish for 7 = 0 and have a vanishing derivative at 7 = 75, 
provided m is an integer. They form a complete set and any continuous function 
satisfying the same boundary conditions can be expanded in a convergent 
series (Fourier series) of these functions. 

Corresponding to equation (23) we seek a solution in the form 


| a? | 3° ü _d ER) | ! = 4s 
bgen oe ae A) = rm 1) 
with 
ae : (2m +1)a \2 
ME E | ae ) (34) 


and the a/, must satisfy the boundary conditions 
G, (Eq 5) = 0, 4,0, 5) ünite, 


The solutions of these equations finally lead to the result analogous to equation 
(28), 


nt? 


. Eee fy S  Jlsm &o) | 
DH ar 2 Oma te lism Gol” = 
and a summation of the leading terms gives the alternative form 


Dose N an Be 


I TT 2 m +1)? s2, Lis» 0) 


(iv) The following method bears the same relation to (ii) as (iii) did to (i). 
If we have a very squat cylinder, the & dependence of w is only slight for most 
values of &. We expect that 
ar —sww~0 with w(é,0)=w(é,2y)=1, 
y hs Uno — 1) 
coshys 9 


the solution for two infinite plates. 
This suggests that we try to evaluate 
m y coshys (no — 1) , 
coshys 1 


w 
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We expand this in a Fourier series and determine the coefficients in a manner !} 
analogous to that of (ii). The only difference is that the 7 and & coordinates; 
exchange roles in the same manner as in (i) and (in). The procedure is straight- - 
forward and gives the result, 
I | tanh (Vs no) 32 ee 1 IE) | | 

Dis) == 5" “+ — = =o SS: 36) } 

2 ; I | Vs 10 u? Eo > (2 MT 2 Sin (Sym So) | 


(v) The final method is, in essence, a combination of (i) and (iii). The set! 
of product functions &-1 (u; £/£,) sinf(2 m + 1) 7/2) form a complete: 
orthogonal set for expansions of any function of the two variables & and 7 that: 
vanishes on the boundary of the cup. The product functions are, of course, the: 
‘elementary’ solutions of the differential equation obtained by separation of 
variables. 

If we make a double series expansion of w’ 


by Ë (2m+1)a7 
wba = I tim ET RUE) sim 


substitute this into equation (20) and make a similar expansion of the right-- 
hand side of equation (20), we obtain immediately the coefficients a;,, which ı 
define the solution. Actually one can proceed in a number of other ways to the 
same result, namely 


an I’ 64 53 1 
PÈRE ia Tat 2 re ui? (2m + 1)2(s — Sty) (37) | 
with 
Lofam Hl) ur 
Beer & | 


We now have at our disposal a sizeable collection of exact forms for D(s)_, 
namely equations (28), (28a), (33), (35), (35a), (36), and (37), however, any! 
comparison of usefulness of the various forms for D(s) or any approximations; 
must be considered in conjunction with the evaluation of the integral in equa-: 
tion (17) for the actual motion of the cup, «(r). 

Formally, at least, «(t) can be evaluated by residue theory since the only! 
singularities of the integrand are poles. This gives 


ed (1 + 43) mek T) 
%0 À Si E S;+ 2 Ao+ DAS) ’ 64 
in which S, are the roots of the equation 
(Sy + Ay)? + 1e D(S;)=07 (40) 


i. e., the poles of the integrand. D’(S,) denotes the derivative of D(s) at s = S,. 
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and the k-th term of the series represents the residue of the integrand at the 
point s= S,. 

If J’/I = 0, then D(s) = 0 and equation (40) reduces to a simple quadratic 
with only two solutions; 


(Sz; + 40)? +1=0, Sr = 45; (41a) 
and 


m 


ar) = 6e x (cost A,sinz). (41b) 
This, of course, represents the motion of the cup in the absence of any fluid. 

If we now consider what happens for 0 < I’/J <1, we see that regardless 
of how small J’/I may be, D(s) cannot be small for all values of s because it 
has infinitely many poles at the points s,, [equations (37), (38)]. Near each 
of these poles which lie on the negative real axis there is one point where D(s) 
will assume any given value of order 1 or larger and in particular there is one 
point S, near each s;,, where D(S,) has a value that satisfies equation (40). 
Since all quantities in equation (40) are real for real values of S;, it is easy to 
prove that each of the new roots S, is also a negative real number. 

Besides the infinitely many negative roots which lie near the s,„, we still 
have two roots which for J’/I <1 lie near the points + i— Ap. Since the 
complex conjugate (denoted by *) of equation (40) gives 


(S* + A,)? + 1+ D(S#) =0, 


it follows that if S;, is a root of equation (40), so also is S#. Any root of equation 
(40) must, therefore, either be real or one of a complex conjugate pair and the 
two roots near + 7— A, must still form a complex conjugate pair even for 
1'}I + 0. 

Despite the fact that 7’ 0 causes a singular behavior in the roots of 
equation (40), «(t) approaches equation (41b) continuously as 1’ > 0. It is 
easy to see that the terms of equation (39) associated with the two complex 
roots vary continuously into those for 1’ = 0 and give equation (41b), so it is 
only necessary to see that as I’ > 0, the contribution from the infinitely many 
negative roots contribute nothing to «(r). This is true because at each negative 
root S,;, D(S;) is at least of order 1 and since S;, is very near a pole of D(s), 
D’(S,) is very large, of order //I’>1 to be exact. D’(S,) dominates the denomi- 
nator of equation (39) and causes each of the new terms to be of order 7 Zn 
For !’/T <1, «(t), therefore, is of the form 


a(T) en e 4er ho (A COS © T + B sin w a) = f(t) (42) 


with f(z) of order J’/I and the various other parameters differing from those of 
equation (41b) by quantities of order I’/T. 
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The A and o in equation (42) are obtained from the two complex roots S, 
and S# by writing them as 

S,= o0(—-A +1). (43) 

Since equation (40) is complex, one may choose to consider the two real 


equations obtained by taking the real and imaginary parts of equation (40), 
namely 


Re D[w (-A + i}] = —1 + w? — (Aw — A,)? (44 a) 
Im D[o (-A + i)] = +2 w (dw — A)) . (44 b) 


Many of the results obtained above for J’/I <1 are modified only slightly 
for larger values of /’/I. The transcendental equation for the S; is analytic 
in I’/I and the values of S, will therefore also be analytic functions of J’/I. 
The roots must still be either real or form complex conjugate pairs and those 
which were real for I'/J <1 will be real for all values of I’/J. 

To investigate the real roots further, we consider the behavior of the func- 
tion D(s)/s? along the real axis. We observe from equations (37) and (38) that: 
(a) D(s)/s? has poles at s;,, and the s;,, are independent of J’/J, (b) the residues ; 
at these poles are all positive, (c) the derivative of D(s)/s? is everywhere nega- - 
tive, and (d) D(s)/s? +0 for s>-+ oo. Condition (b) implies that D(s)/s? 
becomes positively infinite as one approaches any pole from the right and! 
negatively infinite from the left. This along with (c) implies that between every! 
two consecutive poles on the real line, D(s)/s? is monotone decreasing from ı 
+ oo to — oo and (d) guarantees that D(s)/s? > 0 to the right of the largest s; 

The S, are solutions of the equation 


D(S%) 1 | 


jm" 


Al NE 
= [RE =) 
SP = 5 


k 


both sides of which are sketched in Figure 2 for real S,. Figure 2 is not drawn) 
to scale but serves only to illustrate the shape of the curves as described above. . 
The desired values of S, are at the intersections of the two curves. 

It is apparent from the graph or the above description of its properties, that 
there is a value of S, between every pair of consecutive poles of D(s). As I’/I] 
increases, the values of S, move continuously to the left but always remain! 
trapped between the values of s,,, 

The two roots which were at a i — A, for I’/I = 0 also move continuously; 
as I’/I increases and it is clear that «(r) can always be formally separated intot 
two parts as in equation (42). The part f(t) which we call the transient part 
consists of an infinite series of terms each of which has a time dependence 
given by the factor exp(S,r) with S, < 0. The magnitude of the largest S,l 
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Figure 2 


Graphical scheme for locating the roots Sy. 


(smallest | S,|), S,, is a measure of the rate at which the slowest transient term 
decays. Figure 2 shows that S, is less than the largest s;,,, Sg,, but larger than 
the second largest s,,,, which may be either So or s,,, thus, 


mn ]? né _ 
A late: wench ee 
< Sy< sa = = [+ | nest (45) 
EI ie Zu) & 
2% & ” 


4. Survey of Practical Applications 


The motion of the cup is described by equation (42) and to guarantee the 
possibility of accurate experimental measurements of w and A and accurate 
calculation of » and o from them, we must insist that the following conditions 
be satisfied. (a) The transient f(t) in equation (42) is either uniformly small 
compared with «,, decays rapidly as compared with the decay of the main 
oscillation or varies so slowly compared with the main oscillation that it is 
essentially a constant. In other words, we want f(t) to be such that its presence 
does not obstruct the observation of the main oscillation. (b) À must be small 
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enough so that one can observe at least a few oscillations before the amplitude 
becomes too small to measure. As a practical matter this means A < 1/10 
approximately. (c) We must have usable formulae from which » and o can be 
calculated from A and @ to an accuracy consistent with the accuracy of the 
experimental data. (d) A and w must be sufficiently sensitive to the values of 
v and so that small errors in the observation will not translate into large 
errors in the calculated values of ». In addition to these, there are other 
practical limitations imposed by the availability of proper materials, instruments 
etc., but these problems will not be considered here. 

All the above conditions relate in one way or another to the properties of 
the function D(s) which is also a function of the parameters I’/I, 7) and &. I’/J, 
equation (29), depends upon the density of the gas and on the suspension 
system but not on v; 7, and &,, equation (8), depend upon v and the geometry 
but not on 9; whereas 7,/£, = h/R is independent of the fluid. A determination 
of I’/I and n, or &, from observed values of A and « using equation (44) is thus 
equivalent to a determination of o and v, respectively. To test whether or not 
in any particular situation the above conditions are satisfied, one must have 
at least some preliminary estimate of o and v and thus also I’/I, &, and 7p. 

D(s) s-2 I/I’ is a function only of s & and s 7% so that in essence J’/I scales 
the magnitude of D(s), & or 75 scale its argument whereas 7/&) = h/R deter- 
mine the functional form. All properties of the cup are therefore naturally 
classified according to the magnitude of J’/J, &, or 7) and h/R, thus according 
to the inertia of the fluid, the size of the cup and its shape. Actually a more 
suitable measure of ‘size’ is the quantity | so,| = [r/2 ol? + [url]? and we: 
shall designate a cup as ‘large’ or ‘small’ as this quantity is small or large: 
compared with 1. A small cup is one for which the boundary layer thickness | 
is large compared with either R or h and it gives rise to the physical situation 
in which the fluid moves with the cup almost as a rigid body. A large cup is: 
one for which the boundary layer thickness is small compared with both R and 
h and gives rise to a situation in which only a small layer of fluid with a distance : 
of order 6 from the walls of the cup is set in motion. 

The various consequences of having large, small or intermediate values of! 
FIT, h|R and ‘size’ will be considered individually in Part II where suitable: 
approximate forms for D(s) will be obtained for each case along with precise » 
conditions under which the conditions above listed are satisfied, particularly ° 
(c) and (d). We can, however, make certain preliminary estimates here based | 
upon the qualitative properties of D(s). 

If I’/I <1, as would probably be true if the fluid were a gas, we see from 
the discussion of equation (42) that we have the generally favorable conditions: 
that f(t) = O(aI'/I) <a, A — Ay = O(I'/I) , and w = 1 + O(I'/I). This, fort 
sufficiently small 7’//, automatically guarantees that conditions (a) and (b) are 
satisfied regardless of the shape or size of the cup. 
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We see from equation (45) that the slowest transient is proportional to 
exp(S;, 7) < exp(su t) and decreases by a factor of order exp(—2z|sq,|) in 
a time corresponding to one natural period of oscillation. Since we describe 
a cup as small if |so,| >1, it follows that for the small cup the transient 
decays very rapidly, in a time much less than one natural period and this will 
guarantee that condition (a) is satisfied regardless of the size of I’/I or of 
h|R. Actually the condition |s,,| >1 is much stronger than necessary because 
if condition (b) is satisfied, it would follow that the decay time of the main 
oscillation is longer than the actual period of oscillation which in turn is 
always larger than the natural period. For the transient to decay rapidly 
compared with the main oscillation, it would, as a practical matter, suffice if 
the transient decayed to 1/e of the value in one natural period or less. Thus we 
would consider condition (a) to be satisfied if |syı| > 1/22. 

By arguments similar to the above, we would conclude that for a large cup, 
the slowest transient decays very slowly, but this, in itself, is of little importance. 
One must consider all the transient terms together particularly those with a 
shorter decay time. The analysis of the large cup requires special treatment in 
almost all aspects and will be discussed in Part II. We will find, however, that 
condition (a) usually is satisfied for the large cup by virtue of having both a 
slowly decaying and small amplitude transient. The one situation in which 
condition (a) may give trouble is that in which 7’// is of order one or larger 
and the dimensions of the cup are such that the decay time of the transient is 
comparable with the natural period (|s,,| equal to about 1/10). Actually in 
this situation where condition (a) is likely to be violated, we will find that 
most of the other conditions give trouble also. 


Zusammenfassung 


Diese Abhandlung ist der erste Bericht aus einer Veröffentlichungsreihe, die 
sich mit der Theorie schwingender Viskosimeter befasst. Dabei sind besonders 
die behandelt, bei denen ein endlicher Kreiszylinder (Becher oder Scheibe) von 
einem fliissigen Medium gefiillt oder umgeben schwingt. Die Aufgabe der Unter- 
suchung ist es, die Abhängigkeit der Frequenz und des logarithmischen Dekre- 
mentes der Schwingung von der Dichte und der Viskosität der Flüssigkeit und 
von den verschiedenen physikalischen Grössen des Aufhängungssystems zu 
finden. Weiterhin ist eine genaue Analyse der Flüssigkeitsbewegung in den Rand- 
zonen eingeschlossen, da diese die Hauptursache der Fehler in den meisten der vor- 
handenen Theorien war. Die erste Abhandlung gibt die grundlegende Formulie- 
rung des Problemes und eine exakte Lösung (einschliesslich der Einschwingzeit) 
für das Viskosimeter, bei dem ein mit der zu messenden Flüssigkeit gefüllter 


schwingender Becher verwendet wird. 


(Received: June 17, 1957.) 
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Theory of Oscillation Type Viscometers : 
The Oscillating Cup 


PART I] 


By Davip ALAN BECKWITH!) and GORDON FRANK NEWELL?), Providence, R. I. 


Abstract 


The following is a continuation of Part I. The emphasis in this part is on 
inquiring how the frequency and decrement of the oscillation are related to the 
viscosity and density of the fluid for cups of various shapes and sizes. In par- 
ticular, estimates are made of the errors that would result from calculations 
of the viscosity and density from observed values of the frequency and decre- 
ment and known experimental uncertainties of the latter. Methods are also 
described which enable one to perform these calculations explicitly. 


1. Introduction 


In Part I?) an exact solution of the oscillating cup was obtained and some 
of the qualitative features of this solution, particularly the transient part, 
were discussed. The main objective now is to analyze in more detail the proper- 
ties of the main oscillation and to determine, among other things, if conditions 
(b), (c) and (d) of section I,4. can be satisfied. Although exact solutions are 
available, they are difficult to use because » and o are related to À and w 
through a pair of simultaneous transcendental equations, equation (1,44), 
involving D[o(— À + i)] which has been found only in the form of infinite 
series. The solution of these equations, therefore, requires special consideration. 

The properties of the oscillating cup depend upon its size, shape, and the 
moment of inertia of the fluid. Because various limiting cases show quite 
different properties and require different mathematical treatments, it is most 
convenient to consider these limiting cases separately. We consider first 
various shapes of small cups for which |s,,| > 1, equation (1,45) ; then the large 


1) Brown University, now at Bell Telephone Laboratories, Murray Hill, N. J. 
2) Brown University. 


3) This is a continuation of Part I, preceding paper, and will employ the same notation. . 
Equation numbers, figures, etc. referring to Part I will be designated by a prefix I. 
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cups, |S | <1; then the class of systems with J’/I <1; and finally any 
remaining cases. 

Much of the following analysis will center around the problem of finding 
accurate but manageable approximations for D(s) when s=w(+i-— A). In 
the absence of any fluid motion, © = 1 and A = Aj, we anticipate that under 
most conditions in which we will be interested, we can assume at least that 
A, <1, A <1, o is of order 1 and |s| = w |+ i — A| is therefore also of 
order 1. D(s) s~? 1/1" is a function only of s & and s 2 and it will usually be 
implied without further comment that |s &| and |s #| are of the same order 
of magnitude as & and m respectively for s = w (+ à — A). 


2. The Small Cup 


By ‘small’ cup, we mean 


l= or + &] >: (1) 


which implies that either 7, or &, or both are small compared with 1. We have 
already seen in section I,4. that this gives a rapidly decaying transient (even 
for |s9,|21/22) so that the transient needs no further comment and we 
turn our attention to finding convenient expressions for D(s) for |s| = O(1). 

We note that equation (1) implies also that |s,„| = |so,|5> |s| for all 
j's and m’s with |s| of order 1. An expansion of equation (1,37) in powers of s 
would actually be a series in s/s;,, for various values of 7 and m and should 
therefore converge rapidly. It is also a power series in vy~! because 


Sen, = | (2 < ie: [=] TRE je Bi r 5 


is proportional to » for all values of j and m. This expansion of equation 
(1,37) gives 


Dis) = 7 1 + 3 of") | (3) 
with 
a= À D Se emt ye IE] +. © 


Regardless of the values of R and h, the first term (7 = 1, m — 0) of equation 
(4) gives at least the correct order of magnitude of a, and therefore successive 
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terms in equation (3) differ approximately by a factor s/s, = O(1/s9:). The 
fractional error in |D(s)| resulting from terminating the series, equation (3), 
after 1 terms is roughly |1/s,, |!*!. If we want this fractional error to be of 
order 10-3 or less, for example, and are willing to compute no more than five 
terms in equation (3), then we must require that 


| Sox| By 3 (5) 


which we accept as the practical limitation of usefulness of the small cup 
approximation replacing equation (1). 

We have obtained a rapidly convergent series in equation (3) at the expense 
of creating a doubly infinite series representation of the coefficients a, in 
equation (4). One should notice, however, that the a, depend only upon / and 
R, in fact a, can be written as k! or R! times a function of only h/R. This is of 
considerable practical importance because one would use the same cup to 
measure the viscosity of many fluids under various conditions of pressure, 
temperature, etc. The a, do not depend upon the fluid and need be evaluated 
only once for any given cup. 

If the given values of R and h are of comparable size, the series in equation 
(4) converges rapidly enough so that a numerical term by term evaluation 
presents no practical difficulty. Furthermore the rate of convergence increases 
rapidly with increasing 2. If R/h is very large or very small, a term by term 
evaluation of equation (4) is rather tedious, however, and we shall seek better 
ways of evaluating the a,. One could obtain suitable approximations directly 
from equation (4) but only by using considerable caution because one sees very 
soon that a convergent power series expansion of a, in powers of R/h or 
h/R does not exist. A much better scheme of finding the a, for R/h <1 or 
R/h> Lis to use one of the other forms of D(s) derived in section I,3. 

We. consider first the case R/h <1. One would expect that equation (1,28) 
or, preferably, equation (1,33) would be a good starting point as suggested 
partly by the manner in which these equations were derived. The expansion 
difficulties mentioned above can be attributed to the function tanhs, 7 of 
equations (1,28) or (1,33). From the definition of s,, equation (1,25), we see 
that 


209 € o h \2 : 

SR = (sO Pur (7) >1 forallj, (6) 
and therefore 

tanhs, 7 = 1—2exp(= 25, Mo) + +. (7) 


The term 2exp(—2s,n,) has approximately the order of magnitude | 
exp(—yu; h]R) <exp(— uw; h/R) and clearly does not have a power series | 


Vol. VIII, 1957 Theory of Oscillation Type Viscometers II 453 


expansion in R/h but it is asymptotically smaller than any finite power of 
Rh. By treating separately these exponentially small terms, one can expand 
the remaining part of D(s), equation (1,33) is powers of s and R/h thereby 
obtaining for a, the expressions 
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The quantities of the type 3’ u; ” can be evaluated from tables of the w;. One 
finds that 


8" w°=1030x10, 123’ w” =1.01x10°®, | 


35 : (8a) 
Dee ge Cee 0e en 0 0 | 


The expressions for the a, in equation (8) are not exact but the exponentially 
small term in a, is an approximation that gives at least the order of magnitude 
of the most important error term. The fractional error in evaluating » will be 
essentially equal to the fractional error in a,. If we neglect this exponential 
term, the relative error in a, will be approximately (R/h) (0-3) exp (—3:8 h/R). 
This serves mainly to define the range of applicability of equation (8). Although 
we have assumed R/h <1, we see that even for R/h < 1/2, the relative error 
in a, is less than 10-4 and for R/h = 2/3, the relative error is less than 10? 
which is about as accurate as presently needed for most measurements. 

The other a,, / > 1 in equation (8) also contain exponentially small errors 
of similar type but, except for these, the expected series expansions of the a, 
in powers of R/h conveniently degenerate into just two terms. 

To evaluate the a, when h/R = 1, we use a scheme analogous to that describ- 
ed above for R/h <1. This time we start with equation (I, 35) or (1,36) and 
note that | s, &, | > 1 for all m, equation (1,34). We must, therefore, use an 
asymptotic expansion of the modified Bessel functions as the analogue of 
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equation (7). This leads to an asymptotic expansion of the a,, namely 
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The accuracy of equation (9) is inherently limited by the asymptotic nature 
of the expansions of the a, but as a practical matter, it is more seriously limited 
by the use of only a few terms. If we want to compute a, to a relative accuracy 
of 10-3, then we must require h/R 1/5, a rather strong restriction on geometry. 

Figure 3 shows the approximate regions of the &,, 7) plane in which the 
various formulae apply. The small cup region is where equation (3) applies and 
cases (a), (b) and (c) denote respectively the regions in which the a, are most 
easily evaluated using equation (8), (9) and (4), respectively. 

The physical significance of the first few terms of equation (3) is quite clear. 
For a small cup, the fluid moves with the cylinder almost as a rigid body and 
consequently the main effect of the fluid is to change the moment of inertia. 
of the system from J to J + I’. If, indeed, we substitute only the first term 
of equation (3) into (1,40) or (1,44) and for simplicity neglect A2 terms, we 
find, as expected, that 


if 1/2 
wm Fe = (A A, @) (10a) | 


and so 


ae Vise (10b) | 
The viscosity does not enter the picture unless we take at least two terms of 
equation (3). To the next approximation we find 


Oy | 2 (I + I’) (A — A, ©) 


v Ja ® 


(11a)! 
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Figure 3 
Separation of the 7,&, plane into regions in which various formulae of the text apply. Broken 
line, M,,q7, is the approximate location of the maximum of À with respect to y. 
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The second term of equation (3) has relatively little effect on the value of w; 
the main effect of the viscosity is to produce an increase in the decrement due 
to the fact that the nearly periodic motion of the fluid is slightly out of phase 
with that of the cup. 

Additional terms in equation (3) can be attributed to the fact that the 
effective moment of inertia of the fluid is slightly less than J’ if there is a 
finite boundary layer thickness. 

Equations (10) and (11) permit us to test whether or not the small cup 
satisfies conditions (b), (c) and (d) listed at the beginning of section I,4. 
Condition (b), that AS 1/10, is easily satisfied because in equation (11b), 
a,(@,/v) is of order 1/| so, | which we already have assumed to be less than 
about 1/3, equation (5). The product 7’ I*?/(I + I’)? has an absolute maximum 
value of 2/3 V3 and ?/(I + I’)? <1, therefore A <A, + 1/15 for all values 
of I’ and I. To guarantee that A S 1/10, it is only necessary that A, be suffi- 


-ciently small. 
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Whether or not conditions (c) and (d) can be satisfied depends to some 
extent on how we choose to calculate » and @ from A and w. We anticipate 
the possibility that o, and therefore also J’, can be measured by other means 
and that » is actually the only unknown. Potentially a measurement of either ® 
or A would suffice to determine » if o is already known. A calculation of v from 
« and I’ would, however, necessitate measuring the small viscosity dependent 
corrections to equation (10) and consequently the inferred value of » would be 
very sensitive to the slightest errors in m and J’. If, on the other hand, we 
should calculate » from measured values.of À and I’, we see from equations 
(10a) and (11a) that »-1 is nearly proportional to A — Ay w and, if 4, © € À, 
the fractional error in the computed value of » would be about equal to the 
fractional error in A (assuming that A is the least accurate measurement). If 
we should choose to determine both A and w from measurements of both A 
and w then we expect the errors in » and 9 to be comparable with the errors in 
À — A4 œ and w?—1 respectively. Since both decrements and changes in 
frequency can be measured quite accurately, the small cup is potentially a 
suitable instrument for determining both » and o. 

The final problem now is to devise ways of actually calculating » (and @) 
from A (and w) using equations (I, 44a), (1,44b) and (3). We will not give any 
more explicit formulas than these because such would only make the problem 
appear more difficult than it really is. One can, however, solve these equations 
explicitely for v and J’ in terms of A and w. J’ is eliminated by taking the ratio 
of equations (I,44a) and (1,44b). The resulting transcendental equation for » 
can then be solved in series. The fact that y-1is nearly proportional to (A — Ay) 
means that the series expansion for D(s) in powers of »-1 can be inverted to 
give vl as a power series in (4 — w A,). Having determined »-1, one then 
substitutes this into equation (I,44a) and evaluates I’ as a similar series. 

In view of the fact that such formulae will be rather awkward, it may be 
simpler to solve the original equations numerically by a method of successive 
approximations starting with a trial solution determined by equations (10b) 
and (11a). 

If the value of J’ is known from other sources more accurately than it can 
be computed from ® and A, one should either eliminate w from equations 
(I,44a) and (1,44b) or solve them simultaneously for w and » instead of I’ 
and y. In any case the amount of work required depends strongly on the rate 
of convergence of equation (3), the accu1acy desired, etc. Space does not permit 
a detailed discussion of the numerical solution for all possible situations. 


3. The Large Cup 


The large cup is defined by |sg,|<1 which obtains only if both No > L 
and &, > 1. This suggests that one should try to obtain a power series expansion 
of D(s) in powers of yy * and & !. Since D(s) depends upon no and &, only in the | 
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combinations s 95 = s h? w,[v and s & = s R? w/v, such a power series would in 
effect be a power series in » or s-1. Unfortunately any attempt to make a 
Taylor series expansion of D(s) in integer powers of s-1 fails almost immediately. 

We will sketch two different ways of finding an asymptotic form for D(s). 
The first method is based upon using the exact expression for D(s) given by 
equation (1,36); the second method is based upon an asymptotic solution of 
the original differential equation for w, equation (1,13). In both cases we will 
compute only enough terms to indicate the procedure and simply quote the result 
obtained by extension of the same methods. For a more detailed account see [9]. 

Starting from equation (1,36), we make a large argument expansion of 


tanh (Vs Mo) and I; (sm &>). The lowest approximation gives 
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From equation (1,34), we see that 5%, — s at least for m<| Vs no |. By substi- 
tuting, 55° = s—*? + (s,% — s—*/*) and noting that 3 (2m +1)-? = 77/8, we 
obtain the equivalent expression 


(12a) 


The infinite series represents a small contribution as compared with the first 
two terms but the evaluation of it and similar types of terms in higher order 


approximations require special care. For m < IVs 70| , the numerators in the 
series are small but also nearly proportional to (2m + 1)?/7§. The (2m + 1)? 
cancels the one in denominator giving terms that are nearly independent of m. 
For all m, the terms of the series are slowly varying functions of m and to sum 
the series we must use the Euler-MacLaurin summation formula which yields 
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This is correct to any finite power of 79 * but there is an error proportional to a 
negative exponential in 7%p. 

Substitution of equation (13) into (12a) gives three terms of the asymptotic 
expansion. À similar treatment of the higher order terms gives the result 
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The first line is a series in powers of (s!/? &,)-! whereas the second line is 
(s!/? no)! times a similar series. There are no terms containing 7’, 7 2 2 but 
there are exponentially small terms the most important of which is contained 
in the third line. The ‘large cup’ region of Figure 3 shows the range of & and 
n, Where equation (14) gives D(s) to within about 0-1% for |s| of order 1. 

The second method of deriving equation (14) shows the physical significance 
of the various terms. It is clear from the physical meaning of a ‘boundary layer 
thickness’ that for &, >1 and 7 >1, only a relatively small layer of fluid 
(thickness of order 1 <&,, n, in units of ö) near the surfaces of the cup take 
part in the motion. Except within a distance of order 1 from the edge where 
the surfaces meet at right angles, the motion of the fluid near the verticle 
walls of the cup is only slightly influenced by the motion of the fluid near the 
bottom (or top) surfaces of the cup and vice versa. It is convenient, therefore, 
to consider the fluid motion as a linear superposition of three flows (a) the 
flow that would exist near the walls of a cylinder of infinite height (with no 
bottom), (b) the flow that would exist near a plane of infinite radius (with no 
cylinder walls), and (c) a flow localized near the intersection of the cylinder 
and the plane. Since D(s) is a linear function of w, D(s) is the sum of the 
contributions from each of these flows. 

The solutions for (a) and (b) are contained in section I,3. and these contri- 
bute to D(s) the two terms 


Diane | tus) | tanh(/sm) | (15) 

s €) Vs No | 
An asymptotic expansion of the first term yields all the terms in the first line 
of equation (14) which we can, therefore, interpret as due to the drag of the 
fluid on the vertical wall. The first of these terms differs from the leading term 
of the small cup expansion, equation (3), by a factor of order 4 >! which one 
can explain by the fact that a moving layer of fluid of unit thickness near the 
wall has a moment of inertia equal to about 4 &>1J’ as compared with the 
moment of inertia J’ of the entire fluid which is set in motion when we have 
a small cup. 

A large argument expansion of the second term of equation (15) gives the 
first term of the second line of equation (14) which we interpret as due to the 
drag of the fluid on the flat surfaces and it gives also the exponentially small 
term of the third line of equation (14) which one may think of as due to an 
interference between the flows near the top and bottom surfaces. The factor 
no I’ that appears in these terms represents the moment of inertia of the 
fluid layer set in motion by the flat surfaces. 

The remaining terms in the second line of equation (14) must be due to the 
edge correction. The largest of these terms indeed contains a factor I’ &>2 75 | 
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which has the same order of magnitude as the moment of inertia of the fluid 
within unit distance from the edge. These terms can be obtained by considering 
the fluid flow in the immediate vicinity of the edge. If one denotes by w, the 
difference (c) between the total flow w and the two flows (a) and (b) described 
above, then w satisfies the same differential equation as w but different bounda- 
ry conditions. An asymptotic solution for w, can be derived directly from the 
differential equation by making use of the fact that w, is small except near the 
intersection of a plane and a cyliader of relatively small curvature. This proce- 
dure is straight-forward but too long to describe in detail here [9]. 

We now consider the various requirements listed in section I,4. for the 
cup to be suitable as a viscometer. We shall find it necessary, among other 
things, to postulate nee j 
= ve ie = =, (16) 
The analysis is greatly simplified by anticipating this result and making use of it. 

The arguments presented in section I,4. regarding the suitability of a visco- 
meter when 7’/I <1 apply also here if only equation (16) is true. This arises 
because D(s) is actually of order (I’/I) (4 £ + nn ') for a large cup instead of 
order J’/I as assumed in section I,4. or in other terms because I’ (4 & +75) 
is the ‘effective’ moment of inertia of the fluid rather than J’. 

From this we conclude that the transient f(t), equation (1,42), is of order 
(I'/T) (4 &>1+ 54). It is also possible to find simple approximations for f(t) 
using equation (16). One can do this by substituting the asymptotic form for 
D(s) directly into equation (I, 17), and deforming the contour of integration 
to the left of the two complex roots that give the main oscillation so as to lie 
along both sides of the negative real axis. This can be done provided t < & 
and 72 despite the fact that the asymptotic approximation for D(s) is incorrect 
on the negative real axis. A second method is to use equation (38) but to 
integrate over the densely distributed roots S, on the negative real axis. The 
result of this procedure is [9] 
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provided equation (16) is valid. | 

This shows that the transient f{r) is always negative (relative to «,) and has 
a monotone decreasing amplitude. For later times, t of order & or ng, tis of 
the same order of magnitude as the decay time of the slowest transient. The 
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transient is then dominated by the exponential decay of the slowest transient 
just as was the case with the small cup on a much shorter time scale. 

If equation (16) is not valid the transient will have a relatively large 
amplitude and such a complicated time dependence that it would be very 
difficult to observe the main oscillation. Equation (16) is therefore a necessary 
and sufficient condition for condition (a) of section 1,4. to be satisfied. 

If we use equation (16) again and the consequence of it that s ~7 for the 
main oscillation, we find by substituting equation (14) into equation (I,44a 
and b) that to a lowest approximation 


onde ne (Et a) a aye er” an 


From this we see that equation (16) is also necessary and sufficient for 
condition (b) of section I,4. (namely A <1) to be satisfied provided that A, 
is also small. Equation (18) also indicates the accuracy with which various 
quantities can be calculated and the most important aspect to observe is that 
1 — wand A — À, are nearly equal. 

Unless one can measure both 1 — w and A — A, so accurately that their 
difference can be inferred with significant accuracy (an unlikely possibility), 
an observation of both 1 — «© and A — A, is redundant. An observation of 
either would to a first approximation be a measure only of the product 7’ »/?, 
If, however, o and thus J’ can be measured by other means with sufficient 
accuracy, then the fractional error in the computed value of » would be twice 
that of A — A, or of 1 — w, whichever quantity is used by itself as a basis 
for computing ». Potentially, both 1 — w and A — A, can be measured accu- 
rately, but in any particular situation one should use only that measurement 
which is the more accurate. 

Again we shall not try to give explicit formulas for » in terms of J’ and 1 — w 
or v in terms of I’ and A — À, to an accuracy consistent with the accuracy of 
equation (14). The procedure for doing this and the results are awkward but 
elementary. The series expansion for D(s), effectively in powers of v!/?, can be 
inverted to give v'/* as a power series either in A — 4, or in 1 — a. If one is to 
measure A and J’, one should eliminate « from equations (44a, b) whereas if 
one measures A and I’, one should eliminate A from equations (44a and b). 
Even though one may be able conveniently to measure both © — land A — Ay, 
if 1 — w can be measured more accurately than A — Ao, the theory implies 
that A — A, can be computed from 1 — « and J’ more accurately than it can 
be measured and conversely, if A — A, can be measured more accurately than 
1—o. 

4. Intermediate Size Cup 


In the previous two sections, we have considered all cases except those for 
which the smaller of € and , is of order 1, the unshaded area of Figure 3. 
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The analysis of the remaining cases is complicated by the fact that there is 
no suitable power series expansion of D(s) in powers of »-1 or v!/2, We shall find, 
however, that the behavior of the ‘intermediate size’ cup is very complicated 
unless 


<1 (19) 


and the analysis of this section will be based upon the consequences of this 
assumption. Some of the methods to be used here can also be used further to 
simplify the analysis of the small and large cups as well when equation (19) holds. 

We have already seen in section 1,4. that if equation (19) is valid then ia), 
1 — © and A — À, are all of order I’/I. The transient should give no serious 
trouble as a consequence of the fact that it has a small amplitude and will 
decay at a moderately fast rate for |s,| > 1/2x. We will be more concerned 
with how 1 — w and A — A, depend upon the properties of the fluid. Because 
of the greater complexity of the present problem, we shall not try to describe 
it in quite as much detail as the previous cases but will simply describe the 
qualitative properties and indicate how one would proceed to an accurate 
analysis. 

The starting point of this discussion is the pair of equations (I,44a, b). For 
small J’/I, À and w can be expanded in a Taylor series in powers of I’/I. The 
leading term of this expansion gives 


o—1= 4 Red (41) +0[(7)], (20a) 
A — Ay= ++ ImD (41) + ol(7)] | (20b) 


The complete series is easily obtained and will involve various powers of 
D(+ 1), which is of order /’/I, and various derivatives of D(s) at s = + 2. The 
simplifying feature of equation (20) is that it involves D(s) onlyats= + 2. 
D(+ à) is, however, still a function of &, and 7) and thus of the unknown » and 
the known values of h and À. 

We obtain directly from equation (I,37), the expressions 
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in which s;,, is proportional to v, equation (2). 
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Each of the individual terms of equation (21b) is a monotone decreasing 
function of » and so, therefore, is the sum. Thus to order (/’/I)? at least, 
1 — w is a monotone decreasing function of » with 1 — w > 0 for y > 0 (limit 
of large cup) and 1 — w + (I’/I)/2 for y +e (limit of small cup). For any given 
values of A and R, 1 — w is simply J'/J times a function of vonly. There is nothing 
very unusual about this function and if the given values of R and A are of 
comparable size, it could be tabulated as a function of y quite easily from a 
term by term evaluation of the series. 

Each of the terms of equation (21c) vanishes for » > 0 (s;„ > 0) and for 
y > oo (s,,, > co). The (j, m) term has a single maximum with respect to v at 
= —1 thus at the point 


P= Wy | Cr En = IE ae . (22) 
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The larger 7 and m, the smaller the value of » at which the 7, m term has its 
maximum. Thus to order (1’/1)?, at least, A — A, vanishes for » + 0 and for 
y > oo as we already observed in the previous sections. It is also clear, however, 
that A — A, has a single maximum with respect to » and it occurs at a slightly 
lower value of » than that of equation (22) with 7 = 1, m = 0. If we denote by 
Vmax the value of y where A — A, is a maximum with respect to » for fixed R, 
hand I’, then 


(2 ANT 
Vmax < Wo (8 dy eat (23) 


This is not only an upper bound on the value of v „ar; it is also a fairly close 
estimate. For R/h > 0, equation (23) implies that R(@9/?maz)' > u ~ 3-8 as 
compared with a correct value of 4-3 computed by Priss [6]. The broken line 
of Figure 3 shows, approximately, the curve in the £9, 7) plane where A has a 
maximum with respect to » for fixed R, h and I’. 

We can also obtain from equation (21c) simple upper and lower bounds on 
the maximum value of A, Aux Amaz is larger than the maximum value of 
the first term alone but smaller than the sum of the terms evaluated at their 
respective maximum values. This gives 


If 16 JF 4 
> An = 49 2 5:7” + (24) 
An exact calculation of A4 for h/R +0 gives Ana, — 4g ~ I'/5-81 [6], , 
which is about midway between the limits of equation (24). Equation (24) holds ; 
for arbitrary values of 4 and R, however. 
This is all the information we need to test the suitability of a cup for’ 
measurements of viscosity. Equation (24) shows that we can guarantee! 
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AS, 1/10 [condition (b) of section I,4.] for arbitrary geometry if only 


Te 
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(25) 


and À, is sufficiently small. This defines more precisely the range implied by 
equation (19). 

In regard to sensitivity of I’ and » to measurements of w and À, the existence 
of a maximum of À as a function of » poses new problems. If we should try to 
calculate y from measured values of J’ and A (but not ©), we would find that » 
was not only a double valued function of A but also rather insensitive to the 
value of A if y should lie near y,,,,. One must, therefore, be careful to avoid 
trying to compute » from J’ and A if vis near v,4,. Except for this region of », the 
fractional errors in » will be at least comparable with (but probably somewhat 
larger than) the fractional errors in A — A, and I’. 

A calculation of » from measured values of J’ and 1 — w presents no special 
problems for the intermediate size cup, in fact, v has its greatest sensitivity to 
© in this range. One should note, however, that fractional errors in v are 
comparable with fractional errors in 1 — w, not « itself. 

A calculation of both » and J’ from A and w presents no problems, in prin- 
ciple. In effect, the value of I’ is inferred mainly from the value of A which is 
nearly proportional to /’// and v from the value of (1 — w)/(A — A,) which is 
nearly independent of 7’/1. In this scheme, the fractional error in J’ is compa- 
rable with that of À — A, whereas the fractional error in » is comparable with 
that of À — A, or 1 — w whichever is the larger. 

The final problem of actually calculating » explicitly from any two of the 
quantities J’, À and w is somewhat more difficult than in the cases of the small 
or large cup but it is still not beyond reasonable limits of complexity. 

If we were to use a method of successive approximations (equivalent to a 
series of corrections in successive powers of /’/1) the first approximation would 
be the actual solution of equations (20a, b). If we measure « and /’ (but not A), 
we eliminate A by considering only equation (20a) and solving it for v; if we 
measure A and /’ (but not w) we eliminate by using only equation (20b) ; and 
if we measure w and A (but not J’) we eliminate J’, to order (/’//)?, by dividing 
equations (20a, b). D(- 7) I/I’ depends only upon À, h and » and for any 
given cup (fixed À and A) it, therefore, depends only upon ». . 

From a graph or tables of Re D (+2) 1/1", Im D(+ à) 1/1’ and their ratio 
as a function of v, or better yet the inverse of these functions, the value of v can 
be found immediately to order I’/J. 

The tabulation of D( 1) can be done using equations (21a, b, c) if R and 
h are comparable size. These series will converge, in this case, fast enough to 
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be practical particularly in view of the fact that the various terms of each 
series al! have the same functional form and involve only very simple operations. 

If R/h> 1, it would be easier to compute the real and imaginary parts of 
D(+ i) from equation (1,33). The real and imaginary parts of the Bessel 
functions with arguments proportional to V+ ican be expressed in terms of 
the tabulated functions ber and bei whereas the function tanh(s, %) in 
equation (I,33) can be represented by its large argument expansion since 
Su No ~ Li AR > 1. If on the other hand 4/R <1, it would be easier to find 
the real and imaginary parts of D(+ 7) using equation (I, 36) and the asymptotic 
expansion of the Bessel functions for s,, By ~ (2m +1) a R/2h>1. 

Successive corrections of » to higher orders in I’/I can be obtained from a 
series expansion in powers of l’/1, 1 — w or 1 — A depending upon which of 
these are ‘knowns’ and which are eliminated from the equations. Additional 
tables for derivatives of D(s) at s = +7 might be helpful but not necessary 
for these corrections. 

A detailed treatment of the various mathematical steps particularly for 
R/h <1 is described by Priss [6] although it is possible to organize the calcu- 
lations somewhat more efficiently than described there. 


5. Conclusions 


We have described here all the possible situations in which a cup filled with | 
a fluid might be used successfully as a viscometer. Based upon the criteria: 
listed in section I,4., we have found virtually no restrictions on the use of a. 
‘small cup’, equation (1). For the large cup we found that equation (16) was; 
a necessary condition for usefulness but that one could not easily determine : 
both v and o from A and w. For the intermediate size cup we found equation: 
(25) was sufficient to satisfy most requirements although one cannot always: 
compute » accurately from observations of only A and J’. Equation (25) is: 
also a necessary condition for the intermediate size cup to be useful because if 
this condition is violated the transient will be of relatively large amplitude, | 
the decrement will be too large and the theoretical calculations exceptionally) 
tedious, thus it violates virtually all of the conditions for suitability. 

Because of the many ways in which one might actually perform the final. 
calculations of » (and perhaps o) from observations of A and/or w, we have: 
avoided giving details of this. We have, however, in each case indicated some: 
methods which would not involve an unreasonable amount of work. | 

In view of the great flexibility of design and the potentially high accuracy} | 
that can be achieved, it appears that an oscillating cup should compete favorably; 
with other types of viscometers particularly for measurements of the viscosity 
of liquids. Although some use has already been made of such an instrument, 
its potentialities far exceed its present applications. 1 
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Zusammenfassung 


Diese Notiz ist eine Fortsetzung des ersten Teiles. Hierin wird insbesondere 
die Frage behandelt, wie die Frequenz und das Dekrement der Schwingung von 
der Viskositat und Dichte der Fliissigkeit, bei Verwendung von Bechern ver- 
schiedener Gestalt und Grösse, abhängt. Vor allem wurden die Fehler abge- 
schatzt, die bei der Berechnung der Viskositat und der Dichte aus den beobach- 
teten Frequenz- und Dampfungswerten auftreten können und wenn letztere mit 
bekannter experimenteller Ungenauigkeit bestimmt wurde. Weiterhin sind 
Methoden angegeben, wie diese Berechnung leicht erfüllt werden kann. 
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Stresses in a Plate Under Tension and Containing an Infinite 
Row of Semi-Circular Notches 


By AKIRA ATSUMI, Sendai, Japan!) 


Introduction 


The purpose of this paper is to determine the stresses in a semi-infinite 
plate with a row of an infinite number of semi-circular notches when it receives 
a uniform tension T. The problem of determining the stresses in the neigh- 
bourhood of a single semi-circular notch in a plate was solved experimentally 
by Coker and FILon [1]?), and M. M. Frocut [2]; theoretically by F. G. Maun- 
SELL [3], T. IsHıBası [4], E. WEINEL [5], C. B. Linc [6], and H. Upocucni [7], 
using polar or bipolar co-ordinates, while the problem regarding the stresses 
when an infinite number of semi-circular notches are placed so closely as to 
exercise an influence on one another was theoretically solved by C. WEBER [8], 
and M. HETEnvI and T. D. Liu [9] by methods enabling approximately correct 
solutions to be obtained. 

Applying the method MAUNSELL adopted, this paper gives a theoretical 
solution which strictly satisfies the various boundary conditions of semi- 


circular notches, and the numerically determined stresses in the neighbourhood 
of the notches. 


Method of Analysis 


Consider a semi-infinite plate containing an infinite number of semi-circular 
notches and receiving a uniform tension T. The radii of the notches and the 
distances between them are designated as a and b. Denoting the centre of an 
arbitrary notch of notches O and the centre at an arbitrary distance of 
kb(k=+1, + 2,...) from O, O,, we take the rectangular co-ordinates (x, y) 
and (%;, y.) designated as origins O, O,. Polar co-ordinates (7, 0) and (r,, 03) 
are also used. They are assumed as shown in Figure 1. The following equations 
are obtained: 

Fr n0 Ter COUR (La) 
and 


%=atkb, y=y, n=flatkbe ty tang,— tr ap 
k ; (1b) 


1) Department of Mechanical Engineering, Töhoku University. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 477. 
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When the plate is in a condition of generalized plane stress, the average 
stress across its thickness can be derived from a stress function x which satisfies 


Vixy=0. (2) 


v 


If no notches are present, the uniform tension in the x-direction is given by 


= 1 7 (le cos2 6) . (3) 


MY 


Bent 


Figure 1 


Notched plate under tension. 


To complete the solution when the notches are present, we first construct a 
series of functions which satisfies equation (2) and gives no stresses on the 
straight boundary and the same traction on each notch. With these functions 
added to y and all the boundary conditions at the rims of the notches satisfied, 
all requirements of the solution are fulfilled. This series of functions is derived 
by differentiating two fundamental functions which have singularities at the 
centre of each notch. 
As the first fundamental function, we take 


% = —r 0 sind — Nr, 0, sin O;, (Bras ab dele one) (4) 
k 


which gives a normal force acting at the centre of each notch. 
To express this function in terms of the polar co-ordinates (7, 0), we intro- 


duce a complex co-ordinate o referred to the origin O as pole 


Dextiy=ire. (5) 


From equations (1) and (5), we get 


log (0 + # 6) = logr, +1 (5 — 9) (6a) 
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and 
ie) __\n—1 n 
log (9 + #8) =logh b+ D EN (8). (6b) 
n=) 


From (6a) and (6b) the expansion of 6, is obtained as follows 


CO (—)r +1 


dr. cor © n +1) (k b)2n+1 


co _\n+1 
2% +1 cos (2 n +1) 6+ an DE r"sin2 n 0. 
n=1 (7) 


In the above expansion, some of the constant terms are omitted as they do 
not contribute to the stresses. 

By substituting equations (1) and (7) for equation (4), it is easy to deter- 
mine Yo: 


Lo = —7 0 sind + oe pens (cos (2% —1) 0+ ne TT 608 (2” +1) ol, 
(8) 
where the trivial terms are omitted and o, is defined as follows 
El Pl Dem a he zu (9) 
1 
Then x, gives stresses 
4 0°% 1007 cr (—)” 2n—1 
Ce 7? 002 nn SD Sie ae Zu cos 2 ben On? | 
{(2 n — 3) cos(2n —1) 6+ (2"—1) cos(2” +1) 0} 
dy Ss es 2n—1 
Danes oe n Ian? 
or — be (10) 
X {(2n +1) cos (2 n — 1) 0 + (2n —1) cos(2 +1) 0} ; 
0 e Ox (=) 2n— 
T,9 = or Es pen Ian? an) 


x {sin(2n —1) 0 + sin(2 x +1)0}. | 


Therefore it indicates no tractions on the straight edge but is analytic in the 
plane except at the centre of the notch. 

Differentiation of x, with respect to x also gives functions with the tn: 
properties, but the odd derivatives must be excluded, since they are not even 
in x and cannot be used in the symmetrical system required. x, itself must also 
be excluded because it represents an unbalanced force which will have to be | 
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balanced at infinity. The following series of functions is easily found. 
2: (—)m om a 1 


Kam (2 m — 2)! 022m  yam-ı 


x {(2 m +1) cos(2m — 1) 0 + (2m 1) cos (2 m +1) 6} 


es 2 (= (on 1)lo,,, 2n—2m +1 11 
PA (2m — 2)!(2n—- 2m+ 1)! den 7 | u 
x {(2 — 2m —1) cos(2n—2m+1) 04+ (2n—2m+1) 
x cos (2 # — 2 m —1) 6} (mu }). 


As the second fundamental function, we take 


xX = —7 8 cosû D. 6,, cos, , (12) 
7 


which gives a tangential force acting at the centre of each of the notches. It 
may be expanded in the same way as mentioned above, into the following form 


% = —7 0 cos 0 + DE ss " _ Pr#l{sin(2n+1)0+sin(2#—1)0) (13) 


Here only the odd derivatives are required and the results are as follows 


; 2 (— ee o2m+1 xo 
Kam (2 m)! Ox2m+1 - 


{cos2 m 6 + cos (2m + 2) 6} 
3 2(—)"t* (2m —1)! oo, 
+ > (2m)!(2n— 2m- 1)! bp?" 


n=m+1l 


x {cos (2m — 2m) 0 + cos(2n — 2m — 2) 6} (m >.0). 


y2n—2m (14) 


Now the required function is constructed in the form 
il oo co , | 
%=T)\7 1 (1+ cos2 6) = bite +2 By Kom (15) 


and then the problem reduced to determining A, and B,, so that o, and 7,5 


may be zero when 7 is a. 
Since o, and 7,4 contain terms of cosines and sines of odd multiples of 0 


respectively, it is necessary to expand these terms into Fourier series between 


0 = —x/2 and 0 =2/2. The required expansions are 
4 — m —m+s 5 m +1) 
cos(2 m +1) 0 = — TE DE u SS: cos2 0}, 


16 
(mts 25 = 


40 
sin (2m + 1) 0 = AD in Pied 5112 5.04 
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Finally, we have the following expressions for the stresses o, and T, 9: 


oo oo 
A m 
— 1 = 2 = m 
= Yemen y (4 52 + 2m — 1) "a, cos2s 6 
m=1 s=0 


oo 00 Le] 2 ” 
(— 2 2 (2 n — 1)! an 2m — LG, an rae 
+2 2 a (2m —2)!(2n—2m+1i)!b™ 


m=1 n=m+1 s=0 


x (452+ 2m—2n—1)”%a,cos2s 6 


5 oN mar RE {m cos2 m 0 + (m + 2) cos(2 m + 2) 6} (17a) 


a?m+2 


© 00 
al EIN Can Bin 
ose 


ma (2 m)! (2 — 2m — 2)! 62” 
x {(2n — 2m) cos(2n — 2m) 0 + (2n — 2m — 4) 


x cos(2 n — 2m — 2) +> (1 — cos2 8) — 0, 


oo O0 oo 
(BRENNT ER 
5 Di na px (2 m — 2)! (2n—2m +1)! ber 


x 85 (mn) ""o,sin2 s 0 
- >; ee ™ {msin2 m 0 + (m + 1) sin (2m + 2) 6} oa 
m=0 


O0 oo 
AT. 2 (2 Up Ey ee Ors du Oon Dr 
LD 2; (2 m)!(2n — 2m — 2)! ben 


x sin(2n — 2m — 2) 0} + 5 sin2m6—0, 


where 
Mas — er | 
0° 2(2m-1)?(2m+1)2 
Ei ws (—)ymts 
FT (2m — 1)? — 4 s®} {(2m 41)? — 45% ° (18a) 


ie 16 (2m -1)2m(2m+1) Am 


IT » 
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and 


(—)n+m 
Lire — = >: 3 us A 
a 2(2m—2m—1)?(2n—2m+1)?’ 


n,m (Sears 

{(2%— 2m —1)?—4 Ss {(2n—2m+ 02 2232 

16 (2n— 2m-1)(2n-2m)(2n- 2m + N) 
TT 


(18b) 


[4 
A, SL 


The boundary conditions at the rims of the notches are thus satisfied if the 
coefficient of each term vanishes identically. After some reductions, we obtain: 


1+ > ng 2 cz 3) ta “a | 


m= 


ay SS er (2 RG ee Gon An m (4 m—4n — 6) OS 


(2n —2m +1)! (2m — 2)! der 


m=1 n=m+1 ok (19a) 
yr (—)™ 8 (2m +1) coms Bm 
= = Zu pDam+2 re 
= (— PrZiZzm+3a)1 a Com+a Bin — 
2 (2 m)! bem+4 2 J 
1 m m 2B 
2 Dr (2m —1) er 
m=1 
22 (—)” Zea aa qe 1 Con A m ea 
D De En meme ion man 
m=1 n=m+1 (19b) 
= —)" 4 (2m +1) Com 2 Bm 
+31 pe 
m =0 
ee PET m + 3)! a? Oom+a Bm _ 
- 2 = 3 (2 m)! b2m+4 0 x | 
co PB 
Daumen 25 2m al m — Fa 
m=1 
oo co 2n—2Mm—1 
(—}# {2 n —1)la Can A me 2 
+ > D ran en I tite tae C2 
m=1n=m+1 (19c) 


SMS S (25 + 2m — 1)! a28— 2 Oosnam Om 


Spas ) (2 m)! Cee ys 


Sy) (—)stmtt 4 (25 4+2m+1)! a8 On542m42 Bm _ 
gpa _ mi | (2 s) 1 ba tzm+2 L 0 eur 
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oo 
A, 2B; 
D m (25 2m 1) "ae a2 $42 
m=1 


O9 O9 ye Be an is 
= 4An+4s—4m—2)"" x, 
DD ner ur a ae ) 
. (= js ADS mel) late  Oos+2m Din 
(2m)!(2s—: 2)! D2s+2m 


m=0 


oo 


& > (=: EOE ile 35 (2 s+2m+ Dom! a? een BS 


m=0 (2 


B, can now be eliminated, and the following equations are obtained: 


1 PAE 
pi 5 PR an (2 dl = 1) du: 


= (— 22m Lait 2m— Londres 


3 (—)™ 4 (2 an Oym+2 Bm a 


a 


ne {(1 — 2 m) ma, JL (5 9 m) Mas} 


LE 5 Se ELITE as On te 


m=1 n=m+1l (2n—2m+ 1)! (27m = 2) 62% 
x 14a 4m 2) Pa + (4 n — 4m + 10) “ire 


er Dy (yt 412 on ANE) men 


N D; (SO (Ae AES) aoa sae an 
(2 m)! b2m+4 


[ee] 
(—)™+1 (2m +5)lato B 
+2 a1 (2 mr 


m)! se 1)! b2m+2s+2 =O (Se 


(2n—2m+ 1)! (2m —% 2 oa (2m—2n—1)""% 


ZAMP 


(19c 
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oo 


An 
2 Sen {(2s— 2m — 1) "a, + (25 — 2m +3) en, | 


+ D ay aS Me OR eae ln 
(2n —2m + 1)! (2 m — 2)! ben 


x {(4s nm US dan Lima oma.) 


= + > 2s— 2 
u > oe Be (2 Mm 2S UM ars . O2 m+2s En De 
an (Amy (2 5 2) bas 2s 
ES (—)m+s+18 (2m+2s+1)!a:s B 
oh Ars F 2m + ze )la Oam+25+2 Zi 
À (22) AEs DE 


co À 
—)M#S 4 (2m +2s SNC ce nb, 
15 sis ¢ | (2 7 mes Sy en Odm+r2sra Pme 0 (s> 1) | 
m=0 


(2m)! (2s + 2)!b2mt2sta 


A formal solution of the set in equations (19) and (20) can be found in LING’s 
paper [10]: By assuming the terms including 6,/b" as zero, the first approxi- 
mation is obtained. This is thus equivalent to MAUNSELL’s solution [3]; except 
that, in one pair of the corresponding parametric coefficients, the signs differ 
from each other. Then, with the coefficients determined in the first approxi- 
mation, the values of the terms including o,,/b" are calculated. As the constants 
of (19) and (20) this values being taken, the second approximation is deter- 
mined. Such approximations are repeated until the values given are convergent. 
Thus the values of A,, and B,, are obtained. Therefore, the approximations 
carried on subsequent to the first one are indeed corrections of the effects of 
the neighbouring notches. 

For brevity, no proof of convergence is pursued here, but it will be illustrated 
by the numerical examples which follow. 


Numerical Examples 


The foregoing solution was worked out for the cases b/a = 4, 6, and 10, with 
a as unity. The values of A,, and B,, determined are shown in Table 1. On 
working out the values of o, and 7,4 at the rim of the notch, by using the 
values shown in Table 1, the greatest values found were 0-003 T, 0-013 T, and 
0-018 T for b/a = 4,6, and 10 respectively. These are the values of o, for 
0 =2/2. Therefore the values shown in Table 1 are thought to be sufficient to 
get the stresses with a high degree of approximation. 

The values of 
co, on the edge of the semi-circular notch (Table 2), 
o, on the straight edge (Table 3), 
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9— OT X ol 
c= 07237 9- OT X 9-7 c—OTX T6T 
SOILS SG) HOI es Fa | TS ICE = 
e—OTX 70-8 9— OT X 0-7 <-01X 629 
OLS al HE BAUS er EAS SOP = 
r-0TX S02-2 9—OT X Gi | DE ae! 
WIS SHOE — | ale 72 DIR Beet 
»-01X 888-9 oO 29:77 07070 
PORN TEEN AIRES GE g— OT X  O9T-T = 
g—0IX 020-€ e—OTX YLOT— | e-01X 606-2 
g—O0IX IS88 = | 2-07 X Tr09-7 ONL edd lok Ss 
1— OT X LLSG-T — | 1-07 X9800-€ 1-01 XSTO8-T — 
T— OT X Z88I-L — OI SIG NS) 
Ul 0% Mie, 
OT = ¥/9 9= 
2 De Ub 


9-OL%, “b= 0L are 
9-01X I s-01% Le ie eo 
s-01% 38-I- | OL RSI) Sn Erz 
01% 2:2 -01X 89-7 901%. A: 
9-01% FI | OLX Fr or eo 
gO Xe OT 5-0TX YST:T e-OTX SOT 
g201 Xe wl, »-01X SST-2= | OLX, S6I- 
s-01% THE] sO) HEZ-S 01% VEZ 
»-0OTX 087-1 e- OT YO IS | COL 
e-0OTX 9LT-T- | 8-01%X €86-€ »-01X SLL+- 
a- OT X 0094-2 a OT XEZH6G-T — | 2-OT X TELS-Z 
1— OT X TET9-Z 1-01 X8S69-T— | 1-01 XYLYT-Z 
1- OT X SOTO-S — 
or Ona ya 

»/q + = 0/9 

F Siu9191//209 

T oIqeL 


Sal INTO) tae) T- ECO) 
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Table 2 Table 3 
o,/T for r=a OL ior (i) = Ser 
0° | bla= 4 | bla=6 | dla = 10 rja bla = 4 | bia 61e Mo 
2:13 2-46 2-79 1-0 0 0 0 

15 1-91 2-25 2:56 ei! — 0-02 — 0-02 — 0:02 

30 1:34 1:67 1:94 1,25 — 0-04 — 0:03 — 0-03 

45 0-65 0-94 473 1-5 — 0:03 0-05 0-07 

60 0-12 0-30 0-39 1-75 — 0:00 0-15 0-21 

75 — 0-06 — 0:02 — 0-01 2-0 + 0-01 0-23 0:33 

90 0-00 0-00 0-00 

Table 4 Table 5 
o, for 0 = 0° o, for Ü = 0° 

| 

rja bla=4 bla=6 |bja= 10 rla bla = 4 ba — (6) da 10 
1-0 0 0 0 1-0 213, 2-46 2-79 
1-1 0-15 0-18 0-20 1-1 1-73 2-01 2:28 
1°25 0-23 0-29 0-33 1-25 1-40 lo 1-82 
1-5 0-24 0-31 0-37 => 1-14 1-28 1-43 
1:75 0-20 0-28 0-35 1-75 1-04 1.13 1:25 
2:0 0-16 0-24 0-30 2-0 1-00 1:05 1-14 


and 04 along the symmetrical line O y (Tables 4, 5), have been calculated, 
d are here given. 

The results of Tables 2-5 for b/a = 4 are shown in Figure 2, where the 
esponding stresses given by MAUNSELL are also plotted for comparison. 
The striking features of the results are that the maximum concentration 
stress becomes smaller, and the tension on the straight edge changes into 
pression, though small in amount, as the neighbouring notches are placed 
re closely together. The reduction of the stress concentration is shown in 
Ee I. 

It will be noted that the maximum concentration of stress for the case of 
= 4is 2-13 T, which is just coincident with the result given by C. WEBER([8], 
ile that given by M. HETÉNYI [9] is 2-175 T. 
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Figure 2 


Stresses in the neighbourhood of each of the notches. 


I stresses at the rim (Table 2); ZI radial stress on the straight edge (Table 3); III radial stress 
on the symmetrical line (Table 4); IV tension across the symmetrical line (Table 5). 


(0 a ee ee Tee Br ED 
: 0 01 0-2 0:3 0-4 05 
2a/b —— 


Figure 3 
Stress-concentration factor (Oel): 
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Zusammenfassung 


Es wird hier ein Lösungsverfahren für das Spannungsproblem der Halbebene 
mit periodischen Halbkreiskerben nach Figur 1 besprochen. Zur Erfüllung der 
Randbedingungen werden Spannungsfunktionen mit Singularitäten, die perio- 
disch zur x- und symmetrisch zur y-Achse sind, in den Mittelpunkten der Halb- 
kreiskerben angenommen. 

Die Spannungserhöhung im Kerbgrunde und auch der Spannungszustand in 
der Nähe des Randes werden zahlenmässig bestimmt. 
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On a Problem of Heat Conduction with Time-Dependent 
Boundary Conditions 
By Tse-Sun CHow, Warren, Michigan, USA) 


1. Introduction 


In a recent paper [1]?), VODICKA gives general results for heat waves in ay 
homogeneous, isotropic cylinder whose boundaries are subjected to periodic: 
temperature fluctuations. The purpose of this paper is to derive the results for: 
a more general and complete problem: the determination of the distribution of 
temperature in a homogeneous, isotropic cylinder when its initial temperature: 
distribution is known and its boundaries are subjected to temperature field 
which are arbitrary functions of time. The method we shall use consists of a 
substitution which reduces the non-homogeneous time-dependent boundary, 
conditions to homogeneous boundary conditions, and may be considered a 
an extension of the method used by MINDLIN and GOODMAN in solving vibra- 
tion problems with time-dependent boundary conditions [2]. The method is, 
however, quite general, and may be apphed to problems of similar types. 


2. Statement of the Problem and Removal of Non-Homogeneous 
Boundary Conditions 


Consider a homogeneous isotropic cylinder, 0 £ @ S17, |z| <s subjectec 
to time-dependent boundary conditions and an initial temperature distributio 
at ¢= 0. It is desired to find the temperature distribution in the cylinder at 
some 2 > 0. Expressed otherwise, we are required to find u(o, p, z; t) from the 
following equation: 


Le peed ogre sabe 
ot Og": g's 00 DUR Op "> Oz" | | (2.1 
(DSL AU TE TN ARS), | 


with the following boundary conditions 


tu flea al) (@=r,, of +hyu=fr (0,9) axl) =), | 
; (2! 
hu flo pal) (@=—8), 


2 Research Staff, General Motors Corporation. — The author wishes to thank the ch 
poration for permission to publish this paper. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 484. 
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where hy, hg, hs > 0 and the initial condition: 


(0, 9,251) = oo, p,2) (¢=0). (2.3) 
By putting 


and substituting this expression into (2.1), (2.2), (2.3) we find the equations 
for w(o, @,z;t) are 


I ee et dy, 1, "y 870") 
a ET le Og Ÿ à og? | ant | | 
on DL on, eS ox: un : 7 = 
SUN re do 02 Og? 022 | KT 
i=1 5 = S el 
lang RT ip cay) 
at 1Y=h(@, 2) (6) er Et Iso: 
3 
0 OX rn 
+ hey = fale, p) alt) 2 ir x) Te (2.6) 
3 
0 OX is 
= — hs p = f3(0, p) &5(t) = à hy Xi) IT, @=-3), 
3 
plo, p, 2; 0) = u — Ar X, T;(O) . (2.7) 
ET 
We now choose 7;(¢) as follows: 
T(t) = alt), (2.8) 
while X, are to be determined by 
DE at Ox: ACER Ola te BR 
do? 0 r do ur 0? Oy? 022 , ( ) 
with the boundary conditions: 
Si +h X= ou tile2) @=7, 
ae + hy Xi = Ore holo, ~) (=), (2.10) 
a — h3 X,= 013 fs(0, p) (2 = —S) ; 


where 0; = 1 for 1 = m and is otherwise zero. 
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With this choice of X, and T, we find the equations that determine y are 
given by: 


NE \00 " @ de 0% 0g? = | 
) Ô 
SY eh y= (eo =7) Ss they =0 2=s), | 
7 (2.12) 
53 
3 | 
w(o, D, 2, 0) Ye: a X, T,(0) . (2.133 ‘ 


Thus, when X, and T, are properly chosen, the problem of determining « is: 
reduced to one of determining X, satisfying (2.9) and (2.10) and y satisfying : 
(2.11) with the homogeneous boundary conditions (2.12) and the initial condition 
(2.13). We proceed first to find X. 


3. Determination of X,(0, p, Z) 


We notice that each X, satisfies the differential equation (2.9) and two) 
homogeneous boundary conditions and a non-homogeneous one (2.10). Follow- : 
ing the classical method of separation of variables we expand each X, into a: 
. doubly infinite sum of the form R(o) D(p) Z(z). We present the final results; 
here, omitting the necessary details. It is suggested that readers refer to [1}| 
for the proof of the orthogonality property of the characteristic functions and| 
the evaluation of the normalization integrals. 


1(0, D, 2 es Ay 1An; di iz o) e ing {cos - g + C; sin. zh (i as yat) i 
(3.1)) 


where 6,, €;, C; and ,4,; are given by 


(hy hs s* — 0?) sin2 6; + (hg + hg) s 0; cos2 6; =0, 
PIAL ES = 
ST ET = 6; COSO; + hy s sind; ? 


| 
6; sind; — hy s cos 6; | 


Eu 
14 j (+ + In) ne) nn IAE a N feos z+C; sin 2 dz 


a +7 


Hf 
= | {cost z+ C, sin 242 | ACTE NC "Pag. 


ce _n { 
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€ n 7) — = Enk ing À 5 ! 2 Or 
Kl 2) = 27 D Ann LE 0) er loos ME 2+ Cuisines), 3.3) 


’ 1 . 
where 07%; Ent Car and zA„, are given by 


(n =F hy r) I, (En x) Ar Enk Tarıle nr) = =a - 0, 


5A _ EnkS CE hs s COS ô,z — Onk SIN dx 
% ni cos DE Fi Ss sinds. : 
as. Onk & UE + A, »)LCOS2 Onk + (s? Ro hs ls — On x) § sin 2 Önk (3.4) 
5 (0,5 COS Oj, + fy ssindy,) | 
x le jr I: A Se Enk ) Fe en ine 

Jef e); 4 ee ; do | ro. ge"? dp . 

0 0 <x 
X;(0, 9,2 => si Ann In( “BE 0) er {cos AE z+ CI, sin“ zl, (3.5) 

=I:n= § J 


u 0 
where d,,p; Enz, Cuz and 34,4 are given by 


(n a hy r) IE x) ji Enr Ie hea) =0 , 


iA Ente S (lees dr Sin Onk — hy s cos S On te 
nk , abe 2 
y dx COS dax + hy s Sind), 
A Ong S (hg + hg) COS2 Onn + (5? he hs — Onyx) sin2 ny (3.6) 
Fu ae cos Of, + hs s sin Of x) 


is a r : +7 
x fe ae a de = += fe ALT) [ilo ge"? de. 
) — 12 


4. Determination of a and u 


The function y satisfies the differential equation (2.11), the homogeneous 
boundary conditions (2.12) and the initial condition (2.13). This suggests that 
y can be expanded into the triply infinite sum: 


or — >? ay Sta L,(=## 0) gi? (cos z+C, sin 2). (4.1) 


From the boundary conditions (2.12) we see that &,,, ö,, C; are determined 


as follows: 5 
(n ar hy r) Ti (Ext) ie Enk Le glenw = 0 n 


(hy hs s? — 62) sin 2 6; + (he + hs) s 6; cos2 0,0% | (4.2) 


6; sin 6; — hy s cos 0; 
6; cos 6; + h, s sind; 


C; 
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It remains only to determine the coefficients in (4.1), i.e., Frx,(t). To this 
end we substitute (4.1) into (2.11). This results 


os 5 en £ vi nk in 
2 2, > Fal ae ee rs = | Far) | L(+ R 0) ge | 
| | 3 | (4.3) 
‘ {cos © = 24 0, sim à 2) u Os X,(@, p, 2) a, (t) d | 
ù Er 


where use has been made of the fact that Z,(e,, o/r) satisfies the following 
equation: 


al) Le ee 


To solve for F,x;(f) in (4.3) we expand X,(e, 9, 2) into the following triply 
infinite sums: 


CO O9 


X,( (0, ®, 2 ION De ad ZA | mE 0) eine [cos = ee G sin 2 As (4.5) 


j=1k=1n=-0 J 


Using the orthogonality property of I,(e,,0/r) and { cos ( ö,/s) z+ C;sin(Ô;/s) lev 
we find the relations between ,B,,; and vies tobe, from (>.1), 13: 3) and (3.5): 


use| 0 Ir; (= = o)} do = are ae e) 1,( “2% o) do, | 
0 


+s 
Burs | {cos Le + C;sin oy 2) dz 
Ss 5 
iis +s : 
n Ont Ne + : 
— Ann {cos” hog ae bigs sin- © ee >: {cos % esi sin ° z| Go (4.6) 
Dax cos —- 240; sin z) dz 
à +s 


B Onn ; 
eave {cos E z+ C}, sin —& | [cos z+ Cyst z) dz. 


=S$ 


By substituting (4.5) into (4.3) we obtain by nen: coefficients: 


2 2 | 
Bi) 2e | FRE --3 B 
nkj 72 52 Fars(t On ki a; (t (4.71 
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and upon integration, we have immediately 


nes ok 
Far; = Fax ;(0) exp as (+? = +) 1 


3 le, 62 i me 52 
=> N exp! a? (Zr Ar . i a, (T) exp) —a® pe ae 4 2 at, 


i=1 


F; AU) = IS x 5(0) expla? ee = = ) 1 


En x ö7 
— a0) exp} a2 E ale 2) 


] 


DC 
= Dar (F: = “A ‚Bun; exp| a? (et = i) d 
t 2 
fe FO : 
/ o,(T) exp} ar" = a di, 
P 
by integration by parts. The coefficients F,,,(0) are determined by the initial 
condition (2.7). Let u,(o, py, z) be expanded into the triply infinite sum: 


Coo 00 CO 


NME 0; Mol 
U (0, P, 2) = en Bu L (EE o) e ? {cos © 24 C;sin is 2}, (4.9) 
el R=L n= > 
then from (2.7), (4.1), (4.5) and (4.9) we obtain 
3 
F3(0) = Dix; — > Bars; (0) - (4.10) 
i=0 


From (4.1), (4.8) and (4.10) we therefore obtain 


yo, p, 254) | 
OO © oo : 62 3 
= DIE 22, [a explat 2 = =) | a DE Bn if (2) 
1=1 k=1 n=—00 Ten 
+ [fin d [ CA ei | 
ve E>, Be Pe 4 Bars exp) 4° ( ee aE t (4.11) 
I ey 0? 
x | ea) exp| —4 : 7 a 2 dt 
0 
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3 
Remembering that u(o, p, 2; t) = y(o, 9, 2; 4) 22 X,(0, 9,2) alt) and using 


(4.5) we finally obtain from (4.11) the solution in the following form: 


u(0, 9, 2; 8) | 


la: vi cla? (= AP 
- a?) | FINE a Bas XP (a = st] | | (4.19) 


nk ing or : 5 
SC (= 0) Cae {cos z+C; sim + 2}, 
where ,B,x;, D, x: are given by (4.6), (4.9) respectively, and 8,3, 0;, Cj'are given 
Dye a): 
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Zusammenfassung 


Das folgende Wärmeleitungsproblem wird analytisch behandelt. Auf dem, 
Mantel und den Deckflächen eines Kreiszylinders sei eine zeitlich veränderliche ' 
Temperaturverteilung und ausserdem die Temperatur einer Kurve zur Zeit t = () 
gegeben. Gesucht ist die Innentemperatur für alle Zeiten. Die verwendete 
Separationsmethode kann auch auf andere Randwertprobleme angewendet: 
werden. 


(Received: April 30, 1957.) 


Vol. VIII, 1957 485 


Design of Circular Plates for Minimum Weight!) 


EMIN TURAN ONAT?), WALTER SCHUMANN®) and RICH. THORPE SHIELD?), 
Providence, R. I., USA 


1. Introduction 


The minimum weight design of circular plates has been investigated by 
HOPKINS and PRAGER [1]4) and FREIBERGER and TEKINALP [2] for the case of 
a uniformly loaded plate with a simply supported edge. Intuitive arguments 
were used in [1] to obtain the minimum weight design, and [2] employed the 
calculus of variations. In this paper the direct design procedures developed by 
DRUCKER and SHIELD [3, 4] are used. These formal design procedures were 
derived from the theorems of limit analysis [6]. Both built-in and simply sup- 
ported edge conditions are considered and the plate is loaded by an arbitrary 
rotationally symmetric distribution of pressure. The designs obtained are abso- 
lute minimum weight designs for the sandwich plate but the minimum is a 
relative one for the solid or homogeneous plate. 


2. Statement of the Problem 


The problem under consideration is the design of a circular plate under 
rotationally symmetric types of loading and edge support. The design is to be 
such that the plate is just at the point of collapse under the given loads and such 
- that minimum volume of a given elastic-perfectly plastic material is involved. 
The material is assumed to be homogeneous so that the design for minimum 
volume coincides with the design for minimum weight. As in work on the load- 
carrying capacities of circular plates (see [5], for example), the term collapse 
is used in the sense of limit analysis [6], and membrane stresses are ignored in 
the analysis. 

The plate is assumed to be horizontal and loaded by a distribution of 
pressure f(r) on its upper surface, 7 measuring distance from the plate center. 
The edge 7 = R of the plate is simply supported or built-in, The radial and 
circumferential bending moments are denoted by M and N, respectively, with 
the convention that positive values of these moments stress the lower surface 


1) The results presented in this paper were obtained in the course of research work sponsored 
by Watertown Arsenal Laboratory under Contract DA-19-020-ORD-2598-DA-19-020-501-ORD- 


3984. 
2) Brown University. 
3) ETH and Brown University. 
4) Numbers in brackets refer to References, page 499. 
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of the plate in tension. For equilibrium the moments satisfy the equation 


d° M aN 
ne : dr Bee (1) 


The shear force Q is given by 


The curvature rates x, À in the radial and circumferential directions are given by 


d’w 1 dw 
Na ee (3) 


where w is the deflection rate of the middle surface of the plate in the down- 
wards direction. 

For simplicity it is assumed that the elastic-perfectly plastic material obeys 
TreEsca’s yield condition and the associated flow rule. In terms of the moments 
M and N, plastic yielding can occur when one (or both) of the magnitudes of 
M and N equals the fully plastic moment M, or when the magnitude of M— N 
equals M,. The condition defines a yield curve in a plane in which the moments 
M, N are taken to be rectangular cartesian co-ordinates and the yield curve isa 
hexagon (Figure 1). For a point on a side of the yield hexagon, the flow rule 


Figure 1 


Moment yield condition. 


associated with the yield condition requires that during collapse the curvature- 
rate vector (x, A) is parallel to the outwards-drawn normal to the sides. At the 
corner of the hexagon, the vector must lie between the normals to the side 
which meet at the corner. 

The rate of dissipation of energy D, due to plastic action per unit area 0 
the middle surface of the plate is given by 


D,=Mx+NA. (4) 
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Because of the flow rule, the rate of dissipation D, is uniquely determined by 
the curvature rates x, A. 

In the problems considered here, replacing the Tresca yield condition by 
the perhaps more acceptable condition of von Mises would make an analytic 
solution impractical and a numerical approach would prove necessary. A simi- 
lar situation exists in the previously mentioned work on the load-carrying capa- 
cities of circular plates. However, when an approximate yield condition is used 
to estimate load-carrying capacities, bounds to the error committed can be 
determined [7]. As will be shown, an analogous procedure applies to minimum 
weight design. For the purposes of illustration we shall assume the von Mises 
yield condition with yield stress o, in tension to be the true yield condition for 
the material and the Tresca yield condition to be the approximate condition 
used to simplify the problem. The extension to any true yield condition and 
any approximation is obvious. The yield surface defined in principal stress 
space by the von Mises condition with yield stress og circumscribes the yield 
surface defined in the same space by the Tresca condition with yield stress op. 
It follows that any structure designed to be just at the point of collapse under 
given loads for the inscribed Tresca condition will be safe or at collapse under 
the same loads for the von Mises condition. Thus the volume V7(o,) of the 
minimum volume design based on the inscribed Tresca condition with yield 
stress o, will not be less than the volume V,(o,) of the minimum volume 
design based on the von Mises condition. By the same reasoning, the volume 
Vy(o,) of the minimum volume design based on the von Mises condition will 


not be less than the volume V7z(2 c./V3) of the minimum volume design based 


on the circumscribed Tresca condition with yield stress 2 Co/V3. Thus the true 
minimum volume V,(o,) is bounded from below and above, 


vl) € Plon) & Veo) (5) 


The accuracy to which Vy,(o,) is determined by (5) depends on the variation 
of Vr(o,) with o,. In the sandwich plate examples considered in section 3 
below, V-(o,) is inversely proportional to og and (5) determines Vy(o,) to 
within 7%. In the solid or homogeneous plate examples of section 4 below, the 
designs obtained are relative minimum volume designs with volume inversely 
proportional to the square root of o,. It seems probable, however, that the 
designs are in fact absolute minimum volume designs, and with this conjecture 


(5) determines Vy,(o,) to within 4%. 


3. The Sandwich Plate 


The sandwich plate has a light-weight core of constant thickness A between 
two identical face sheets of variable thickness ¢ («<< H) composed of the given 
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material. The minimum volume design is just at collapse under the pressure 
f(r) and involves minimum volume of the face sheets. The core carries no 
bending stresses and the fully plastic moment M, has the value 


M,=% Ht, (6) 


where o, is the yield stress of the cover plate material. 

It has been shown [2, 3, 4] that a sandwich plate designed to collapse in a 
mode such that the rate of dissipation per unit volume in the faces of the plate 
is constant is an absolute minimum volume design. In terms of the rate of 
dissipation D, per unit area of the middle surface, D,/t is constant for such 


a design, 


D 
- er ee = const . (7) 


This condition is independent of the thickness ¢ because of the linear depend- 
ence (6) of M, and therefore of D, on ¢. With the Tresca yield condition 
(Figure 1), the condition (7) restricts the position of the moment point on the 
yield hexagon. For example the moment point cannot lie on the side AF for a 
finite range of 7 because the flow rule requires À = 0 and the condition (7) 
cannot be satisfied in view of (3). It is readily found that the condition (7) can 
only be satisfied for a finite range of 7 when the moment state is represented 
by one of the points A or D, C or F of the hexagon. The points A and C will be 
used in the following. 
For the point A, condition (7) becomes 


where « is a positive constant. It follows that 
w= B — part 5 0 blog? (9) 
where band f are constants. In addition x and A are non-negative at the point A 


and this enforces 7 = b. 
For the point C, the condition becomes 


d’w 
i ae (10) 
so that | 
il 
Dar (te 26) x (11) 


where c and y are constants. The requirements — x = À = 0 restrict the 
range ol ¢ to ¢ airy = 6/2. 


| 
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When the plate is simply supported at the edge 7 = R and loaded by a 
downwards-acting pressure p(r), the assumption that the curvature rates x, À 
are both non-negative leads to the minimum volume design. The moment state 
through the plate is then represented by the point A in Figure 1. At the edge 
r — R the deflection rate w is zero and at the center dw/dr is zero since A is 
finite there. The appropriate form of (9) is therefore 


w= a (R? rt). (12) 


For the point 4, M — N — M, and substitution in the equilibrium equation (1) 

yields vd? M dM 
Ann el FD ; 

= ont) (13) 


At the edge of the plate M = 0 and the shearing force Q given by (2) is zero 
at y = 0, assuming that there is no concentrated load at the center. With these 
conditions, integration of (13) gives 


Mot | - dE fe P(e) do, (14) 


r 0 


and the thickness ¢ given by (14) is the minimum volume design [since (7) is 
non-negative, ¢ is non-negative]. A ring of uniform force per unit length on the 
circle 7 — a can be included by suitable interpretation of the integral with 
respect to o in (14). The particular case of a concentrated force P at the center 


adds a term 

= = log À (15) 
to the right-hand side of (14), producing an infinite value of ¢ at the center but 
the face sheets have finite volume. The result for uniform pressure has been 
obtained previously [1]. Further examples of simple types of loading are 
studied in more detail below. 

For the plate with a built-in edge and non-negative f(r), near the edge of 
the plate where x <0, À = 0, the point C of Figure 1 will apply. Near the 
center of the plate x and À are non-negative and the point A applies. Assuming 
that regime A applies for 0 < 7 < a and regime C fora <7 < R, equations (9) 
and (11) govern the deflection rate in these regions respectively. At the built-in 
edge w and dw/dr are zero and at the center dw/dr is zero. Also w and dw/dr 
are continuous at the junction 7 = a of the two regions’). In order to satisfy the 


5) It will be seen that the thickness ¢ of the face sheets in the minimum volume design is zero 
at the junction 7 = a and collapse modes exist for which dw/dr is not continuous across 7 = 4. As 
we require a collapse mode in which the rate of dissipation per unit volume is constant in order to 
show that the design is a minimum volume design, discontinuities in dw/dr are not permissible in 


this type of collapse mode. 
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conditions it is found that we must have a = 2 R/3, and we obtain finally 


(16) 


For 0 <7 <2 R/3, M = N = M, and M, satisfies equation (13). In the outer 
annulus 2 R/3 <7 < R, M = —M, and N = 0 so that for equilibrium 


oe OM) =7 pt) (17) 


At v = 2 R/3, M is continuous and therefore zero and the shearing force Q is 
continuous. As before Q is zero at r = 0 in the absence of a concentrated load 
at the center. With these conditions, equations (13) and (17) give on integration 


(18) 


Rings of force per unit length can be included as for the simply supported plate. 
The case of a concentrated load at the center and other simple types of loading 
are examined below. 

The case when part of the plate is loaded by pressure on the lower surface, 
that is when #(r) is negative for a range of 7, will not be considered here. In 
addition to the points A and C, moment states represented by the points F 
and D of the hexagon may have to be used, depending on the pressure distri- 
bution p(r). 


(i) Circular Loading, Simply Supported Edge 


In this case p(r) has the constant value p for 0 <7 <7 and is zero for 
% <7 SR. Direct substitution in equation (14) gives the thickness ¢ of the 
minimum volume design, 
Rt zone Osrsn), 
nHt=|_ A 1 (19) 
EN 75 1e (ier Fe 


The volume V of the face sheets is found to be 


1 7? apr R? 
v= (2 Fe] ao (20) 
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As might be expected, the volume V for a given total load x p 72 decreases as 
the area over which the load is spread increases. It can be seen from (20) that 
the average thickness depends linearly on the total load a p v and otherwise 
only on the ratio 7,/R, for given o, and H. 

The thickness £, for a plate with face sheets of constant thickness which is 
just at the point of collapse under the same loading and support conditions can 
be deduced from the results of Hopkıns and PRAGER [5]. The volume V, of the 
plate with constant face thickness is found to be 

; ie x D yee 
ne. en 
Comparison of (20) and (21) shows that the saving effected by the minimum 
volume design over the constant thickness design increases from 25%, to 50%, 
as 7,/R decreases from unity to zero. 

The case of a concentrated force P at the center of the plate can be obtained 
as a limiting case by letting x # 7G tend to P as 7, tends to zero. The thickness 
distribution is given by 


IE R 
and the volume of the face sheets is 
1 PR? 


(11) Circular Loading, Built-in Edge 


The form of the thickness distribution depends on whether the radius 7, of 
the loaded area is less than or greater than 2 R/3, the radius of the junction 
between the regimes A and C. 

For 7, < 2 R/3, equation (18) gives 


1 i i DR 
cP RA +ZPRlgs (Sr<n), | 


Oo, Ht — = pr i (ro rs = R), (24) 
nn eae conse (5 Rsrsp). | 
For 7, > 2 R/3, the corresponding result is 
bl R-7) (o<7rs= Rj, 
ee en (rer). (25) 


1 
6 
DER 3 = 3 
+p 3 r$ y — 8 R°/27 — 273 M <r SR). 
V 
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The concentrated load P at the center is a particular case of (24) and the 
thickness is given by 


> (0<r< 2 R), 
Dig u ee) 
Op Ha …. (26) 
gee (5 R<r<R) | 
256 2 ar 
The volume V of the face sheets has the value 
= 1 Did 
V= ee (27) 


As has been shown by Hopkins and PRAGER, the limit value of a concentrated 
central load P is 2x M, for a circular plate with constant fully plastic bending 
moment M, for both the simply supported and the built-in plates. Thus the 
face sheets of the constant thickness plate which is just at collapse under the 


central load P have the volume 
PR? 


Re 


(28) 
irrespective of the support conditions. The saving effected by the minimum 
volume design over the constant thickness design is 67% for the built-in plate 
compared with 50% for the simply supported plate. 

The thickness distribution for the built-in, uniformly loaded plate follows 
from (25) by giving 7, the value À. The minimum weight design for this case is 
shown diagrammatically in Figure 2(a). The volume of the face sheets has the 
value 


Br x D R* 
1 = Welty a , (29) 


0-664 R ——+ 


Figure 2 
Minimum weight designs for built-in circular plate under uniform pressure : 
(a) sandwich plate, (b) solid plate. 
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With the results of [5], the volume V. of the face sheets of the constant thickness 
plate is found to be 
(30) 


so that the minimum volume design effects a saving of 34%, over the constant 
thickness plate. 


(11) Annular Loading 


The results for annular loading, that is P(r) has the constant value # in the 
annulus 7, < 7 <7, and zero elsewhere, can be obtained from the general 
formulae (14) and (18). For both the simply supported and built-in plates, the 
thickness ¢ is constant in the central region 0 <7 < 7). In particular, the 
thickness ¢ is zero in the unloaded central region for the built-in plate when 7, 
is greater than 2 R/3. 


4. The Solid Plate 


For the solid or homogeneous plate, the fully plastic moment M, is given by 


M, = = ooh?, (31) 
where k is the (variable) thickness of the plate. The results are less definite and 
the analysis is less tractable for the solid plate than for the sandwich plate. As 
has been shown [2, 3, 4], a solid plate designed to collapse in a mode such that 
the rate of dissipation per unit volume is constant on the surfaces of the plate 
is a relative minimum volume design. Here ‘relative minimum’ is used in the 
following sense. If h,, is the thickness distribution of the relative minimum 
volume design, then any neighboring plate with thickness h = h,, + dh, where 
| dh |<<h,, which is safe or just at collapse under the given loads will involve 
a greater volume of material. In terms of the rate of dissipation D, per unit 
area of the middle surface, the condition for a relative minimum volume 

ign 1 
> Be Bee const . (32) 

h h 

Since D, is proportional to h?, this condition involves the design thickness h, a 
circumstance which complicates the analysis. Thus in contrast to the sandwich 
plate, it is not immediately apparent that points A and D, C and F of the yield 
hexagon in Figure 1 are the only moment states involved in a relative minimum 
design. In the following, moment states represented by the points A and C 
will be used to obtain solutions. 

Considering first the simply supported circular plate, loaded by a non- 
negative pressure p(r), the use of moment states represented by the point A 
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provide the relative minimum volume design. The assumption M=N=M, 
and the equilibrium equation together with the conditions at the center and 
edge of the plate lead to 
R £ 
1 fal i 
My = 4 00h | dE] eo) de, G3) 
0 


y 


as in the previous section. For non-negative (7), h? and therefore h is a mono- 
tonic decreasing function of 7. In order to show ps the design thickness h 
given by (33) is a relative minimum volume design, it is necessary to show that 
an associated collapse mode exists satisfying (32). For the point A, (32) becomes 


d’w 1 dw a ; 
dr? ru fh’ 54) 
where « is a positive constant. As dw/dr is zero at 7 = 0, it follows that 
d i 
ee = 
Fr, / Mor (35) 


and therefore since w is zero at the edger = R, 


"af; af, may de (36) 


In order that the collapse mode be associated with the point A, dw/dr and 
d?w/dr® must be non-positive. It follows immediately from (35), 


d?w 


& 
ar aff h(o pee h(r) ? 


and since h(v) is monotonic decreasing 


a 1 & 
N im [ode a are (37) 


Hence the thickness h given by (33) provides a relative minimum design. 
For the built-in plate under pressure p(7), we assume as in the previous ' 
section that regime A applies for 0 <r < a and regime C for a < y < R. In! 
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the same way that equation (18) was derived we obtain 


| (halo 0 <r <a), | 
a r ; 0 
My = = oh? = ee. (38) 
| fas[opl)de (a<r<R. 
a 


The thickness h is zero at y = a and for non-negative p(r) is monotonic decreasing 
for 0 < y < a and is monotonic increasing for a <r < R. It remains to deter- 
mine a and the associated collapse mode w satisfying (32). For 0 <7 <a, w 
satisfies equation (34), where h is now given by (38), and as before it can be 
shown that dw/dr and d’w/dr? are non-positive in this region. Foraxr<R, 
condition (32) requires 

cae (39) 


Since dw/dr is zero at the built-in edge it follows that 


R 
dw = T4 do 


Y 


At the point C, —x =/ = 0 and with (3), (39) and (40) this requires 


do 


R 
1 Len 
ivy = Al it) arsch): (41) 


The radius a is determined by the condition that dw/dr is continuous atr — a. 
For 0 <7 < a, dw/dr is given by (35) and with (40) the condition becomes 


a 


R 
Q a | ae 
live: a (#2) 
) a 


When a has been determined from this equation for a given f(r), the inequality 
(41) must be checked. Inequality (41) is always satisfied if a = R/2. In the 
range a Srv <R, h(r) is a monotonic increasing function of 7 and it follows 


that in this range < 
Rs = R 1 i 43 
à rente en: (#5) 


Comparison of (41) and (43) shows that (41) is satisfied if a = R/2. 
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(i) Circular Loading, Simply Supported Edge 


When the plate is loaded by a constant pressure p over the area 0 S7 = #, 
the thickness distribution for a simply supported plate is obtained by direct 
substitution in (33), 


Are s 
“he (44) 


lea | nsren 


The result for uniform loading, 7, = R, has been obtained previously by Hop- 
KINS and PRAGER [1]. The volume of the plate is proportional to the square 
root of the total load x p 7% and inversely proportional to the square root of ©. 
As the ratio 7,/R decreases from unity to zero the saving in volume effected by 
the design (44) over the constant thickness design increases from 18% to 37%. 

For a plate with a concentrated load P at the center, the relative minimum 
volume design is 


1 (2 oe) os 
with volume 
vo 5 (Ear. 


(i) Circular Loading, Built-in Edge 


As for the sandwich plate, the form of the thickness distribution depends | 
on whether the radius 7, of the loaded area is less than or greater than the: 
radius a of the junction between the regimes A and C. 

For 7, < a, equation (38) gives directly 


il 5 1 5 
Kr) + a pl (0 S7 Sy), 
1 2 1 2 a 
x Ooh x > pr log. mr PE (47) 
JANTES 
Er @<r<R) | 


For 7, > a, the corresponding result is 


1 
Fr O<r<a, 

il i vr? — a? 

ON nee asr=<n), (48% 
1 3r2v—ai— 27% | 
6 p Y ° (F0 <7 £ R) = 
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In each case the junction radius a must be such that equation (42) is satis- 
fied. The substitution of either form (47) or (48) for h into (42) gives a transcen- 
dental equation for a. The values of a/R were determined by graphical methods 
for the values 0, 0-2, 0-4, 0-6, 0-7, 0-8, 0-9 and 1-0 of 7)/R. The results are 
shown graphically in Figure 3. The distances a and r, are equal when 7,/R is 
equal to 0-695 approximately. It can be seen from the figure that a > R/2 
and it follows from the discussion of inequality (41) that an associated collapse 
mode exists satisfying the condition (32) for a relative minimum volume 
design. 


0-60 15 ae a) — =| 
oO 0-2 0-4 0-6 0-8 1-0 
r/R 
Figure 3 
Variation of a/R with 7,/R for the solid built-in plate under circular loading. 


The minimum weight design for the case of uniform loading (7,/R = 1) is 
shown diagrammatically in Figure 2 (b) and may be contrasted with the sand- 
wich plate design [Figure 2 (a)] for the same conditions of loading and support. 

For a concentrated load P at the center, 7, — 0 and the thickness is given by 


P a 
; lax be; (ze | 
7 CQ een (49) 
“= < 
ae &<r<R. | 


Here a has the value 0-74 R in order to satisfy equation (42). The volume of the 


plate is found to be : 
V = 0-407 (=) ak (50) 
0 


A solid plate of uniform thickness which is just at collapse under a central 
load P has the volume ENT 
70.798 (= | aR? (51) 
0 / 


for both the built-in and simply supported edge conditions. Comparison of 
(46) and (50) with (51) shows that the savings effected by designs (45) and (49) 
over the constant thickness design are 37% and 49% respectively. 


ZAMP VIII/32 
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5. Built-in Sandwich Plate with Weisht 


In [4], it was shown that, in principle, body forces may be taken into 
account in the optimum design of a structure. The design of a simply supported 
circular sandwich plate loaded by uniform pressure and its own weight was 
obtained as an illustration. Here as a further illustration we obtain the corres- 
ponding design for a built-in plate. 

The plate is assumed to be horizontal and loaded by a uniform pressure p 
on its upper surface. As ın section 3, the core thickness H is constant and it 
can be supposed that the weight of the core is included in the pressure p. A 
minimum volume design is obtained if the plate is designed to collapse in a 
mode such that the rate of dissipation of energy due to plastic action less the 
rate at which the body force does work is constant in the face sheets (4). This 
condition can be written 

Mx+NA 


ri — y w = const, (52) 


where y is the weight per unit volume of the material of the face sheets. 

We assume that regime A of Figure 1 applies for 0 = 7 < a and regime C 
applies for a << 7 < R, where R is the radius of the plate. Condition (52) then 
becomes 


12 nt 

Ta . - + Biw=—-x (0S7< 2), | 
“ (53) 
aa Bw a RerzRrR, | 


where ß?=2y/o, H and «is a positive constant. Equations (53) are subject 
to the conditions w = dw/dr = 0 at the edge 7 = R of the plate and dw/dr is | 
zero at the center of the plate. Also w and dw/dr are continuous at 7 = 4. It is. 
found that 


a (Jo(B ») — Jo(B a) sech B (R — a)] (05784), | 
iz | a Jy (Ba) [cosh B (R — 7) sechß (R — a) — sechB (R — a)] (54) 
(a ne)" | 
and the radius a is given by 
tanh B(R — 2) = APE (55) 


Equation (55) has a unique solution for a for given values of 5 and À, and the 
collapse mode (54) satisfies the appropriate inequalities on x and A in the inner 
and outer regions. 
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For equilibrium the moments satisfy the equation 


a? aN 


as (r M) — Ape ayy 0. (56) 


In the region0 <7 < a, M = N = M,andintheregiona <7 < R,M = —M,, 
N = 0, where M, is given by (6). At the junction 7 = a, M is continuous and 
therefore zero and the shearing force Q is continuous. At the center Q is zero. 
It is found that 


p Jo(B 7) 
le ~ 4 Derza), 
PS cosh Br — — 1 
Opi t= BE |r P a) ee) 


+ FE a — tanh B (R — a) | sinh 8 (r — a)| 
(a<r<R). 


As the parameter f increases, that is as the ratio of the weight of the 
material to its yield stress increases, the ratio a/R decreases, and the section 
7 = a where the face sheets have zero thickness moves nearer to the center 


of the plate. 
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Zusammenfassung 


Diese Arbeit befasst sich mit dem Problem der Bemessung einer elastisch- 
plastischen Kreisplatte veränderlicher Dicke von minimalem Gewicht. Die Platte 
ist am Rand frei drehbar gelagert oder eingespannt und trägt eine rotations- 
symmetrische, sonst beliebig verteilte Last. Es wird das von DRUCKER und 
SHIELD entwickelte Verfahren zur Dimensionierung verwendet, welches ein abso- 
lutes Minimum fiir das Gewicht einer Sandwichplatte und ein relatives Minimum 


fiir dasjenige einer homogenen Platte liefert. 
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Buchbesprechungen - Book Reviews — Notices bibliographiques 


Engineering Analysis. A Survey of Numerical Procedures. Von 
STEPHEN H.CRANDALL (McGraw-Hill Book Company, New York, Toronto, 
London 1956), MISSION tes AIS dE 

Die Aufgabe des vorliegenden Buches besteht darin, dem Ingenieur zu helfen, 
seine Probleme numerisch zu lôsen. Die Fachrichtung spielt eine sekundäre Rolle, 
da überall im Grunde genommen die gleichen mathematischen Betrachtungen 
anzustellen sind, wie Schaffung eines mathematischen Modells für eine physi- 
kalische Sachlage und die Reduktion des mathematischen Problems zu einem 
numerischen Verfahren. Vorwiegend wird der zweite Teil im Buch behandelt, 
doch gibt der Autor manche Beispiele für den ersten Schritt, in der Meinung, dass 
die Struktur der mathematischen Formulierung diskutiert werden muss zum 
Verständnis der-numerischen Behandlung. Drei Hauptprobleme sind es, die sich 
im allgemeinen dem Ingenieur darbieten: Gleichgewicht (eingeschwungener 
Zustand von Temperaturverteilungen, laminare Strömungen, elastische Span- 
nungszustände); Bestimmung von Eigenwerten (kritische Werte von bestimmten 
Parametern im Gleichgewichtszustand, kritische Frequenzen und Resonanzpro- 
bleme) und Ausbreitungsvorgänge (Wärme, Druckwellen in Flüssigkeiten und 
mechanische Spannungen und Verformungen in elastischen Systemen). Alle 
Probleme werden in Systemen mit beschränktem Freiheitsgrad (konzentrierte 
Parameter) sowie in kontinuierlichen behandelt. Auch nichtlineare Probleme, 
mit Ausnahme der Eigenwertbestimmung, kommen zur Sprache. Zahlreiche 
Übungsaufgaben dienen der Festigung des Gebotenen. 

Dem rechnenden Ingenieur kann das Buch eine wertvolle Hilfe sein. 


H. Weber 


Wahrscheinlichkeitstheorie. Von H. RICHTER (Springer-Verlag, Berlin 1956 
[Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften, Band 86]). 435 S., 14 Abb.; 
DM 66.—, Ganzleinen DM 69.60. 

Das hier vorliegende Lehrbuch ist das erste ausführliche Werk in deutscher 
Sprache, das die neue Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung berück- 
sichtigt, und sein Erscheinen ist schon aus diesem Grunde sehr zu begrüssen. 

Der Inhalt gliedert sich in die folgenden Abschnitte: Mathematische Grund- 
lagen, der Wahrscheinlichkeitsbegriff, die Elemente der Wahrscheinlichkeits- 
theorie, Elemente der Integrationstheorie, zufällige Grössen auf Wahrscheinlich- 
keitsfeldern, spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die Konvergenz zufäl- 
liger Grössen. Besonders ausführlich werden die Grundlagen der Wahrscheinlich- 
keitstheorie behandelt, und zwar werden die Axiome ungefähr im Sinne von 
früheren Ausführungen des Verfassers (Math. Ann. 1953-1954) aufgestellt. Das 
vorgeschlagene Axiomensystem scheint besonders von Anwendungen in physi- 
kalischen Problemen beeinflusst zu sein. Die modernen Teilgebiete der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung, die stochastischen Prozesse, die Spieltheorie und die 
Theorie der statistischen Entscheidungsverfahren werden nicht behandelt. 

Vom Leser wird verlangt, dass er mit der mathematischen Denkweise gut 
vertraut ist, hingegen wird sehr wenig konkretes Wissen vorausgesetzt; insbeson- | 
dere enthält das Buch die notwendigen mengentheoretischen Voraussetzungen 


selbst. P. Schmid! 
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Waffe und Wirkung bei der Fliegerabwehr. Von H. BRANDLI (Birk- 
häuser Verlag, Basel und Stuttgart 1956). 91 S., 24 Abb.: Fr. 26.- / DM 26.-. 
Bei der vergleichenden Beurteilung verschiedener Flabgeschütze ist es zufolge 
der grossen Zahl der auftretenden Parameter sehr schwierig, einen Gesamtüber- 
blick zu erlangen. Der Verfasser des vorliegenden Buches versucht für den Fall 
des Folgeschiessens die theoretischen Grundlagen für einen solchen Vergleich 
herauszuarbeiten. In einem ersten Teil wird das sogenannte Präzisionsmass 
unter Berücksichtigung der Geschossflugzeitstreuung untersucht und explizit 
dargestellt. Daraus kann dann der Abschusskoeffizient, der bei Vernachlässigung 
wirtschaftlicher Überlegungen taktisch allein massgebend ist, abgeleitet werden 
und zu einem Vergleich der Wirksamkeit verschiedener Waffen führen. Im 
zweiten Teil wird auf Grund gewisser Annahmen die Abhängigkeit der Treffwahr- 
scheinlichkeit von der Geschossflugzeit untersucht und ein gelegentlich verwen- 
deter Potenzansatz einer Kritik unterzogen. Schliesslich wird noch die benützte 
Zielfehlerdefinition gerechtfertigt. — Auch wenn jedenfalls noch verschiedene 
Hypothesen näher zu untersuchen bleiben, dürfte doch das Buch einen bedeut- 
samen Beitrag zur Klärung dieser ausserordentlich komplizierten Zusammen- 
hänge liefern. Die übersichtliche und klare Darstellung wird alle Fachleute inter- 

essieren, die mit schiesstechnischen Problemen zu tun haben. 
E. Roth-Desmeules 


Die Transformatoren. Von MıLan VIDMAR, dritte, vollständig neu bear- 
beitete Auflage (Birkhäuser Verlag, Basel und Stutctsan1956)2.63015,, 321E App: 
geb. Fr./DM 68.-, brosch. Fr./DM 64.-. 

Der Leser wird in acht Hauptabschnitten in lebendiger und klarer Weise 
gründlich mit den modernen Transformatoren bekannt gemacht. Es stellt ein in 
sich abgeschlossenes Werk dar, das sowohl Grundlagen und Eigenschaften wie 
Probleme beim Bau und Betrieb behandelt. Speziell ausführlich werden die 
Hauptvertreter, die Drehstromtransformatoren, beschrieben, während weniger 
ausgesprochene Transformatorenprobleme, wie Regulierapparate usw., nur er- 
wähnt bleiben. Hauptprobleme, die auch andere Elektromaschinenbauer inter- 
essieren, sind sehr breit behandelt, so die Wärmeabfuhr aus dem arbeitenden 
Transformator, der Eisenkern, Leerlauf, Kurzschluss, Einschaltstromstoss und 
die Wicklung. Losgelöst von allen Landes- und Firmennormen, wird vom physi- 
kalischen und wirtschaftlichen Standpunkt alles Vorhandene kritisch gegeneinan- 
der abgewogen und diskutiert sowie am Schlusse die Wege des Entwurfes anhand 
von ausgeführten Transformatoren illustriert. Das Buch wird sowohl dem Prak- 
tiker als dem Wissenschaftler und den Studenten gute Dienste leisten. 

G. Gubelmann und R. Weller 


Statistical Analysis of Stationary Time Series. Von U. GRENANDER und 
M. RosEnBLATT (John Wiley and Sons, New York 1957). 300 S., 8 Fig.; $11.-. 

Dieses bemerkenswerte Buch kann nur von solchen Lesern verstanden werden, 
welche gute Kenntnisse in der Wahrscheinlichkeitsrechnung, der mathematischen 
Statistik und der Masstheorie besitzen. Die Verfasser setzten sich das hohe Ziel, 
die statistische Analysis von Zeit-Reihen gemäss modernen, exakten, mathema- 
tischen Methoden mit Hilfe der Masstheorie, Fourier-Analyse und Theorie der 
Matrizen darzustellen. Angesichts der grossen Bedeutung solcher Methoden in 
der modernen physikalischen und technischen Forschung sollten darin Tätige sich 
mit Hilfe dieses Buches über den betreffenden Problemkreis und seine mathe- 
matisch-statistische Behandlung orientieren. W. Saxer 
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Nonparametric Methods in Statistics. Von D. A. S. FRASER (John Wiley 
and Sons, New York 1957). 300 S., 17 Fig.; $8.50. 

In der modernen mathematischen Statistik werden neben klassischen Vertei- 
lungen, wie der Normalverteilung, definiert durch bestimmte Parameter, allge- 
meinere Verteilungen ohne Parameter betrachtet. Ebenso wurden in der stati- 
stischen Schätzungstheorie entsprechende Methoden geschaffen, die sich neben 
wahrscheinlichkeitstheoretischen Begriffen auf die Masstheorie stiitzen. Dieses 
Buch gibt einen guten Uberblick iiber den heutigen Stand dieser Theorie, zu 
welcher der Verfasser wichtige Beitrage beisteuerte. W. Saxer 


Handbuch der Physik - Encyclopedia of Physics. Herausgegeben von 
S. FLiicce. Bd. 20: Elektrische Leitungsphänomene II (Springer-Verlag, Berlin 
IS, FE, 2a REED MMM ES 

Band 20 des Handbuchs behandelt elektrische Leitungsphanomene in Nicht- 
metallen und enthält die vier Beiträge: O. MADELUNG, Halbleiter; A. B. LIDIARD, 
Ionic Conductivity; J. M. STEVELS, The Electrical Properties of Glass; und E. DAR- 
Mois, Electrochimie. 

Der Artikel von MADELUNG, der die Hälfte des Bandes einnimmt, gehört zu 
den besten unter den neueren zusammenfassenden Arbeiten auf dem Gebiet der 
Halbleiterphysik. In einer bester Handbuchtradition entsprechenden Darstel- 
lung — es sei hier nur auf die Zusammenstellung der Koeffizienten der elektrischen, 
magnetischen und thermischen Effekte in Abschnitt C hingewiesen — wird ein 
Überblick über das weitschichtige Gebiet gegeben. Dass dabei die Diskussion 
spezieller Halbleiter etwas zu kurz kommt, dürfte zum Teil auf Platzmangel, zum 
Teil aber auch auf die gegenwärtig noch sehr lückenhaften experimentellen Ergeb- 
nisse zurückzuführen sein. 

Auch die zweite, von LIDIARD stammende Arbeit erfüllt in vollem Umfang die 
Ansprüche, welche an einen Handbuchartikel gestellt werden. In kurzer und 
übersichtlicher Form werden auf 100 Seiten alle wesentlichen Gebiete der Ionen- » 
leitung behandelt. Besondere Erwähnung verdient eine Zusammenstellung neuer : 
und neuester Literatur, die, nach Substanzen getrennt, vom Fachmann sehr 
begrüsst werden dürfte. 

Entsprechend dem heutigen Stand der Forschung enthält der Beitrag von! 
STEVELS über die elektrischen Eigenschaften von Glas vorwiegend experimentelle: 
Ergebnisse. 

Man fragt sich, ob die Arbeit von DArmots über Elektrochemie im 20. Band! 
des Handbuches an der richtigen Stelle steht. (Der Artikel von GARLICK, Bd. 19,, 
über Photoleitung hätte unseres Erachtens besser in diesen Zusammenhang! 
gepasst.) Im übrigen lässt diese Arbeit in bezug auf Übersichtlichkeit sowohl als; 
auch in der Berücksichtigung neuester Ergebnisse zu wünschen übrig. E. Mooser 


Handbuch der Physik - Encyclopedia of Physics. Herausgegeben von 
>. FLÜGGE. Band 32: Strukturforschung (Springer-Verlag, Berlin 1957). 663 S., 
373 Fig.; DM 144.-. 

Es ist erstmalig, dass alle Arten von Strukturuntersuchungen mit Röntgen-,, 
Elektronen- und Neutronenstrahlen in einem einzigen Bande dargestellt werden. 
Nicht nur das Bestimmen von Kristallstrukturen, sondern auch Untersuchunge 
von Flüssigkeiten, amorphen und makromolekularen Stoffen werden darin be- 
handelt. Der schön ausgestattete und reich illustrierte Band enthält wertvoll 


Literaturhinweise auf neueste Arbeiten und ist als Hand- und Lehrbuch deshalb: 
sehr willkommen. 


Vol. VIII, 1957 Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 503 


Der einführende Artikel von A. GUINIER und G. v. ELLER, Les méthodes 
expérimentales des déterminations de structures cristallines par rayons X, beschreibt 
ausser den experimentellen Methoden die einzelnen Arbeitsschritte einer voll- 
ständigen Kristallanalyse besonders klar. Die theoretische Begründung dazu, 
insbesondere die Theorie der Röntgenstreuung und -reflexion, wird im Artikel 
von J. Bouman, Theoretical Principles of Structural Research by X-Rays, gegeben. 
G. FOURNET zeigt in Etude de la structure des fluides et des substances amorphes au 
moyen de la diffraction des rayons X durch genaue theoretische Untersuchung, 
dass die älteren Deutungen von Flüssigkeitsinterferenzen nur teilweise richtig 
sind. Die Kleinwinkel-Röntgenstreuung findet interessante Anwendungen in der 
Virus- und Eiweissforschung, wie aus der Arbeit von W. W. BEEMAN, P. Kags- 
BERG, J. W. ANDEREGG und M. B. Wess, Size of Particles and Lattice Defects, 
hervorgeht. Im zweiten Teil wird gezeigt, welche Aussagen über Gitterfehler 
durch röntgenographische Untersuchungen gewonnen werden können. In den 
Beiträgen von H. RAETHER über Elektroneninterferenzen und von G. R. Rınco 
über Neutron Diffraction and Interference werden besonders die Unterschiede 
und die Vorzüge gegenüber den Röntgenverfahren für bestimmte Strukturpro- 
bleme hervorgehoben. H. Gränicher 


Physikalisch-statistische Regeln als Grundlagen für Wetter- und 
Witterungsvorhersagen. Von Franz Baur. 1. Band (Akademische Verlags- 
gesellschaft mbH., Frankfurt am Main 1956). 139 S., 30 Abb., 2 farbige Tafeln; 
geb. DM 46.-. 

In diesem Werk, dessen erster Band jetzt vorliegt, unternimmt es der Verfas- 
ser, auf Grund jahrzehntelanger Forschungen und anhand eines umfangreichen 
Materials nachzuweisen, «dass die physikalisch durchdachte, wahrscheinlichkeits- 
theoretisch kontrollierte Statistik ganz allgemein die den Wettervorgängen am 
besten angepasste Form der Erfahrungsforschung ist und dass mit ihr auch für 
die kurz- und mittelfristige Wettervoraussage bessere und überzeugendere Er- 
fahrungsgrundlagen gewonnen werden können als mit den bisher fast ausschliess- 
lich gebrauchten Beispielen vereinzelter Wetterlagen». Dieser Nachweis ist dem 
Verfasser bis zu einem hohen Grade tatsächlich auch gelungen. Es konnte eine 
ganze Reihe zutreffender Regeln über Zusammenhänge zeitlich sich folgender 
Witterungserscheinungen abgeleitet werden, die auch für weitere theoretische 
und empirische Untersuchungen auf dem Gebiet der Witterungsvorhersage als 
Ausgangspunkt dienen können. 

Im ersten Abschnitt werden die statistischen Grundlagen für die Voraussagen 
im täglichen Wetterdienst auf das sogenannte Azorenproblem angewandt, das 
heisst auf die Beziehung zwischen Luftdruckänderungen auf den Azoren und 
nachfolgenden Druckänderungen in Mitteleuropa mit den sie begleitenden Wet- 
tererscheinungen. Vorhersagen, die nicht nur für lange Zeitabschnitte, sondern 
auch für Grosswetterlagen gelten sollen, können nur bei sehr genauer Kenntnis der 
Verhältnisse der allgemeinen atmosphärischen Zirkulation gemacht werden. Der 
zweite Abschnitt befasst sich daher mit theoretischen Betrachtungen über die 
Schwankungen der allgemeinen Zirkulation als Richtschnur für die statistische 
Grosswetterforschung, während im dritten Abschnitt die Beobachtungstatsachen 
der täglichen atmosphärischen Zirkulation auf der Nordhalbkugel in den Jahren 
1949-1951 dargestellt und gedeutet werden. Schliesslich wird im vierten Ab- 
schnitt das ebenso weitschichtige wie schwierige Problem der Zusammenhänge 
des Grosswetters mit solaren Vorgängen behandelt, indem Regeln über die Zu- 
ordnung des Grosswetters zum Sonnenfleckenzyklus gegeben werden. 
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Der Synoptiker, dessen Voraussagen auf sorgfältigen Untersuchungen ein- 
zelner Wetterlagen, auf einem guten Gedächtnis und nicht zuletzt auf dem Finger- 
spitzengefühl aufgebaut sind, kann von den statistischen Methoden der Vorher- 
sage nur profitieren. Das aus reicher Erfahrung entstandene Werk von F. BAUR 
gehört ohne Zweifel zu den bemerkenswerten Erscheinungen der meteorologischen 
Literatur. J. G. Thams 


Fortschritte in der meteorologischen Forschung seit 1900. Von BERN- 
HARD Nets (Akademische Verlagsgesellschaft mbH, Frankfurt am Main 1956). 
233 S,, 210 Nolo. I Alnzellaillal nnd 3 Porträttafeln; geb. DM 28.-. 

Dieses Werk ist aus Vorlesungen an der Freien Universität Berlin hervor- 
gegangen. Es ist weder ein Lehrbuch noch ein Geschichtswerk. Aus dem vor- 
wiegend deutschsprachigen Schrifttum wählt es die Arbeiten aus, die wesentlich 
dazu beigetragen haben, die Meteorologie zu einer exakten Naturwissenschaft 
auszugestalten. 

Das Werk gliedert sich in vier Abschnitte. Im ersten wird auf die Leitideen der 
meteorologischen Forschung eingegangen; im zweiten wird das aerologische 
Beobachtungsgut gedeutet. Der dritte Abschnitt behandelt das Wetter als eine 
Folge der Energieumsätze in der Atmosphäre, während der vierte Abschnitt der 
praktischen Meteorologie gewidmet ist. Als Ausgangspunkt wird der Anfang des 
20. Jahrhunderts genommen, den der Verfasser als einen Wendepunkt in physi- 
kalischer und meteorologischer Hinsicht betrachtet, da erst von 1900 an die 
Arbeiten geleistet worden seien, welche die Aufstellung einer Theorie des Wetters 
ermöglichten. 

Ohne Zweifel entspricht eine solche kritisch-genetische Schau einem Bedürf- 
nis, und es ist gewiss verdienstvoll, wenn der Verfasser versucht, die treibenden 
Motive in der Entwicklung der wissenschaftlichen Meteorologie aufzuzeigen. Inso- 
fern kann das Werk wirklich ein Helfer beim Meteorologiestudium sein. Es hätte 
jedoch erheblich gewonnen durch Berücksichtigung der gesamten einschlägigen 
Literatur. J.C. Thams 


Acht- und neunstellige Tabellen zu den elliptischen Funktionen. Von 
M. ScHULER und H. GEBELEIN (Springer-Verlag, Berlin 1955). 296 S., 11 Abb.; 
DM 58.—. 

Funfstellige Tabellen zu den elliptischen Funktionen. Von M. SCHULER 
und H. GEBELEIN (Springer-Verlag, Berlin 1955). 114 S., 11 Abb.; DM 29.60: 

Beide Werke sind mit vollständigem deutschem und englischem Text verse- 
hen und vor allem auf die Möglichkeit einer bequemen Interpolation ausgerichtet. 
Inhalt: 

Jacobische elliptische Funktionen, laufend nach z und g. 

Hilfsfunktionen für eine einfache Berechnung der #-Funktionen. 

Tafeln für die Umrechnung zwischen dem Legendreschen Modul 9 und dem 

Jacobischen Parameter q. 
Im fünfstelligen Werk ferner: Koeffizienten für die Everett-Interpolation. 


Tables of Weber Parabolic Cylinder Functions. Von J.C. P. MiLLER 
(Her Majesty’s Stationery Office, London 1955). 233 S.; 63s. 
Tabelliert sind die Lösungen W(a, x) und W(a, —x) der Differentialgleichung 
y" + (42/4 — a) y = 0 mit reduzierten Ableitungen, für a = —10(1)10 und 
x = 0 (0,1) 10, sowie verschiedene Hilfsfunktionen. Ausführliche mathematische 
Einleitung, welche unter anderem die Querverbindung zu anderen Funktionen 


herstellt. P.Läuchli | 


